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Introduccion

La presente tesina se inscribe, de manera integra, en el campo de estudio de matrices. El anali-
sis matricial, continuacién natural del dlgebra lineal, es un area de investigacién relativamente
reciente. Si bien en la historia de la matematica el trabajo con matrices se remonta al ano
650 a. C. con el estudio de los llamados cuadrados mdgicos, fue el matematico inglés James Jo-
seph Sylvester (1814-1897) quien en 1850 utilizé por primera vez el término “matriz” (matriz,
en inglés) y lo definié como un “arreglo cuadrilongo de términos” (oblog arrangement of terms,
en inglés). Sin embargo, fue su amigo Arthur Cayley (1821-1895) quien comprendié de manera
cabal la importancia del concepto. Cayley publicé en 1858 su Memoir on the theory of matri-
ces; en ella aparece la primera definicién abstracta de matriz y se muestra que los arreglos de
coeficientes de las formas cuadraticas y las transformaciones lineales son casos particulares del
concepto general de matriz. A Cayley se le atribuye también el desarrollo del dlgebra matricial,
al definir las operaciones bésicas con matrices y construir la inversa de una matriz inversible en
términos de su determinante. Las contribuciones de Arthur Cayley al desarrollo del estudio de
las matrices han hecho que se lo considere como el padre de la teoria de matrices.

Los trabajos con matrices, a partir de Cayley, se han desarrollado exponencialmente. En la
actualidad, muchos de los problemas de disciplinas diversas (célculo, geometria diferencial, fisi-
ca tedrica, estadistica, las ingenierias, entre otras) pueden ser resueltos de manera sencilla y
elegante usando la teoria de matrices. Como afirman Antezana y Stojanoff (2009, Prefacio),
“poder reducir y reformular un problema al caso matricial es un éxito, porque es mucho mas
viable resolver un problema de matrices que el problema de origen”.

Ahora bien, no debe pensarse que la variedad de campos de aplicacién es consecuencia de una
ausencia de materia propia. Por el contrario, si bien toma herramientas de distintas areas de la
matematica, el andlisis matricial tiene como tema propio las desigualdades, las cuales suponen
normas, autovalores, valores singulares, determinantes, trazas, etc. Y este es, precisamente, el
tema que aborda la presente tesina: las desigualdades numéricas en sus versiones matriciales.

Las desigualdades juegan un rol fundamental en matematica. Existen desigualdades que depen-
diendo del contexto en el que estemos trabajando resultan vélidas; la desigualdad triangular
la+b| < |a] + |b], por ejemplo, es cierta en R, C,R" y también se cumple para una norma N en
. . . o L 232 ,
un espacio vectorial V, o la desigualdad Aritmético-Geométrica ab < % que vale para niime-
ros reales positivos. En este trabajo tomaremos estas desigualdades (y otras que no han sido
mencionadas) y estudiaremos si son ciertas para distintos niveles de complejidad en el campo
de matrices. En el nivel 1, que es el nivel més fuerte, se extiende una desigualdad numérica a
matrices cualesquiera; en el nivel 2, se extiende la desigualdad a valores singulares de matrices;
y en el nivel 3, a normas unitariamente invariantes.



En §1, se presentan algunos conceptos previos, definiciones y resultados que seran utilizados
en el cuerpo de la tesina; entre otros, se definen los conceptos de matriz en bloque, autovalo-
res, valores singulares, norma unitariamente invariante y el teorema de Dominancia Fan. En
§2, estudiaremos algunas desigualdades matriciales. Particularmente, en §2.1 se trabaja con la
desigualdad triangular, la desigualdad +y < x y la desigualdad |a — b| < a + b extendiéndolas
a matrices para analizar la validez en los distintos niveles de complejidad. En §2.2, se toma
la Desigualdad Aritmético-Geométrica ab < @ y, al extenderla a matrices, se prueba que
es valida tanto para valores singulares y para normas unitariamente invariantes, pero no lo
es para el nivel 1. En §2.3, se demuestra un corolario de la Desigualdad Aritmético-Geométri-
ca, H|A%XB%|H < 3|I|[AX + X BJ|| para normas unitariamente invariantes. Por otro lado, con
un breve argumento se muestra que la familia de medias de Heinz interpola entre la media
geométrica y la aritmética, luego se prueba que la versién para normas unitariamente inva-
riantes es verdadera. En §2.4, se hace referencia a ab < % + ¥ que es una generalizacién de
la desigualdad Aritmético-Geométrica en la desigualdad de Young y al extenderla a matrices
Ando [2] demuestra que vale para el nivel 2 y para el nivel 3, también nos referimos a la prueba
que Audenaert dio de sj(AVB1~? + A1"?B") < s;(A + B), donde s; son los valores singulares
de las matrices indicadas. En §2.5, se presentan teoremas, corolarios, proposiciones y lemas que
demuestran distintas desigualdades para valores singulares de matrices. En §2.6, se presentan
diferentes maneras de escribir la desigualdad Aritmético-Geométrica y se da la versién para
matrices, para valores singulares y para normas unitariamente invariantes. En §3, por ultimo,
se logra acotar inferior y superiormente una norma unitariamente invariante para la suma de
matrices.
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Capitulo 1

Nociones preliminares

1.1. Generalidades

Antes de abordar de manera especifica el objetivo de la presente tesina, enunciaremos algunas
notaciones basicas, definiciones y resultados importantes sobre andlisis matricial que usaremos
en el desarrollo de este trabajo.

Se asume cierta familiaridad, de parte del lector, con el algebra lineal. Por ello, se omitiran
demostraciones que pueden hallarse en libros como Hoffman y Kunze [17]. También se omitirdn
aquellas demostraciones que requieran argumentos que escapan a los contenidos abordados a lo
largo de esta tesina.

Sea V un K-espacio vectorial, con K = C o R. Una funcién N : V — R es una norma en
V si N verifica las siguientes propiedades. Dados u,v € Vy A € K, se tiene:

1. N(v) >0y, ademas, N(v) =0 siy solosi v =0.
2. N(u+wv) < N(u)+ N(v).
3. N(A\v) = |A|N(v).

Recordemos que si N proviene de un producto interno (-, -), diremos que el par (V, N), o bien
(V,(-,-)), es un K-espacio de Hilbert. Cuando K = C, también diremos que V es un “espacio de
Hilbert” sin mas, asumiendo que dim V < oo, de lo contrario hay que pedir que V sea completo.
Denotaremos a un K-espacio de Hilbert por H.

Usualmente usaremos letras H o K para tales espacios y notaremos por £(#, K) al espacio de
operadores lineales de H en K (acotados, si dim ‘H = o).

Si H = K, escribimos £(H) en lugar de £(H, H).

En este trabajo pensamos a las matrices como operadores en H = C" con el producto escalar y
norma usuales. Llamaremos M,,x, 0 M, si m = n, al espacio de todas las matrices complejas

de orden m X n.

Denotamos al conjugado traspuesto de la matriz A por A* = (A)T y la llamaremos matriz
adjunta de A.

Dado A € M,,, decimos que A es normal si AA* = A*A.

Una matriz U € M, se llama unitaria si UU* = U*U = I,. Se denota con U, al conjunto de
las matrices unitarias.



Dado A € M,,, decimos que A es hermitiana si A = A*.

Denotamos los autovalores de una matriz hermitiana A, x, por \;(A),i = 1,2,...,n y puestos
en orden decreciente por Aj(A4) > Aa(A4) > ... > A (A) y al vector de autovalores A\(A) =
(>\1(A)> >\2(A)a seey An(A))

Si A es hermitiana existe una matriz unitaria U tal que A = U diag(A(A))U*, donde diag(A(A))
es una matriz diagonal con los autovalores de A en su diagonal.

Decimos que una matriz hermitiana A es definida positiva si *Ax > 0 para todo x € C" y lo
denotamos como A > 0. Otra caracterizacién de una matriz A definida positiva es que todos
sus autovalores son positivos. Si A tiene todos sus autovalores no negativos, decimos que es
semidefinida positiva y lo notamos A > 0

Se denota con M, al espacio de las matrices semidefinidas positivas.

Lema 1.1.1. Sea A € M, entonces B*AB > 0, para todo B € M,

Demostracién: Como A > 0, v*Av > 0 para todo v € C". Sea B € M,, calculamos
v*(B*AB)v = (Bv)*ABv = w*Aw > 0, pues A > 0 y considerando w = Bw.
Por lo tanto, B*AB > 0 para todo B € M,,. |

Dada A € M, llamaremos A2 a la tnica matriz en M; tal que elevada al cuadrado da
A. Otra forma de describir a AY/2 es la siguiente: como A € Mt existe U € U, tal que
A =U diag(\(A))U*, luego A2 = U diag(\(A))Y2U*.

Para toda matriz A € M, existe U € U, tal que A = U|A| llamada descomposicion polar de
A, donde |A| = (A*A)'/2, es el médulo de A. ' Esta descomposicién siempre existe, aunque no
siempre U es tnica.

Observemos que A*A >0y |A| > 0, para todo A € M,,.

Los autovalores de |A| contados con su orden de multiplicidad, son llamados valores singulares
de A, los cuales denotamos por s;(A) y s1(A) > s2(A4) > ... > s,(A), puestos en orden decre-
ciente y s(A) = (s1(A), s2(A), ..., sp(A)) el vector de valores singulares de A.

Para matrices hermitianas A, B, si A — B es semidefinida positiva decimos:
B<A. (1.1.1)

Esta condicién es equivalente a decir que existe una matriz unitaria U tal que:

B < UAU* (1.1.2)

Definicién 1.1.2. Si A € M, llamaremos Descomposicion Cartesiana de A a la suma de su

parte real e imaginaria, es decir; A = ReA + ImA, donde la parte real de A es ReA = %
la parte imaginaria de A es ImA = AEZA*.
Notar que ReA e ImA son matrices hermitianas.

1Si bien el simbolo | - | es utilizado para denotar valor absoluto, determinantes y médulo, en este trabajo,

acotaremos su uso a este tltimo concepto.



Proposicion 1.1.3. Sea A € M,,. Entonces
1. Ag(ReA) < Ap(JA|) = sk(A), para todo k € I,
2. Existe U € Uy, tal que ReA < U|A|U*.
Para la demostracién ver J. Antezana, D. stojanoff [5, pag. 167].
Otro concepto muy utilizado es el de mayorizacion. Para definirlo veamos primero lo siguiente:
Sea x € R™, escribiremos z* al vector obtenido al reordenar sus coordenadas en forma decre-

ciente.
Asi para © = (z1, 22, ..., Tn) € Yy = (Y1, Y2, .-, Yn) € R", si

k k
Soap <> yr k=12..n (1.1.3)
=1 =1

decimos que x esta débilmente mayorizado por y, denotamos esto por:

T =<w Y- (1.1.4)
n n

Si ademas de = <, ¥, se cumple que Z T = Z Yi, luego decimos que z estd mayorizado por y
i=1 i=1

vy se denota x < y.
Y si

k k
Iz <Ilv. k=12..n
=1 =1

decimos que x estad débilmente mayorizado-logaritmo por y, y se denota logx <, logy.
n n

Si adicionalmente se cumple que l_la:Z = H y;, decimos que = estd mayorizada-logaritmo por
i=1 i=1

y, se denota logx < logy.

Proposicién 1.1.4. Siz1 > 29> .22, >0 e y1 >y2 > ... >y, > 0 satisface

k k
[Tz <I]w. k=12 ..n,
=1 =1

entonces también satisfacen:

k k
inSZyi, k=1,2,...,n.
i=1 i=1

Esta proposicién dice que la mayorizacién log implica mayorizacién comun.

Lema 1.1.5. Sean A, B € M, y denotemos el orden decreciente de los valores singulares de
A,By AB por s1(A) > s2(A) > ... > sp(A) >0, s1(B) > s2(B) > ... > sp(B) >0 y s1(AB) >
s2(AB) > ... > sp(AB) > 0. Entonces

k k
si(AB) < [[ si(A)si(B), k=1,...,n.
1 =1

i=

Para la demostracién ver Bhatia [6, pag. 72].



Lema 1.1.6. Sea A una matriz hermitiana y Py(n) = {P € M,, : P = P? = P* y rg(P) = k}
una familia de proyectores de rango k, entonces:

k

Ni(A) = méax tr(PAP
; i(4) PEP,(n) ( )

Demostracion: Por propiedad de traza y como P es proyector, tenemos:

méx tr(PAP) = méax tr(PPA)= méix tr(P?A)= mix tr(PA).
PGPk(n) PGPk(TL) PEPk(n) PEPk(TL)

Por otro lado, como P es proyector, el vector de autovalores de P estd formado por unos y ceros
y como P es de rango k sus primeros k£ autovalores son unos, luego, los primeros k autovalores
de PA son los primeros k autovalores de A, entonces por propiedad, se tiene que:

tr(PA) =Y Mi(4)

j=1
asi,
k
max tr(PA) = mix Aj(A)
PEPk(n) PEPk(n) —
Por lo tanto,
k
ix tr(PAP) = Ai(A |
Qi tr(PAP) ]2 §(A)

Proposicion 1.1.7. Sea A,B € M, hermitianas. Luego,
AMA+ B) < AMA) + \(B)
(En la suma A(A) + A(B) se asume que ambos vectores estdn ordenados de la misma forma).
Demostracién: Por lema 1.1.6 para todo k£ € I, podemos escribir:
Nj(A+B) = méax tr(P(A+ B)P)

= PEPk(TL)

< méx tr(PAP)+ méx tr(PBP)

PEPk(n) PEPk(n)
k k
= Y NA)+D NB)
j=1 j=1

La igualdad para k = n surge de que tr(A + B) = tr(A) + tr(B).

Por lo tanto,
AMA+ B) < AM(A) + \(B). [ |



Proposicion 1.1.8. Sea A,B € M, matrices hermitianas. Luego,
AMA) = AN(B) < AM(A—-B)
Demostracién: Por lema 1.1.6 para todo k € I,, podemos escribir:
k
> Ni(A) = Pg}%};{ﬂ) tr(PAP)

7=1

= méx tr(P(A— B+ B)P)

PEPk(n)
< méix tr(P(A— B)P)+ méax tr(PBP)
PEPy(n) PePy(n)
k k
= Y NA-B)+ > M(B).
j=1 j=1

Luego,

k
STNA) =D N(B) <> N(A-B)
. ; j=1

Jj=1 Jj=1

y la igualdad para k = n se da ya que
tr(A— B+ B) =tr(A— B) +tr(B)

= tr(A) —tr(B) =tr(A— B).

Por lo tanto,
AMA) — A(B) < A(A—-B). [ ]

En analisis matricial son usados a menudo los argumentos con matrices en bloques. En parti-
cular, las matrices en bloques de 2x2 juegan un rol importante en la obtencién de desigualdades.

Sean Ay B matrices de M,,xp, se define suma directa de Ay B ala matriz en bloques [ 61 g ]

y se denota por A®B. Y si A, B,C, D son elementos de M,,, la matriz [ A

D B ] es un elemento
de M (2n).

Una norma |||.||| sobre M, es llamada norma unitariamente invariante si para toda A € M,
TAV|| = [IA[ll;

cualesquiera sean las matrices unitarias U,V € M,,.

Ejemplos de norma unitariamente invariante:

1. Sea A € M, definimos la norma de Ky-Fan como:

1Ay = si(A) k=1,2,..,n.
=1
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2. Sea A € M, la p-norma Schatten se define de la siguiente manera:

n 1/p
Al = [Z[Si(A)]p

=1

1<p< oo (1.1.5)

Se define ||Al|o = s1(A), siendo s1(A) el mayor valor singular de A.

Esta norma, llamada norma operador, se denota simplemente por ||A||. La norma p-Schatten
para p = 2, también llamada norma Hilbert-Schmidt, es algo particular. Puede ser calculada
facilmente a partir de las entradas de la matriz, asi:

1/2
1Al = D layl?| 1<, < n. (1.1.6)
2%
En efecto,
413 = S si(A)?
i=1
= > A(4%4)
=1
= tr(A*A)
= D layl*
4,3
Asi,
1/2
1Al = Y lagl?| 1<ij< n

i.J
Una norma unitariamente invariante puede considerarse definida sobre M,, para todo orden de
la siguiente forma:
A 0
0 o]

Esto es, al adicionar o quitar valores singulares nulos no se ven afectados los valores de la co-
rrespondiente norma.

Como en definitiva la |||.||| es un ndmero real, es posible comparar la norma de matrices de
distinto tamano (aunque esta comparacién no tenga relevancia en la presente tesina). Por eso,
si X es de tamano menor que Y, una desigualdad como [||X]||| < |||Y||| realmente significa que
[l|X @0]|| <]||Y]||, donde los bloques cero son anadidos para hacer que el tamano de X &0 sea
el mismo que el de Y.

1Al =

Definicién 1.1.9. Sea A € M, (C).
1. Dado un proyector P hermitiano (o sea P = P? = P*), se define el pinching de A como:

C,:= PAP + (I — P)A(I — P).

Por ejemplo, si P proyecta sobre las primeras k coordenadas en C", entonces:

=[5 §]wom=[5 8]

donde los bloques tienen los tamanos adecuados (por ejemplo, B € M(C)).

11



2. M4s generalmente un sistema de proyectores ortogonales en M,,(C) es un subconjunto de
matrices hermitianas

P={pP,.., P},

donde los P; son proyectores tales que:
T
PPj=0 si i#j y Y P=L
i=1

Nétese que un proyector P define un sistema de proyectores P = {P,I — P}.

3. Dado un sistema de proyectores P = { Py, ..., P, } en M, (C), se define el operador pinching
asociado a P :

T
Cp : Mn(C) = My (C),dado por Cp(A) = P AP, A€ M,(C).
i=1

El motivo por el cual nos interesan los operadores pinching es porque todas las normas unita-
riamente invariantes son reducidas por pinchings.

Esto es:

k
si Cp(A) =Y PjAP;, entonces [[|Cp(A)]]| < /|4l
j=1

para toda norma unitariamente invariante. A esta desigualdad la llamaremos desigualdad pin-
ching.

Recordaremos una serie de resultados conocidos que seran de utilidad en el desarrollo de este
trabajo.
Teorema 1.1.10. De dominancia Fan: Sean A, B dos matrices n X n. Si

HAH(k) < HBH(k) para k:-l; 2,y M,

luego,
Al < [11B]| (1.1.7)

para toda norma unitariamente invariante.

Asf mismo, como las normas Ky-Fan son normas unitariamente invariantes, si
Al < 1B,

significa que:
[Allwy < IBllwy para k=1,2,..,n.

A su vez
[Al ey < I Bllry para k=1,2,...,n;

es equivalente a
s(A) <y s(B)

y en consecuencia
[l|A]|ll < |||B]||, para toda norma unitariamente invariante.
Por lo tanto,
[Allwy < [I1Bllr), para k =1,2,....,n < s(A) < s(B) < [[[All] < [[|Bl]].

Para una demostracién ver J. Antezana, D. Stojanoff [5, pag. 93].
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Teorema 1.1.11. Principio de Maximo Ky Fan: Sea A una matriz hermitiana con auto-
valores Ay > Ao > - -+ > X,. Para todo k= 1,2,...,n, se cumple que:

k

k
Z)\j(A) = maxZ:c;Aa:j, (1.1.8)

j=1 J=1
donde el mdaximo es tomado sobre toda eleccion de una k-upla (21, ..., zx) ortonormal en H.
Para una demostracén ver J. Antezana, D. Stojanoff [5, pag. 85].

Teorema 1.1.12. Principio Minimax. Sea A un operador hermitiano en H y sea M algin
subespacio k-dimensional de H. Luego

Me(A) = max  minz* Az
MCH  zeM
dimM=k ||z||=1

= min maxx*Ax.
MCH reM
dimM=n—k+1 |z|=1

Para la demostracién ver J. Antezana, D. Stojanoff [5, pdg. 31], Bhatia [6, pag. 58].

A continuacién se presentan resultados que fueron probados por H. Weyl.

Proposicion 1.1.13. Sean A y B matrices hermitianas para todo j=1,2,...,n,
Ai(A) + An(B) < Aj(A+ B) < Aj(A) + Au(B).
Para la demostracién ver J. Antezana, D. Stojanoff [5, pdg. 32], Bhatia [6, pag. 63].

Teorema 1.1.14. Si H es semidefinida positiva, luego
Nj(A+H) > Xi(A)  para todo j.

Demostracién: Por la proposicién anterior, A;(A + H) > X;(A) + A\, (H), pero todos los
autovalores de H son no negativos. Alternativamente, nétese que z*(A + H)x > 2* Az para
todo x y, usando el Principio de Minimax, se obtiene el resultado. |

Corolario 1.1.15. Principio de monotonia de Weyl: Sean A, B matrices hermitianas tales
que A < B, entonces
Ai(A) <A(B),  1<j<n

Demostracién: Haciendo H = B — A, por teorema 1.1.14 se obtiene \;(A+ (B —A)) > \;(A),
luego \;(A) < A\j(B). [ |

Otra herramienta muy utilizada en andlisis matricial es el concepto de funcidn mondtona y
convexa de operadores.

Definicién 1.1.16. Sea f una funcién real definida sobre un intervalo I. Si D = diag(\1, ..., Ap)
es una matriz diagonal cuyas entradas A; estdn en I, definimos f(D) = diag(f(A1), ..., f(An)).
Si A es una matriz hermitiana cuyos autovalores A; estdn en I, y U una matriz unitaria tal que
A =UDU*, donde D es diagonal, luego definimos f(A) = U f(D)U*.

13



Definicion 1.1.17. Una funciéon f se dice que es mondtona para matrices de orden n si es
mondtona con respecto al orden n x n de matrices hermitianas; es decir, si A < B enton-
ces f(A) < f(B). Luego, si para todo n, f es monétona para matrices de orden n, decimos
simplemente que f es mondtona para matrices u operador mondtono.

Definicion 1.1.18. Consideremos el operador f : R™ — R™. Tal operador se llamara operador
convezo si

FI(L = NA+AB] < (1— NF(A) +Af(B), 0<A<L,
y diremos que es cdncavo si —f es convezo.

Teorema 1.1.19. Sea f una funcion continua que mapea al intervalo [0,00) en si mismo.
Luego, f es un operador mondtono si y solo si es un operador concavo.

Para una demostracién ver Bhatia [6, pag. 120].

Teorema 1.1.20. Sea f una funcion real continua en el intervalo [0,00). Luego las siguientes
condiciones son equivalentes:

a) fes operador convexo y f(0) < 0.

b) La funcion g(t) = @ es operador mondtono en (0, 00).

Para una demostracién ver Bhatia [6, pag. 122].

Veamos algunos resultados interesantes para matrices en bloques.

Definicién 1.1.21. Una matriz C' € M,, es una contraccion si ||C]| < 1

1
Lema 1.1.22. Una matriz C € M,, es una contraccion si y solo si [C’* ?} > 0.
Para una demostracién ver Bhatia [6, pag. 10].
Proposicién 1.1.23. Para toda A € L(H), el operador [ ‘A*| |ﬁ| ] es positivo.
| A Al [Al
AT (4] Al [A]
semidefinida positiva, por lo tanto, es también semidefinida positiva.

Demostracién: Como [ } es unitariamente equivalente a [ } que es una matriz

Por la descomposicién polar de A, existe U, matriz unitaria tal que A = U|A|.

Veamos que |A*| = U|A|U*.
En efecto,
A% = (AA")'2 = (U|A||AJU™)V? = (U] APU) 2.

U 0 _ . U* 0
Sea Uy = [0 I} entonces U; ! =U{ = [O I]'
Luego
U o] [|A] JA[] [U* ©
<
0= 1o I] [|A| Al o 1
_[ulAu* U|A[]
| AU A]
_ 1A A
= a4 [ ]
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Proposicion 1.1.24. Sean L,M € M, matrices semidefinidas positivas y sea A € M,. La
matriz en bloques
{L A

A* M} € Mz,

es semidefinida positiva si y solo si existe una contraccion C € M, tal que A = LY/2C M2,

Demostracién: Usando el hecho que C es una contraccién si y solo si [ CI* ?} >0, y el lema
L2 0 I C][LY2 o L LY2C M2
0 MYV |C* I]| 0 MY |[MY2CrLM? M =0

Para probar la reciproca consideremos primero a L y M estrictamente positivas por lo que seréan
inversibles.

Luego
=12 0 L A][L7Y2 o0 I L=Y2AM—12
0= [ 0 M‘W] [A* M] [ 0 M—m} - [M‘WA*L—W I } :
Es decir
[C{* ?} >0, con C = L~ Y2012
y esto ocurre si y solo si ||C]| < 1. El caso general se prueba por continuidad. [ |

Corolario 1.1.25. Sea A € M, entonces

{SI(A)I A

A sl(A)I} = 0.

Demostracién: Sea C = (s1(A)) "' A. Es claro que ||C|| < 1y que A = (s1(A)1)Y2C(s1(A)1)/2. W

A continuacién daremos algunas nociones bésicas relacionadas con el producto Hadamard.

Definicién 1.1.26. Dadas A, B € M5, (C), su producto de Hadamard A o B es la matriz

AoB= (aijbz'j)ie]lm S men((C)

Jj€ln

Teorema 1.1.27. Teorema de Schur. Si A y B son matrices semidefinidas positivas entonces
Ao B es también una matriz semidefinida positiva. Si Ay B son positivas, A o B también es
positiva.

Para una demostracién ver J. Antezana, D. Stojanoff [5, pag. 50]

Definicién 1.1.28. Para A € M,, definimos las entradas diagonales de |[A*| = (AA*)Y/2 en
orden decreciente por
pL(A) Zp2(A) = .. =2 pp(A) 20

y las entradas diagonales en orden decreciente de |A| = (A*A)
QA >0 A)> o >a(d)>0

Ademids d; (A) > da(A) > ... > d,(A) son las entradas diagonales de A en orden decreciente.
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Teorema 1.1.29. Para toda Ay B € My, y para todo k =1,2,...,n vale

k
Z (Ao B)
i=1
Demostracién: Como las matrices en bloques

5 A P

125, (B).

Mw

1:1

A* A B*  s(B)I

son semidefinidas positivas, por teorema 1.1.27, también lo serd su producto de Hadamard.
Es decir
|A*| 0 s1(B)I AoB
A* o B* |A| o s1(B)I

Luego por la proposicion 1.1.24 existe una contraccién C' € M, tal que

B

Ao B = s1(B)[I o |A*]'/2C[I o |A|]Y/2.

Los valores singulares de C' son a lo sumo 1, los valores singulares de [I o |A*|]'/2 son las raices

cuadradas de las entradas diagonales de |A*| y los valores singulares de [I o|A|]'/? son las raices
cuadradas de las entradas diagonales de |A|. Entonces aplicando el lema 1.1.5 surge que

k k
[IsiA0B) <[ lpiA)ai(A) 2 s1(B), k=1,...n
=1

=1

De aqui y por la proposicién 1.1.4 podemos concluir que

k
Z (Ao B)
i=1

para todo k =1,2,...,n. [ |

A2 s1(B),

Mw

1:1

Corolario 1.1.30. Para toda Ay B € M,, vale
s1(A0B) < [pr (A) qi (A 51 (B)

o0, en otras palabras
|40 B < [p1 (4) a1 (4)]'2||B]I.

Demostracion: Es inmediata tomando £ = 1 en el teorema anterior.

Observacion 1.1.31. Si A es semidefinida positiva se tiene que A = |A| = |A*| y por lo tanto,
qi(A) = pi(A) = d;(A) = a, para todo i.

Las demostraciones de los siguientes corolarios se desprenden de la observacién anterior.

Corolario 1.1.32. Si A = [a;j] es semidefinida positiva y B € M, entonces

s1(Ao B) <médxa; s1(B),
3

0, en otras palabras
|40 Bl < méxag|B].
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Corolario 1.1.33. Si A es semidefinida positiva y B € M,, entonces, para todo k =1,2, ...

k k
Zsi(AoB) < dy (A)Zsi(B).

Corolario 1.1.34. Si A = [a;j] es semidefinida positiva y B € M, entonces

I[4 0 Bll| < méxaz||| |-
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Capitulo 2

Desigualdades matriciales

Tomando las notaciones bésicas, las definiciones y los resultados importantes sobre matrices pre-
sentados previamente, y a partir de desigualdades de nimeros reales, en los siguientes apartados
nos introducimos en el estudio de desigualdades de matrices.

2.1. Desigualdades con valor absoluto posibles extensiones

Las desigualdades mas conocidas para nimeros reales podrian tener varias extensiones plausi-
bles para matrices. Sin embargo, solo algunas de ellas resultan vélidas. Vamos a ilustrar esto
con algunos ejemplos.

2.1.1. La desigualdad triangular

Sean a, b ntiimeros reales cualesquiera. Sabemos que la desigualdad triangular |[a+b| <| a | + | b |
se cumple. Podriamos pensar, después de definir el médulo de A, en la posibilidad de extender
esta desigualdad a matrices. Nos preguntamos si se verifica la desigualdad para matrices cua-
lesquiera Ay B € M, es decir | A+ B |<| A| + | B |, o si se cumple para los valores singulares
de dichas matrices, esto es s;(A + B) < s;(A) + s;(B) para todo i = 1, ...,n. Ahora bien, como
vimos en las definiciones previas, toda norma debe cumplir la desigualdad triangular, por lo
que es trivial que para toda norma unitariamente invariante vale |||A + Bl|| < |||Al|| + ||| B]]|-
En este sentido es que las versiones en norma unitariamente invariante son mas débiles que las
otras. Veamos que las otras extensiones no siempre se cumplen.

Sean
4 -2 11
A:[2 —1}’ B:[s —2]
Luego
5 —1 o[ 67082 —2,2361
A+B_[5 —3}’ ’A+B’:[—2,2361 2,2361]

Por otro lado

4 =2 3 -1
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asi

7 -3 ~ | 0,2918 —0,7639
|A’+’B|_[—3 3 ] VIAIHIBI= A+ BI= 1 7639 0,763
Esta ultima no es una matriz semidefinida positiva ya que sus autovalores son \; = —0,2717 y

A2 = 1,3274. En consecuencia, |A| + |B| # |A + B| y no vale la desigualdad triangular para el
moédulo de matrices.

Para el nivel de valores singulares consideremos las siguientes matrices:
2 -3 3 -3
A‘[5 7 ] yB_[1 2 }
Tenemos que los valores singulares de A son s1(A4) = 8,713y s2(A) = 3,328, mientras que los de
Bson s1(B) = 4,32y so(B) = 2,083, pero los valores singulares de A+B son s1(A+B) = 11,219

y s2(A+ B) 22 7,22. Luego, para i = 2 se tiene que sa(A+ B) > so(A)+s2(B). Y la desigualdad
tampoco vale para los valores singulares.

Sabemos que la desigualdad triangular para una norma es siempre verdadera. A modo de
ilustracion, tomando las matrices anteriores y la norma Ky-Fan que es una norma unitariamente
invariante. Tenemos:
Sik=1,

|4+ BH(l) =~ 11,219, HAH(l) + HBH(l) = 13,033.

Si k=2,
|A+ Bll2) = 18,439, [[Al|2) + [|Bll(2) = 18,444,

Es oportuno aclarar que la desigualdad para cada valor singular implica la submayorizacién y
por ende la desigualdad en norma unitariamente invariante, pero la reciproca no es cierta. Es
por eso que s;(A+ B) < s;(A) + s;(B) para todo i = 1,...,n es méas fuerte que la desigualdad
triangular en norma unitariamente invariante.

2.1.2. La desigualdad +y < zx
Si x e y son numeros reales tales que +y < x, luego |y| < x. Veamos qué pasa en matrices.
Si X e Y son matrices hermitianas de orden n que verifican
X-Y >0y X+Y >0, diremos que Y < X.
Lema 2.1.1. Si £Y < X, entonces para todo v € C" vale que |[v*Yv| < v*Xwv.
Demostracién: como X —Y > 0, entonces
0<v"(X-Y)v=v"Xv—0v"Yu;

luego
v*Yv <v*Xwo. (2.1.1)

Por otro lado X +Y >0y
0<v"(X+Y))=v'Xv+0v"Yu,

entonces
—v*Yv <v*Xw. (2.1.2)
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Como v*Yv y v*Xv son niimeros reales, luego de 2.1.1 y 2.1.2 resulta

[v*Yv| < v* Xv. |

Como consecuencia de este lema si £Y < X, entonces X > O.

Analicemos si dadas X e Y matrices hermitianas tales que +Y < X vale |Y] < X.

e fb 8[43

0 -3 -4 5
resulta
2 4 8 —4
X—Y—{_4 8}20,X+Y—{_4 2]20.

Por lo tanto, Y < X, pero

Y| = [ ?6 g } , y X =Y = [ _24 _24 ] que no es semidefinida positiva, pues

sus autovalores son —2 y 6, luego la desigualdad |Y| < X no vale.

Veamos si es cierto que s;(Y) < s;(X) para todo j =1,...,n. Como s(Y) =(3,3) y

s(X) = (9,1) luego s2(Y) £ s2(X).

Se observa que s1(Y) < s1(X) y s1(Y) + s2(Y) < 51(X) + s2(X) por lo que en este caso vemos
que s(Y) <y s(X) lo que significa que |||Y]|| < ||| X]]].

Nos preguntamos si +Y < X implica |[||Y||| < ||| X]|| serd siempre verdadero.

Proposicion 2.1.2. Sean X e Y matrices hermitianas tales que £Y < X. Luego
Yl < [IX]||| para toda norma unitariamente invariante.

Demostracién: Elegimos una base ortonormal ei,es,...e,, tal que Ye; = Aje;, donde Aj,
j=1,...,nsonlos autovalores de Y y |[\1| > |A2| > ... > |\,|. Luego, para 1 < k < n, usando
el lema 2.1.1, tenemos que X >0y

k k k
s;i(V) =N =) erVe; <) e Xey.
Jj=1

k
= 7j=1 7j=1

1

B

Por teorema 1.1.11

luego
s(Y) <y s(X).

Asi, por teorema de Dominancia Fan,
Y] < 11X u

En conclusién, si x e y son numeros reales tales que +y < z, luego |y| < x. Andlogamente,
si X e Y son matrices hermitianas y cumplen que £Y < X, la proposicién 2.1.2 dice que la
desigualdad para norma unitariamente invariante |||Y||| < ||| X]||| es verdadera. En cambio, la
desigualdad més fuerte para valores singulares, s;(Y) < s;(X), con 1 < j < n, no siempre es
cierta.
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2.1.3. La desigualdad |a —b| < a+b

Veamos ahora la siguiente desigualdad. Si a y b son nimeros reales positivos, se obtiene la
desigualdad

la — b < a-+b. (2.1.3)
Una extensién natural para matrices semidefinidas positivas A y B podria ser:
|A—B| <A+ B. (2.1.4)
Esto, sin embargo, no siempre es verdad. Dadas
4 -2 1 =2
R
que son matrices semidefinidas positivas, puesto que ambas matrices tienen a 0 y 5 como auto-

valores, se concluye que

3 0 5 —4
T P

luego,

2 —4
R ]

no es una matriz semidefinida positiva ya que sus autovalores son 6 y —2 y la supuesta desigual-
dad |A — B| < A+ B no se cumple.

Habiendo fallado esto, cabe hacerse la pregunta de si la afirmacion
sj(A—B)<sj(A+B) paral<j<n (2.1.5)

es siempre cierta. En el ejemplo anterior, A — B tiene a 3 como valor singular doble y A + B
tiene a 9 y 1 como valores singulares simples. Asi so(A — B) es més grande que so(A+ B) y la
desigualdad (2.1.5) no se cumple.

Ahora bien, como
(A+B)—(A—B)=2B>0 pues B>0

(A+B)+(A—B)=2A>0 pues A>0;

luego tenemos que
+(A-B)<A+B.

Asi, por la proposicién 2.1.2 el nivel para normas unitariamente invariantes se cumple, es decir:

1A= Bl[[ < [[[A+ Bl (2.1.6)

2.2. La Desigualdad Aritmético-Geométrica

La conocida desigualdad Aritmético-Geométrica para nimeros reales positivos a y b puede es-

2 2
cribirse como vab < @ 0 como ab < w

Podria pensarse que esta desigualdad es trasladable a matrices semidefinidas positivas A y B.
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Es conocido que si A y B conmutan, existen U € U,,, D1 y D, tales que A =UD,U",
B = UDyU*, donde D; = diag(A(A)) y D2 = diag(A(B)), (ver [5, pag. 15]), luego,

AB = (UD\U*)(UDyU*) = UD1DU* > 0.
Por lo tanto AB es semidefinida positiva, asi

0<(A-B)?=(A-B)(A—B)=A?>—-AB - BA+ B> = A?—-2AB + B*

y la desigualdad AB < (AQ;FBQ) es cierta.

Generalmente, A y B no conmutan y AB no es semidefinida positiva. Asi, un posible “Nivel 1
de la desigualdad Aritmético-Geométrica” podria ser la afirmacién:

A% + B?
|AB| < %, que resulta falsa.

11 10
=[ia]e-fos]

|AB|=[\0@ 8] ;(AQ—%B?):[f

Si

luego

— Nl
—_ =
—_

asi, resulta que
1
5(A2 + B*) — |AB|

no es una matriz semidefinida positiva pues, sus autovalores son -0,556 y 1,642.

Una versién en valores singulares de la desigualdad para matrices semidefinidas positivas A y
B
2s;(AB) < s;(A? + B?), 1<j<n (2.2.1)

es verdadera y fue probada en [10]. Dicho de otra forma; cualesquiera sean las matrices A y B

de orden n
2s;(A*B) < sj(AA* + BB") 1<j<n. (2.2.2)

Si A y B son semidefinidas positivas, la desigualdad (2.2.2) se reduce a (2.2.1), ya que A = A*
y B = B*. Si Ay B son arbitrarias, se usa su descomposiciéon polar A = PU, B = RV, donde
P y R son semidefinidas positivas, y U y V son unitarias, para obtener (2.2.2) de (2.2.1).
Veamos a continuacién una demostracién sugerida por Zhan.

A B
Sea X = [ 0 0 ] Luego,
« | AA*+BB* 0 v | ATA A'B
XX_[ 0 O]’ XX_[B*A B*B}
I 0 .
Sea U = [ 0 _J ] . Luego la parte de la diagonal de X* X puede ser expresada como

Y =

0 AB| X*'X-UX*X)U*
B*A 0 - 2 '
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La matriz U(X*X)U* es semidefinida positiva. Por lo tanto, esto implica la desigualdad
Y < %X*X. Por Corolario 1.1.15, resulta que

Aj(Y) < ZXj(X*X) paratodo j=1,2,..,2n. (2.2.3)

N | —

Pero los autovalores de X*X son los mismos que los de X X™, que, a su vez, son los autovalores
de AA* + BB* al agregarle n ceros. Los autovalores de Y son los valores singulares de A*B
junto con sus opuestos. Por lo tanto, de la desigualdad (2.2.3) se deduce (2.2.2).

El uso de matrices en bloques en esta argumentacién es comun a otras pruebas en el campo del
analisis matricial.

1 1
Sean A y B matrices semidefinidas positivas, y sea X = { ‘%2 %2 } . Luego
11
XX* — A+B 0 ’ X*X — 1A1 A2 B2
0 0 Bz Az B
. A 0 o A
La matriz diagonal en bloques 0o B~ A @ B es un pinching de la matriz X*X, y por lo

tanto |||A @ B||| < |||X*X||| para toda norma unitariamente invariante.

Por otro lado ||| X*X]||| = ||| X X*]||, luego

1A ® Bl < [[[(A+ B) @ 0[] (2.2.4)

Esta desigualdad es un mejoramiento de (2.1.6) y suele abreviarse como |||A® B||| < |||[A+ Bl||,
siempre que seamos cuidadosos en interpretar dichas desigualdades entre normas de matrices
de diferentes tamanos.

Se puede probar que para matrices semidefinidas positivas cualesquiera A y B vale

1A= Bl < [[[A® Bl (2.2.5)

para toda norma unitariamente invariante. Zhan [28] mostré que esta tltima desigualdad puede
ser mejorada a una versiéon para valores singulares:
si(A—B) < 5,(4@ B),

1<j<n. (2.2.6)

Y maés aun, este enunciado es equivalente a la desigualdad Aritmético-Geométrica (2.2.1).
Mostramos ahora que la desigualdad (2.2.6) se obtiene de (2.2.2).

Sea 1 1
X = AQ; 0 , _ Ai 0
—B2 0 B2 0
luego
. A—B 0 . . 24 0
XY—{ 0 0}, XX—i—YY_[O 23],
Por la desigualdad (2.2.2) se tiene:
25;(X*'Y)) < s;(XX*+YY*). 1<j<n.
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Expresado en términos de las matrices A y B
5((A-B)©0) < 5,(A® B).
Esto es equivalente a la desigualdad (2.2.6).

A C

Veamos ahora que si X = [ o B

} > 0, entonces 25;(C) < s;(X) 1<j<n.

Supongamos que la matriz en bloques X = [ él* g ] es semidefinida positiva. Sea U =
I 0 . N A - . . . .
0 —7I | luego la matriz Y = UXU* = | c* B es también semidefinida positiva.

Por lo tanto, por (2.2.6) tenemos

;X -Y)<sj(X®Y) 1<j<2n

0 2C
Pero X - Y = [ 20* 0 ]
Asi, los valores singulares de X — Y son los valores singulares de 2C', cada uno repetido dos
veces. Las matrices X e Y, siendo unitariamente equivalentes, tienen los mismos valores singu-

lares, y por lo tanto los valores singulares de X @& Y son los valores singulares de X, cada uno

repetido dos veces. Asi, se ha mostrado que si X = [ él* g ] es semidefinida positiva, luego
25;(C) <sj(X) 1<j<n. (2.2.7)

Lo que acabamos de demostrar implica la desigualdad Aritmético-Geométrica (2.2.1). Para ver

esta implicacion, sean A y B matrices semidefinidas positivas, y sea T' = [ g 8 ] . Luego,
xorro | A ABTS oy [AHB 0]
- | BA B? | =7 - - 0 0]="

De (2.2.7) obtenemos la desigualdad
28,(AB) < 5;(X) = 5;(Y) = 5;(A2 + B?)
para 1 < j < n, que es la desigualdad Aritmético-Geométrica (2.2.1).

Asi se ha mostrado que los enunciados (2.2.1), (2.2.2), (2.2.6) y (2.2.7) se pueden derivar uno
de otro. Hay pruebas alternativas de (2.2.6) y (2.2.7), algunas més simples que otras. Una de
las demostraciones mas simples para (2.2.6) fue dada por Zhan y la daremos a continuacién.

Si H es cualquier matriz hermitiana, como \;(H @& —H) son los autovalores de H y sus opuestos
ordenados en forma decreciente y s;(H) coinciden con |\;j(H)| luego:

si(H)=N(He—H), 1<j<n. (2.2.8)

Aplicando esto a la matriz H = A — B, tenemos s;(A — B) = X\j((A — B) & (B — A)).
Por otro lado, como (A — B) & (B — A) < A& B y usando el Corolario 1.1.15, tenemos
N((A=DB)@® (B—A)) < \j(A® B) de esta desigualdad y de (2.2.8) obtenemos (2.2.6).
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2.3. Desigualdades mas fuertes de normas unitariamente inva-
riante

Un corolario de (2.2.1) es la desigualdad en norma
1.1 1
14z B2||| < 5 [|A + Bll| (2.3.1)

para toda norma unitariamente invariante.

Versiones mas elaboradas de esta desigualdad pueden encontrarse en Bhatia y Davis [8]. Entre
otras, ellos mostraron que dadas cualesquiera matrices definidas positivas A y B y para toda
X, tenemos:

1 1 1
AXX B < S IlIAX + XB|. (2.3.2)

Esta desigualdad ya habia sido demostrada pero unicamente en norma de operadores y fue
usada para obtener pruebas simples de algunas desigualdades famosas de Heinz en Teoria de
Perturbacién. Siguiendo [8] se lograron diferentes demostraciones de la desigualdad (2.3.2). Una
de estas ideas ha sido particularmente fructifera, y la explicaremos brevemente.

La insercién de la matriz X en (2.3.2) mejora en gran medida el alcance de la desigualdad (2.3.1).
Al mismo tiempo nos conduce a una demostracién simple. La clave es que el caso general de
(2.3.2) se obtiene de un caso muy especial donde A = B. (En este caso la desigualdad original
(2.3.1) es una tautologia). Con el fin de demostrar que

1 1 1
A X AR]|| < S)I1AX + X 4| (2.3.3)

podemos asumir que A = diag(Aq,...\,,) es una matriz diagonal. La entrada (7, j) de la matriz
AZXA? es VAiAjzij; esto estd acotado en valor absoluto por 3(A; 4+ Aj)zy;, la entrada (i, )
de 1(AX 4+ XA). Existe una norma unitariamente invariante ||.||2 para la cual la dominacién
elemento a elemento |s;;| < [t;;| implica ||S||2 < ||T||2. Asi, la desigualdad (2.3.3) es cierta para
esta norma.

Para otras normas se requiere un argumento mas elaborado.

Consideremos S una matriz semidefinida positiva luego por corolario 1.1.34 obtenemos:

1150 || = maz sil|[T]]]

Sea Y la matriz con entradas

2N
SN

donde los A; y A; son los autovalores de A.
Luego

1

AZXAz =Yo [5(AX + X 4)).
La matriz Y es igual a 945C A3 donde Cij = /\ZTI/\J La matriz C asi definida es llamada matriz
de Cauchy y es conocida su positividad, y por lo tanto Y también lo es.

Como Y es definida positiva, entonces se cumple la desigualdad (2.3.3). En efecto:
Como

1

por corolario 1.1.34

1 1
1Y o [5(AX + XA < maz yil| 5 (AX + XA
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y como los elementos de la diagonal de Y son todos iguales a uno, resulta
1
142X Az ]| < SI[JAX + XAl (2.3.4)

Para pasar de (2.3.3) a (2.3.2) se utiliza un argumento de matriz en bloques. Sean

~ A0 ~ [0 X
=le) w0y

Luego, aplicando la desigualdad (2.3.3) a estas matrices, se deduce la desigualdad (2.3.2).
Bhatia y Davis [8] probaron una generalizaciéon més fuerte de (2.3.2). En un trabajo posterior
los mismos autores lo demostraron como sigue. Para 0 < v < 1, la familia de medias de Heinz
para numeros positivos a y b estéd definida como:

avbl—v + al—vbv
2

Hy(a,b) =

Entonces, Hy(a,b) = Hi—(a,b); H
que:

(a,b) = Vab; Hy(a,b) = Hy(a,b) = 2(a+1b). Puede verse

1
2

Vab < Hy(a,b) < =(a+b). (2.3.5)

N —

Por lo tanto, H, es una familia de medias que interpola entre la media geométrica y aritmética.
La versién matricial de la desigualdad (2.3.5) que fue probada en [8] es:

2/[|A2 X B2||| < ||[A°X B + A'XB°||| < |||[AX + XB]]|. (2.3.6)

El argumento esbozado para probar (2.3.3) puede ser adaptado a esta situacién. Por ejemplo,
para probar la segunda desigualdad en (2.3.6), necesitamos probar que la matriz Z con entradas

AT+ A TN
= Ai + A

es semidefinida positiva. Esto es mas complicado que para la matriz Y considerada anterior-
mente.

En [13, 23] los autores establecen una conexién entre tales matrices y la teoria de funciones
definidas positivas. Usando esto, ellos probaron distintas desigualdades involucrando diferentes
medias. Este tema, que se aborda en [14, 15], ha dado lugar a una amplia variedad de resulta-
dos. Un resumen conveniente y una lista de referencias pueden ser obtenidos en [7]. Dimos una
versién para valores singulares de la desigualdad (2.3.1). La desigualdad (2.3.2) no puede ser
planteada a este nivel mas elevado. Elegimos matrices semidefinidas positivas A y X; tale§ que
AX + X A también es semidefinida positiva. Luego las entradas de la diagonal de A2 X A2 son

1

iguales a las de 5(AX + X A). La suma de estas entradas de la diagonal es igual a la traza de

estas matrices, que es la suma de sus valores singulares. Como sl(A%X A%) <1s1(AX +XA),
1 1

tenemos que s2(A2XA2) > 1s5(AX + X A).

Si no se piensa en insertar el factor X, existen versiones mds fuertes de la desigualdad A-

ritmético-Geométrica para valores singulares. Estas se veran en la siguiente seccion.

Adelantamos que parece haber un delicado equilibrio entre elevar el nivel y la insercién de X.
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2.4. Desigualdades Fuertes de valores singulares

. 2,12 . ., .
La desigualdad ab < % tiene una generalizacion en la desigualdad de Young que es usada a
menudo en anélisis matematico. Esta generalizacién establece que

aP b
ab < — + —.
b q

donde p y ¢ son indices conjugados; es decir, son niimeros positivos tales que %—&—% =1.T. Ando
en [2] obtiene una extensién andloga de la desigualdad Aritmético-Geométrica para matrices
(2.2.1). El mostré que

AP B
s;(AB) < sj <p + q> para todo 1 < j < n. (2.4.1)

donde A y B son matrices semidefinidas positivas y % + % = 1. Desde luego, esto implica que

AP B4
]HABHg‘H—f—‘H (2.4.2)
p q

en general no tiene validez. Kosaki [23] demostré que una desigualdad mas débil que esta:

Ando [1] senala que la versién més fuerte

AP X XBY?
11AXB])| < H]p+ q

1APXTI X Bl

I[AX B[] < . (2.4.3)
se cumple, y usé esto para dar otra demostraciéon de la desigualdad multiplicativa:
1 1
IJAXBI|| < [|[APX[[[# ||| X B|||« (2.4.4)

probada antes por Kittaneh [20] y por Bhatia y Davis [9].
En otra direccién, la segunda desigualdad de (2.3.5) tiene una versién para valores singulares
de matrices. En respuesta a una conjetura de Zhan [29], Audenaert [3] probd

sj(A”Bl_” + Al_”B”) <sj(A+B), 1<j<n, para 0<v<I1. (2.4.5)

La demostracién de Audenaert depende del siguiente teorema general acerca de funciones
mondétonas de matrices.

Teorema 2.4.1. Sea f una funcidn mondtona de matrices en [0,00). Luego para todas las
matrices semidefinidas positivas A y B

AJ(A) + BI(B) 2 S(A+ B)A(f(A) + F(B)(A+ B)L. (2.46)

Demostracién: La funcién f es también céncava para matrices, y g(t) = tf(t) es funcién
convexa para matrices. (Ver Teorema 1.1.19 y Teorema 1.1.20.) La convexidad de g implica la

desigualdad
) 1oB) , ,(445)

)
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entonces,

Af(A)+Bf(B)>A+Bf A+B
2 -2 2 '
La expresién del lado derecho es igual a (A + B)l/Qf(A%B)(A + B)Y2. La concavidad de f

para matrices implica que
A+ B f(A) + f(B)
/ 2 = 2

Combinando esas dos desigualdades obtenemos (2.4.6). [

Ahora mostraremos cémo se deriva (2.4.5) de (2.4.6). La prueba explota hébilmente el hecho
de que las matrices XY y Y X tienen los mismos autovalores. Sea f(t) =t", 0 < r < 1. Esta
funcién es mondtona para matrices. Por lo tanto, a partir de (2.4.6) y por corolario 1.1.15
obtenemos:

2N (AT + BT > M\ ((A+ B)(A" + BT)). (2.4.7)

A excepcién de los ceros triviales, los autovalores de (A + B)(A” + B") son los mismos que los
de la matriz )
A2 0

[ Az B3
Bz 0

0 0

A"+ B" 0
0 0

y, a su vez, son los mismos autovalores de

(A3 0| [A+B 0] [ Ab B3
Bz 0 0 0 0 0

| A2(A" 4+ B")Az  A3(A" 4+ B")B2
B3(A"+ B)A: B:(A" + B)B3

A partir de las desigualdades (2.2.7) y (2.4.7) se tiene:
N(AYT 4 BYT) > 5i(AZ (A" + B")B?)

= s;(A2t"B2 4 A2 B2TT),
1 1
Reemplazando A y B por AT+ y BT+ respectivamente, obtenemos de esto:
204l 1 1 2rgl
5j(A+ B) > sj(A2+2B2+2 4+ Ax+2B2r+2),  0<r < 1.

En otras palabras:

sj(A+ B) > s;(A"B*™" + A"V BY), <v<

N =
B~ w

y tenemos probado (2.4.5) para este rango especial. Otra vez, exceptuando los ceros triviales,
los autovalores de (A + B)(A” + B") son los mismos que los de

Az 0 A+B 0 As B3
Bz 0 0 0 0o o0 |’

Si repetimos los argumentos anteriores finalmente obtenemos, la desigualdad (2.4.5) para
3 < < 1. Esto establece (2.4.5) para 3 < v < 1, y por simetria para todo v en [0,1].
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Aqui es interesante notar que la primera desigualdad en (2.3.5) no logra tener una extensién
matricial para valores singulares. Audenaert [3] da el siguiente ejemplo de matrices semidefinidas
positivas 3x3 A y B para las cuales

s2(A2B2) > sy(Hy(A, B)), 0<uv<0,13.

Sean

Por razones obvias ilustraremos solo para v = 1—10 que la desigualdad anterior se cumple. Los
valores singulares de AzB? son {6,451009;0,62005;0} y los valores singulares de (H1 (A, B))
10

son {6,636873;0,616711;0}. Luego se tiene que SQ(A%B%) > s9(Hy(A, B)).

Otra generalizacién de (2.2.1) que puede ser probada usando estas ideas es:
2s;(A2(A+ B)'B2) < s;((A+ B)"™*), r>0. (2.4.8)

El caso especial 7 = 1 fue demostrado por Bhatia y Kittaneh [11], y Tao [25] probé esto para todo
entero positivo r. Usando la descomposicién polar X = UP se ve que (X X*)" ! = X (X*X)" X*

Az 0
para toda matriz X. Sea X = 1 . Luego,
Bz 0
(XX*)T+1 — X(X*X)TX*
A2 0| [(A+B)y 0] [ A7 B3
| B> 0 0 0 0 0
| A2(A+B)"Az A:(A+ B)'B:
B3(A+B)' A’ Bi(A+B)yB: |’

Asi, usando (2.2.7) para 1 < j < n, obtenemos

25;(A2(A+ B)"B2) < s;(XX*)H = s,(X*X)™H = 5,((A+ B)"H).
Una versién en X de (2.2.5) fue probada por Kittaneh [21, 22]: si A y B son semidefinidas
positivas, y X es arbitraria; luego,

14X = X B[] < [IX]] |[[A e Bl (2.4.9)

Nétese que esto implica, en particular, que ||[AX — X A|| < ||X|| ||A]|. Un mejoramiento significa-

tivo en esta desigualdad, usando la desigualdad triangular, nos conduce a ||AX — X A|| < 2||X]|| ||4]]
A continuacién damos una prueba simple de (2.4.9). Sea U cualquier matriz unitaria; luego,
usando la invariancia unitaria de la norma y (2.2.5) obtenemos:

AU = UB||| = [[|[A - UBU"||| < [||A ® UBU™[|| = [[|[A © BI||.

Ahora bien, sea X cualquier contraccién; es decir: || X|| < 1. Luego existen matrices unitarias
Uy V tales que X = 3(U + V). Por lo tanto:

1
l1AX = X Bl < 5(lAU = UB||| + [[[AV = VB||) < [[|A ® BJ||

Finalmente, si X es cualquier matriz, X/||X|| es una contraccién y la desigualdad anterior con-
duce a (2.4.9).

Mejorando esta propuesta, Kittaneh [22] obtuvo una versién en X como (2.2.6). Esta version
dice que para A, B matrices semidefinidas positivas y X arbitraria obtenemos:

sj(AX — XB) < ||X||s;(A® B), 1<j<n. (2.4.10)
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2.5. Otro nivel de desigualdades de matrices

Si la desigualdad s;(Y) < s;(X), 1 < j < n falla, se pueden analizar desigualdades més débiles
del tipo:
s;i(Y@®0) <s;(X@X), 1<j<2n.

Expresaremos esto en una forma abreviada:

5i(Y)<sj(X®X), 1<j<n. (2.5.1)
Lo anterior es equivalente a decir:

s;(Y) < 5[4 1](X), 1<j<n. (2.5.2)
donde [r] denota la parte entera de r.
Algunos ejemplos de tales desigualdades vinculadas a las discutidas anteriormente se presentan
a continuacion.
Lema 2.5.1. Sea X e Y matrices hermitianas tales que £Y < X. Luego,

5;(Y)<sj(X®X), 1<j<n.

Demostracién: La condicién +Y < X implica que Y & (—=Y) < X @ X. Usando (2.2.8) y por
corolario 1.1.15 tenemos para 1 < j < n,

s;(V) < N(X®X)=s;(X®X). u
Esto nos conduce a otra versién de la desigualdad Aritmético-Geométrica:

Proposicion 2.5.2. Para toda A, B € M, tenemos

sj(A*"B+ B*A) <s;((A*A+B*B) @ (A*A+ B*B)). 1<j<n. (2.5.3)
Demostracién: Ya que (A £ B)*(A + B) > 0, tenemos +(A*B + B*A) < A*A + B*B. La
desigualdad (2.5.3) se deduce del lema 2.5.1. |

Si A y B son hermitianas, esto se reduce a:

sj(AB + BA) < 5;((A*+ B*) @ (A*+B?), 1<j<n. (2.5.4)

Hirzallah y Kittaneh [16] han mostrado que también tenemos:
s;(AB* + BA*) < s;((A*A+ B*B) ® (A*A+ B*B)), 1<j<n. (2.5.5)

Hemos comentado al inicio de este capitulo que un Nivel 1 de la desigualdad triangular (2.1.3)
no es cierta. Incluso para norma unitariamente invariante la desigualdad

A+ B[ < Il [A] +|B| Il (2.5.6)
no siempre es verdadera para matrices de 2x2. Si
10 0 1
=loa] o=[0]
luego A+ B tiene valores singulares {1/2,0} mientras que los valores singulares de |A|+ |B| = I
son {1,1}. Para estas matrices, no existe ninguna matriz unitaria U con la propiedad

|A+ B| <U(|A| + |B))U". (2.5.7)

Pues esto significaria que |A + B| < |A| + | B| lo que sabemos no es cierta.
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Hacemos notar que para matrices A y B de la desigualdad (2.5.6) es cierta, pero la desigualdad
(2.5.7) no es cierta atin para matrices hermitianas. Si

11 0 0
A R LY
luego so(A + B) = v/2 es més grande que so(|A| + |B|) = 2 — V2.

Un teorema muy conocido de Thompson [26].
Teorema 2.5.3. . Dadas A; B € M, existen U;V € U, tales que
|A+ B|<U|AU*+V|B|V*

Demostracién: Hagamos la descomposicién polar A+ B = W|A+ B|, con W € U,,. Entonces

|A+ B =W*"(A+ B) = Re(W*(A+ B)) = ReW*A + ReW™*B.
Por la Proposicién 1.1.3, existe U € U, tal que:
ReW*A < U|W*A|U*,
por otro lado,
(W*A)*W*A = A" W*WA = A"A,
entonces,
|[W*A| = |A].
Asi,
ReW*A < UJ|A|U*.
Anidlogamente existe V' € U, tal que:
ReW*B < V|B|V™.
Por lo tanto,

|A+ B| < UJA|U* + V|B|V*. n

Mostraremos otra versién de la desigualdad triangular:

Teorema 2.5.4. Sean A y B dos matrices cualesquiera nxn. Luego

si(A+ B) < s;((|Al +|B]) © (|A"[ +[B7])) (2.5.8)
paral < j < n.
| X| +£X*
+X | X7
|Al+ |B] £(A+ B)*
+(A+ B) |A*| + |B¥|

Demostracién: Las matrices [ } son semidefinidas positivas para toda X € M,

(ver proposicién 1.1.23). Por lo tanto, [ } son semidefinidas positivas,

y asi,

L[ 0 (a+By ] _[14l+|B] 0
A+B 0 =1 0 A+ (B

Luego, usando el lema 2.5.1 obtenemos:

5((A+ B) & (A+ B)) < 5;(|A] +|B]) & (4°| + |B*]) & (4] + |B]) & (|A*] + |B*))) para
j=1,2,...,2n.

Ahora notemos que s;(X) = s5;(X¥), vy 5;(Y ®@Y) < s5;(X @ X) para todo j si y solo si
5;(Y) < s;(X) para todo j.

Por lo tanto la dltima desigualdad es equivalente a (2.5.8). [
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Corolario 2.5.5. 57 A y B son matrices normales n x n, luego para todo j =1,2,....n,

sj(A+ B) < s;((|Al+|B|) & (Al + |B])) (25.9)
= spusay(14] + |BY). .
Otro resultado bastante conocido y muy usado es la desigualdad pinching. Sea A = [A;;] una ma-
triz en bloques m x m donde los bloques de la diagonal A11, ..., Ay son matrices cuadradas de
orden nq, ..., Ny, con ny+...+n,, = n. La diagonal de matrices en bloques C'(A) = A11®...®Anm
es llamada una pinching o una m-pinching de A. La desigualdad pinching dice: |||C(A4)||| < ||| A]|]
para toda norma unitariamente invariante.

Una version en valores singulares de esta desigualdad no es cierta. La matriz identidad es una

pinching de A = [ ! ] , v s2(I) = 1 mientras que s2(A) = 0. Sin embargo, tenemos lo

11
siguiente:
Teorema 2.5.6. Sea C(A) m-pinching de una matriz A n x n. luego para j=1, 2, ..., n,
5;(C(A)) <sj(AdpAad..aA) (2.5.10)
(m veces)
m—1
Demostracién: Toda m-pinching puede ser expresada como C'(A) = % Z U** AU*, donde U
k=0
es una matriz unitaria (ver [7], p. 88). Se ha mostrado en [16] que si Xp, ..., X;—1 son elementos
m—1
de M(n), luego Ls; Z X; < 5i(Xo® ... ® Xjp—1). Combinando estos dos hechos obtenemos
i=0

(25.10). W

2.6. Otras versiones de la Desigualdad Aritmético-Geométrica

La desigualdad Aritmético-Geométrica para nimeros positivos a y b podria escribirse de dife-
rentes maneras
( ) /a b < a+b
(i) ab < & ‘2H’2,
... 1b 2
(iii) ab < (%52)
Cada una de estas tres desigualdades puede obtenerse de otra. Sin embargo, se sugieren di-

ferentes versiones plausibles para matrices. Por ejemplo, en lugar de la desigualdad (2.2.1)
podriamos preguntarnos si

1 1 )
s;(AB) < §sj(A + B), 1<j<n. (2.6.1)
El nivel para normas unitariamente invariantes podria ser:
1 1
I1(AB)z[| < S|4 + Bl (2.6.2)

La versién en valores singulares de la desigualdad dada por (iii) es s;(AB) < % 2(A+B),y
esto no es distinto de (2.6.1).
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Para toda norma unitariamente invariante dicha desigualdad queda expresada como sigue:
1
I1AB[] < ZI1I(A+ B)?| (2.6.3)
Resulta que este enunciado es mas débil que (2.6.2).

Bathia y Kittaneh [11] consideran todas estas diferentes formulaciones. Prueban la desigualdad
(2.6.3) para toda norma unitariamente invariante. Esto equivale a decir que (2.6.2) es cierta
para toda @-norma, una clase que incluye todas las p-normas Schatten para p > 2. Bathia y
Kitaneh probaron que (2.6.2) es valida también para la norma traza (con p = 1). Atn mas,
ellos demostraron que la desigualdad (2.6.1) es verdadera para el caso n = 2. Otros casos de
esto permanecen abiertos. Finalmente, hacemos notar que hay muchos trabajos que estudian
los valores de la media geométrica de una matriz semidefinida positiva de A y B con varias
conexiones a problemas en teoria de matrices, redes eléctricas, fisica y geometria. El lector
interesado podria ver el capitulo 4-6 de [7].
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Capitulo 3

Cotas para normas unitariamente
invariantes

3.1. Desigualdades de autovalores y valores singulares de ma-
trices

Proposicién 3.1.1. Sea A € M, (C). Entonces:

A::[E* gl]% Z(A) ’

donde ) "(A) = diag (s(A))

A~

En particular, s(A) = {xs;(A)} con las mismas multiplicidades. Es decir,
s(A) = (s1(4),...,sn(A), =5 (A), ..., —s1(A)) ©
Demostracién: Sean U, V' € U, tales que:
D (A) =VAU* =UAV™.

Es facil ver que:

Entonces:

WAW* =

11 UA* VA v v
2| UA* —VA us U~

UA*'V* - VAU* —-VAU*-UA*V*

| —

UA*V* + VAU* VAU* —UA*V* ]
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Teorema 3.1.2. Dada cualquier matriz en bloques semidefinidas positivas [ él* g ] donde
, A B
A e M,, C e My, r=min{m,n}. Tenemos: sj(A® C) — s1(B) < s; [ B C } <sj(Aa®

C)+s1(B), j=12,..,r

Demostracién: Sabemos que si X y H son del mismo orden n xn tales que X y H son matrices
hermitianas, por proposiciéon 1.1.13 tenemos:

)\j(X)—F)\n(H)S)\j(X—i-H)S)\j(X)-i—)\l(H) (3.1.1)
Como p
[ P ] >0 (3.1.2)

entonces Ay C' € M,I y, en consecuencia,

[AO

0 C} > 0. (3.1.3)

Recordemos que los valores singulares de las matrices semidefinidas positivas son iguales a sus
autovalores. Ademas si consideramos

A 0 0 B A B
xo (40 me 8 P exen[A E) s

Por el teorema 3.1.1 A\, (H) = —s1(B) y M (H) = s1(B).

Remplazando en la desigualdad (3.1.1) obtenemos:

A B
si(A®C) —s1(B) < s [ B ] <sj(A®C) + s1(B).
Asi la demostracién estd completa. ]
. . . . iy A B
Teorema 3.1.3. Dada cualquier matriz en bloques semidefinida positiva M = B |
donde A,By C son matrices complejas de orden n, tenemos:
k k k
SCTELEREIE W [ : } <3 (A0 C) +5(B), k=1,2..n
7j=1 7j=1
(3.1.5)

Demostracién: Por proposicién 3.1.1, (3.1.4) y proposicién 1.1.7 escribimos

sl o] - oa((3 o] [s 0))

(yasren] & 2))

M-
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Ya que [ A B ] >0A,C>0y N(A®C)=s;(A® C) obtenemos:

B* C

k A B k

D s [ B c} <> (si(A@C) +5;(B)), k=1.2,..,n (3.1.6)

j=1 j=1

I o .
Sea U = [ 0 —I ] una matriz unitaria. Luego, escribimos
. [T 0 A Bl[I 0] [ A -B
0<UMU _{o 1} {B* c} [0 I}_[B* C ]

Est i deci A B A
sto quiere decir que | . A 1Y | _pe o

autovalores de esas matrices en bloques son los mismos. Asi, usando proposicién 1.1.8 y unita-

} son unitariamente similares. Luego, los

riamente similar, escribimos:

i A B
> (sj(A®C) - 5;(B <ZSJ[B* C}, k=1,2,..n. (3.1.7)
Jj=1 j=1

Méds ain, la desigualdad (3.1.5) se obtiene cambiando las desigualdades (3.1.6) y (3.1.7). Esto
completa la demostracion. |

A B
B C],donde A,

Teorema 3.1.4. Dada cualquier matriz en blogue semidefinida positiva [
B y C son matrices complejas cuadradas de orden n, tenemos:

k

k
Zsj(B+B*)§Zsj[§* g] k=1,2,...,n.

Jj=1 Jj=1

.2 , . A B . . .
Demostracién: Notese que la matriz [ B C ] es permutacionalmente similar a la matriz
C B*
B A

finida positiva, escribimos:

[A B%[c B*]_[AJrC B+B*}ZO.

] . Puesto que, la suma de dos matrices semidefinidas positivas es una matriz semide-

B* C B A B+B* A+C
Considerando la proposicion 1.1.7, escribimos:

k k
A+C B+ B* A B C B*
ZAJ'[B—FB* A+C} = Z</\j[3* C]+/\j[3 AD

J:]_ =1

k
= QZA]{]‘; g]

j=1

.
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También, tenemos de la desigualdad (2.2.7):

k k
% A B
2, sj(B+B)<2Zsj[B* C} [
Jj=1 j=1
: , . . . A B
Teorema 3.1.5. Dada cualquier matriz en bloques semidefinida positiva B C | donde A,
B y C son matrices complejas cuadradas de orden n, tenemos:
A B
IN(A+B+B*+C) <, [ B C ]
0
N A B )
;)\j[A—&—C—(B—I-B)]S)\J[B* C}’ j=12..n

Demostracién: Si A € M,, es una matriz hermitiana, luego para cualquier matriz V' de orden
m X n que satisface V*V =1, y para cada ¢ =1,2,...,m se tiene:

Aismon(A) < N(VFAV) < Ai(A) (3.1.8)

Primero sea V = una matriz compleja donde I denota la matriz identidad n x n.

e el

(A+ B+ B*+0C).

7]

Escribimos:

0<V*MV =

Sl

N |

Usando la desigualdad (3.1.8) obtenemos:

1 ) A B
sN(A+ B+ B +C)§AJ{B* c}‘

Al

De igual modo, si elegimos V = ] obtenemos:

paro-mamnen| A 2.

B C

Observacion: Veamos como acotan las desigualdades que hemos visto los valores singulares de
matrices en bloques 2 x 2.

a=[1a]e=[s 4] ve-[3 3]

] es una matriz semidefinida positiva. Los autovalores de la matriz

Ejemplo: Sean

A

B
Es claro que M = [ B C

M son:

) 13
)\1(M) = 67 )‘Z(M) =5+ L = 41302>)‘3(M) = 27 )‘4(M) =

V13
S+t + 5 0,697,

DN | Ot

Los valores singulares de la matriz B son:

Sl(B) = @ +

5 >~ 1,618, so(B) =

~ (), 618.

[ S

DN | =
N =
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SeaK:A—I—B—i-B*—i-C:[Z i

13 /89 13 /89
M(E) =5+ \C =~ 11,216, Ao(K) = o — ‘g =~ 1,783.

> 0. Los autovalores de la matriz K son:

También, los valores singulares de la matriz (A @ C) son la unién de los autovalores de las
matrices Ay C. Esto es,
81(A ) C) =9, 32(A D C) = 4,618

ss(Ad(C)=2,381, su(Aee(C)=1
Luego, tenemos:

251(B) < s1(M), ya que 3,236 < 6
s1(AC) —s1(B) <s1(M) < s1(A® C) + s1(B), ya que 3,382 < 6 < 6,618

A

1
_ * <
2)\1(A—|—B+B +0C) )\1{8*

g},yaque 5,608 <6

En este ejemplo se muestra que las desigualdades de los teoremas 3.1.2 y 3.1.5 acotan mejor
que la desigualdad 2.2.7.

Teorema 3.1.6. Sea A; una matriz semidefinida positiva n X n para cada i =1,2,...,n.

1 n n . .
Esj(ZAi)SSj(@Ai), hj=12,....n
i=1 i=1

I
1 I
Demostracion: Sea V = 7 | matriz n? x n e I« la matriz identidad. Escribimos:
n :
I
A 0 0 I
1 0 A2 0 1 1
VMV = — | I I - I —
NG | ) : vn

1
= (At Az o+ 4y
= A
n -
i=1

Ademis, como A; € M,, es una matriz hermitiana y V de orden m X n, con m = n?, satisface
V*V = I, para cada i = 1,2,...,m, por la desigualdad (3.1.8), obtenemos:

bS] 2o ()

Corolario 3.1.7. Sea A; una matriz semidefinida positiva n X n para cada i = 1,2,...,n.

HIC A0l < D Aa
i=1 i=1
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Ejemplo 1: Sean
4 1 3 2
A1—|:13:|7yA2—|:23:|-

Los valores singulares de la matriz A1 + As son:
Sl(Al + Az) =9 541, SQ(Al + AQ) = 3,458.

Y los valores singulares de la matriz (A; @ Az) son la unién de los autovalores de las matrices
Ay y As. Esto es,
51(A1 @ Ag) =5, s2(A; @ Az) = 4,618

53(A1 © Ag) 22,381, s4(A1 @ Az) =1

Luego, tenemos en la desigualdad dada:

para j=1
%81(141 + Az) < 51(A1 @ Ag),
ya que
4,7705 <5
y para j=2
%82(141 + Az2) < 52(A1 @ Ag),
ya que

1,729 < 4,618.

3.2. Acotando la norma de suma de matrices
Como consecuencia del corolario 3.1.7 obtenemos:

IIlA+ Bll| <2|[|Ae Bl (3.2.1)
Por otro lado, a partir de la desigualdad (2.2.4) tenemos:

[|A & Bl[| <[|[A+ Bll|. (3.2.2)
Por lo tanto concluimos:

IllA® Bll| <[|[A+ Bl|| <2[[|[A® B

Ejemplo 2:

a) Usando las matrices A; y Ay del ejemplo 1 tenemos que los valores singulares de la matriz
Ay + Ay son:
Sl(Al -+ Az) =9, 541, SQ(Al + Ag) = 3,458.

Y los valores singulares de la matriz (A; & Ay) son:
81(A1 D AQ) =35, 82(A1 D Ag) = 4,618

s3(A1 @ Ag) 222,381, su(A; & Ag) = 1.
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Luego para la norma Ky-Fan:

k

1A = si(A) k=1,2,..,n.
=1

Sik=1,setiene5<9541 <10y

para k = 2, se tiene 9,618 < 12,999 < 19,236.

b) Si
) 79,1834 —14,5379 —49,9661 29,8606
A _ | 145379 506081 227118 155730
V= —49,9661 22,7118 1324915 —36,3389
29,8606 —15,5730 —363389 56,7168
y

49,6635 —19,8470 —20,8813 —1,2447
—19,8470 31,0213 9,4915 10,5657
—-20,8813  9,4915 68,2203 —15,1864
—1,2447 10,5657 —15,1864 66,0947

As =

Los valores singulares de la matriz A1 + As son:
s1(A1 + Ag) =278, s9(Ay + Ag) = 106, s3(A1 + Az) = 87,999, s4(A; + Ag) = 62.
Y los valores singulares de la matriz (A; & Az) son:
s1(A1 @ Ag) = 187, s2(A1 ® A2) =91

s3(A1 @ Ag) =72, s4(A1 & Az) =53
s5(A1 & A) =45, sg(Ar @ Az) =235
s7(A1 @ Ag) 2 34, s3(Ay @ Ag) =17

Luego, tomando la norma Ky-Fan obtenemos:
para k=1, 187 < 278 < 374

para k = 2, 278 < 384 < 556

para k = 3, 350 < 471,999 < 700

para k =4, 403 < 533,999 < 806.
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