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Resumen

El análisis de los errores y dificultades en el aprendizaje de la Matemática es un

tema de interés desde hace mucho tiempo y en la actualidad ha cobrado especial

relevancia para los investigadores en Educación Matemática. Es claro que los

errores y dificultades generan preocupación en la mayoŕıa de los docentes debido

a que influyen en el aprendizaje de los diferentes contenidos.

A lo largo de este trabajo, se estudian y analizan los errores y dificultades en la

resolución de inecuaciones que presentan los alumnos que ingresan al Profesora-

do de Educación Secundaria en Matemática del Instituto Superior de Formación

Docente N° 23, Luján, Buenos Aires, tomando como herramienta teórica y me-

todológica la Teoŕıa de Funciones Semióticas, la cual es utilizada por el Enfoque

Ontosemiótico de la Cognición y la Instrucción Matemática para el estudio de la

construcción de significados de objetos matemáticos.

Para realizar dicho análisis, se diseña una prueba diagnóstica cuyo objetivo es

reconocer algunos de los conocimientos previos que ya han adquirido los estu-

diantes antes del inicio de los estudios de su carrera docente. Dicha evaluación

consta de una serie de ejercicios de resolución de inecuaciones y desigualdades que

los estudiantes debieron resolver, explicando y argumentando todas las decisiones

tomadas a la hora de responder.

Posteriormente, se identifican los errores cometidos por los estudiantes para

luego analizar, caracterizar y clasificarlos en función de la categorización propuesta

por Radatz.

Una vez analizados los resultados de la evaluación diagnóstica, se ofrece un

aporte didáctico que consiste en una serie de sugerencias metodológicas para el
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logro de una comprensión eficiente del objeto matemático en estudio, y que pro-

pone la implementación de tareas que impliquen el uso de diferentes sistemas de

representación y permitan la articulación coherente entre ellas.

Palabras claves: Errores, Inecuaciones, Teoŕıa de Funciones Semióticas.



Abstract

The analysis of errors and difficulties in the learning of mathematics has been

a topic of interest for a long time and nowadays it has gained special relevance for

researchers in Mathematics Education. It is clear that these errors and difficulties

generate concern in most teachers because they influence in the learning process

of different contents.

Throughout this work, the errors and difficulties present in the resolution of

inequalities in students who entered the Secondary Education Teacher Training

Course in Mathematics Nº 23 of Luján, Buenos Aires, are studied and analysed.

We have adopted as theoretical and methodological tool the Theory of Semiotic

Functions which is used by the Ontosemiotic Approach to Cognition and Mathe-

matical Instruction for the study of the construction of meaning of mathematical

objects.

In order to carry out this analysis, a diagnostic test has been designed with

the objective of recognizing the previous knowledge that students had acquired

before the beginning of their teaching career. This evaluation consisted of six

exercises about inequalities that students had to solve through explaining and

arguing about the decisions taken in every answer.

Subsequently, the errors made by the students have been identified, analyzed,

characterized and classified according to the categorization proposed by Radatz.

Once the results of the diagnostic evaluation have been analyzed, a didactic

contribution was offered. It consisted of a series of methodological suggestions

for the achievement of an efficient understanding of the mathematical object un-

der study. This methodological approach proposes the implementation of tasks
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that involves the use of different representation systems and allows the coherent

articulation between these representations.

Key words: Errors, Inequations, Semiotic Function Theory.
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quien me acompañó durante todo el proceso brindándome generosamente sus co-

nocimientos y asesoramiento.

A mi codirectora, Mg. Teresa Braicovich, que a pesar de las distancias f́ısicas
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2.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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3.3. Abordaje de la enseñanza de inecuaciones . . . . . . . . . . . . . 20

4. Errores 24

vi
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ÍNDICE DE FIGURAS xi

6.14. Respuesta del Alumno 9 al Ejercicio 2. . . . . . . . . . . . . . . . 72

6.15. Respuesta del Alumno 20 al Ejercicio 2. . . . . . . . . . . . . . . . 72

6.16. Respuesta del Alumno 11 al Ejercicio 2. . . . . . . . . . . . . . . . 73

6.17. Respuesta del Alumno 14 al Ejercicio 2. . . . . . . . . . . . . . . . 73

6.18. Respuesta del Alumno 7 al Ejercicio 2. . . . . . . . . . . . . . . . 74

6.19. Respuesta del Alumno 10 al Ejercicio 2. . . . . . . . . . . . . . . . 74

6.20. Respuesta del Alumno 13 al Ejercicio 2. . . . . . . . . . . . . . . . 74

6.21. Respuesta del Alumno 17 al Ejercicio 2. . . . . . . . . . . . . . . . 74

6.22. Respuesta del Alumno 15 al Ejercicio 2. . . . . . . . . . . . . . . . 75

6.23. Respuesta del Alumno 2 al Ejercicio 2. . . . . . . . . . . . . . . . 75

6.24. Respuesta del Alumno 8 al Ejercicio 2. . . . . . . . . . . . . . . . 75

6.25. Respuesta del Alumno 6 al Ejercicio 2. . . . . . . . . . . . . . . . 76

6.26. Respuesta del Alumno 24 al Ejercicio 2. . . . . . . . . . . . . . . . 77

6.27. Respuesta del Alumno 27 al Ejercicio 2. . . . . . . . . . . . . . . . 77

6.28. Respuesta del Alumno 25 al Ejercicio 2. . . . . . . . . . . . . . . . 77

6.29. Respuesta del Alumno 14 al Ejercicio 3. . . . . . . . . . . . . . . . 78

6.30. Respuesta del Alumno 1 al Ejercicio 3. . . . . . . . . . . . . . . . 78

6.31. Respuesta del Alumno 9 al Ejercicio 3. . . . . . . . . . . . . . . . 79

6.32. Respuesta del Alumno 19 al Ejercicio 3. . . . . . . . . . . . . . . . 79

6.33. Respuesta del Alumno 21 al Ejercicio 3. . . . . . . . . . . . . . . . 79

6.34. Respuesta del Alumno 23 al Ejercicio 3. . . . . . . . . . . . . . . . 80

6.35. Respuesta del Alumno 26 al Ejercicio 3. . . . . . . . . . . . . . . . 80

6.36. Respuesta del Alumno 28 al Ejercicio 3. . . . . . . . . . . . . . . . 80

6.37. Respuesta del Alumno 8 al Ejercicio 3. . . . . . . . . . . . . . . . 81

6.38. Respuesta del Alumno 25 al Ejercicio 3. . . . . . . . . . . . . . . . 81

6.39. Respuesta del Alumno 17 al Ejercicio 3. . . . . . . . . . . . . . . . 82

6.40. Respuesta del Alumno 3 al Ejercicio 3. . . . . . . . . . . . . . . . 82

6.41. Respuesta del Alumno 11 al Ejercicio 3. . . . . . . . . . . . . . . . 82

6.42. Respuesta del Alumno 6 al Ejercicio 3. . . . . . . . . . . . . . . . 83

6.43. Respuesta del Alumno 1 al Ejercicio 4. . . . . . . . . . . . . . . . 83

6.44. Respuesta del Alumno 15 al Ejercicio 4. . . . . . . . . . . . . . . . 84

6.45. Respuesta del Alumno 20 al Ejercicio 4. . . . . . . . . . . . . . . . 84
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7.8. Gráfico de las funciones de la Actividad 4, ı́tem b. . . . . . . . . . 128
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Caṕıtulo 1

El tema de investigación

1.1. Introducción

Aprender matemática no es tarea fácil y mucho menos lo es enseñarla. El alumno

que ingresa a una carrera docente no sólo aprenderá contenidos nuevos, sino que

también aprenderá a enseñarlos, y por eso es fundamental reflexionar sobre los

procesos de enseñanza y aprendizaje.

En mi experiencia como docente de primer año del Profesorado de Educación

Secundaria en Matemática (PESM) he podido observar errores y dificultades en

la resolución de problemas en general y de inecuaciones en particular. Ello ha

motivado a estudiar, analizar y reflexionar sobre dichos errores con la finalidad

de ofrecer una serie de sugerencias metodológicas que inviten a recapacitar sobre

los procesos de enseñanza y aprendizaje respecto de la resolución de inecuaciones,

contribuyendo al desarrollo del pensamiento reflexivo, al acrecentamiento de la

claridad conceptual y al aprendizaje significativo, teniendo en cuenta que dicho

contenido es transversal prácticamente a toda la carrera.

Muchos investigadores han abordado el estudio en torno a las dificultades que

presentan los estudiantes al utilizar desigualdades en diversos niveles del sistema

educativo. Entre ellos podemos mencionar a Diez (1995), Garrote et al. (2004),

Barbosa (2006), Borello y Lezama (2009), Heredia y Palacios (2014), Bernardis

(2014), Ortiz (2021), entre otros.
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1.2. JUSTIFICACIÓN

Bernardis (2014) manifiesta que vivimos en un mundo donde representar lo co-

tidiano y contextualizar la enseñanza nos obliga a pensar en los modos de enseñar

pues el alumno debe estar preparado para reconocer, evaluar hechos y tomar deci-

siones y es aqúı donde aparecen las desigualdades, aunque paradójicamente toma

más fuerza la enseñanza y los aprendizajes en “el reino de lo igual”. Esta autora

sostiene que se evidencia por parte de los alumnos un mejor uso de las cuestio-

nes que involucran a las igualdades que a las desigualdades pero recuerda que el

mundo en el que vivimos no es armónico ni exacto por lo que se hace necesario

asumir el desaf́ıo de cómo expresar e interpretar lo desigual. También considera

que existen otros conflictos entre el mundo real y el diseño del mundo que hicieron

en la escuela secundaria, por ello cree que es relevante el estudio de las dificultades

en el trabajo con desigualdades, dado que esto puede contribuir a favorecer una

transición menos traumática de la matemática que traen aprendida de la escuela

secundaria a la matemática avanzada que estudiarán en un nivel superior.

1.2. Justificación

El trabajo con el concepto de desigualdad matemática y, por consiguiente, de las

inecuaciones, es fundamental en la ciencia y la tecnoloǵıa dado que se encuentra

presente en prácticamente todos los temas de matemática.

Particularmente, en la carrera PESM, podemos mencionar, entre otros ejemplos,

que el uso de inecuaciones se encuentra presente en varios espacios curriculares.

Como ser, entre los temas abordados en Análisis Matemático pueden encontrarse

inecuaciones en la definición de dominio y rango de una función, valor absoluto, las

funciones trigonométricas y sus inversas, ĺımite, funciones por partes, el concepto

de continuidad, diferenciabilidad, monotońıa, concavidad, aproximación de ráıces,

series, etc.; entre los temas de Álgebra puede encontrarse tanto en el concepto de

orden numérico, órdenes de magnitud, problemas de programación lineal, etc.,

entre los temas de Probabilidad y Estad́ıstica, en el cálculo de probabilidades,

cotas para probabilidades desconocidas, intervalos de confianza y predicción o

test de hipótesis y el estudio de desigualdades famosas como la Desigualdad de

Chebyshev, o bien las desigualdades que aparecen en la geometŕıa plana cuando se
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1.2. JUSTIFICACIÓN

comparan longitudes, ángulos, áreas o para determinar la existencia o inexistencia

de ciertas figuras particulares.

Al tratarse de un tema transversal de la carrera, el estudio de los errores co-

metidos en su resolución, despierta un real interés dado que muchos docentes de

la Institución coinciden en que la mayoŕıa de los alumnos cometen los mismos

errores de forma reiterada, y como consecuencia de ello, señalan dificultades que

tienen en su aprendizaje a lo largo de todo el recorrido de la carrera. Es interesan-

te estudiar la procedencia de estos errores puesto que en muchos casos se tiende

a culpar al alumno por la falta de interés, por aplicar algoritmos que memorizan

y utilizan reiteradas veces sin comprender las reglas y procedimientos de cálculo,

por la falta de estudio o de atención, etc., cuando en realidad, ponen de manifies-

to una fuerte carencia de comprensión. Este interés por descubrir las dificultades

que presentan los estudiantes al momento de abordar la resolución de inecuaciones

lleva a plantear una investigación de carácter exploratorio descriptivo que profun-

dice la relación entre el uso de los registros gráfico y algebraico con el objetivo

de procurar que los alumnos alcancen el éxito al estudiar los temas mencionados,

espećıficamente en el contexto del Instituto de Formación Docente N° 23 de la

ciudad de Luján, en el primer año de la carrera PESM.

Para llevar a cabo este trabajo de analizar cualitativamente los errores, se

tendrán en cuenta las herramientas que ofrece la Teoŕıa de Funciones Semióticas

(TFS) inmersas en el marco teórico Enfoque Ontológico-Semiótico de la cognición

e instrucción matemática (EOS) propuesto por Godino (2003). Bajo este enfoque,

las funciones semióticas servirán para caracterizar los significados que se ponen en

juego durante la actividad matemática en el proceso de enseñanza y aprendizaje.

Muchas veces, en el trabajo matemático, los śımbolos (significantes) están en

lugar de las entidades conceptuales (significados) a quienes hacen referencia. Sin

embargo, el punto fuerte de la instrucción matemática no se encuentra, según Go-

dino (2003), en el dominio de la sintaxis del lenguaje simbólico matemático, sino

en la comprensión de su semántica, es decir, en la naturaleza de los propios concep-

tos y su relación con los contextos y situaciones de cuya resolución provienen. Por

otra parte, el propósito de la enseñanza de las matemáticas es ofrecer condiciones
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1.3. OBJETIVOS

para que los estudiantes entiendan y comprendan el proceso que llevan a cabo

para la resolución de un problema. Deben saber que hay situaciones que pueden

abordarse desde distintos enfoques y que cada uno de ellos requiere de formas re-

presentacionales equivalentes y manipulaciones simbólicas particulares. Esto exige

al docente buscar alternativas que permitan facilitar la resolución, en este caso, de

inecuaciones. Es por ello que el uso de distintos sistemas representacionales puede

brindarle a los alumnos herramientas y elementos argumentativos sólidos que, a

futuro, puedan constituirse como mecanismos de verificación de resultados.

Una vez analizados los errores como aśı también las dificultades vinculadas a

los temas de inecuaciones, se ofrece un aporte didáctico que consiste en una serie

de sugerencias metodológicas que conlleve a una comprensión eficiente del objeto

matemático en estudio (inecuaciones) proponiendo la implementación de tareas

que impliquen el uso de diferentes sistemas de representación y promuevan la

articulación coherente entre dichas representaciones.

Por todo lo expresado anteriormente es que surge el interés de la presente in-

vestigación: “Estudio de los errores en la resolución de inecuaciones en alumnos

ingresantes al Profesorado de Matemática”.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Este trabajo tiene por objetivo estudiar los errores que cometen los alumnos

ingresantes al PESM a la hora de resolver inecuaciones y desarrollar una propuesta

de actividades que pueda ser utilizada para salvar dichos errores y que, a su vez, les

permita lograr un mayor manejo de la argumentación y comunicación de saberes.

Este estudio será llevado a cabo en el marco del EOS utilizando como herramienta

la TFS.

1.3.2. Objetivos espećıficos

Considerando lo expuesto anteriormente, este trabajo tiene por objetivos es-

pećıficos:
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1.4. HIPÓTESIS

Identificar y caracterizar, a través de una evaluación diagnóstica, los errores

cometidos por los alumnos ingresantes al primer año de la carrera PESM en

la resolución de inecuaciones.

Analizar los errores y reflexionar sobre los obstáculos y dificultades que se

presentan en la resolución de inecuaciones bajo la lupa de distintas teoŕıas o

aportes realizados por otros investigadores.

Proponer una aproximación metodológica de enseñanza que promueva el

aprendizaje reflexivo y la disminución de errores en el desarrollo de estrate-

gias de resolución de inecuaciones.

1.4. Hipótesis

De los objetivos propuestos es que se plantean las siguientes hipótesis de inves-

tigación:

Numerosos alumnos ingresantes al PESM presentan dificultades en la resolu-

ción de inecuaciones y no reflexionan acerca de los errores durante la cursada

o en instancias de evaluación.

Muchos alumnos tienen dificultades para argumentar y comunicar los re-

sultados obtenidos en la resolución de problemas, en particular en aquellos

relacionados con las inecuaciones.

En general, el tratamiento que se le otorga a la resolución de inecuaciones

no considera todos los componentes necesarios para su aprendizaje a partir

de su complejidad.

Varios alumnos ingresantes a la carrera PESM tienen dificultades para operar

aritmética y algebraicamente.

1.5. Metodoloǵıa

La investigación propuesta tiene un balance teórico y experimental, donde se

complementan el estudio y análisis del estado del arte en cuanto al estudio de los

errores en matemática y particularmente en la resolución de inecuaciones, con el

5



1.5. METODOLOGÍA

diseño experimental de situaciones donde se busca indagar sobre la forma en que

estudiantes que ingresan al Profesorado de Matemática son capaces de resolver

distintos tipos de inecuaciones. Dicha indagación tiene por objetivo identificar

las dificultades que tienen los alumnos y analizar los errores que cometen en la

resolución de inecuaciones para luego ofrecer una propuesta de enseñanza que

intente remediar dichas dificultades y propender a un aprendizaje significativo.

Para tal fin, en la presente tesis, se realiza un estudio del estado del arte sobre el

tema de investigación en el que se presentan trabajos de distintos investigadores

que analizan las dificultades y errores cometidos por estudiantes de diferentes

niveles educativos. Sin embargo, se pudo observar que existe muy poca o escasa

bibliograf́ıa que se detenga a analizar los errores cometidos por los estudiantes de

una carrera de formación docente.

Una vez analizada la bibliograf́ıa se procede a la elaboración de la prueba

diagnóstica. Ésta tiene como objetivo reconocer algunos de los conocimientos pre-

vios y construcciones mentales que ya han adquirido los estudiantes antes del inicio

de los estudios de su carrera docente. Las actividades propuestas en la evaluación

diagnóstica involucran la puesta en juego de las capacidades vinculadas con la

producción y la comunicación de la información dado que deben explicar y argu-

mentar durante el proceso de resolución y es por ello que constituyen información

relevante sobre los procesos de conceptualización de los alumnos. Esta evaluación

diagnóstica proporcionará datos para diseñar una propuesta en función del punto

de partida real del grupo con el que se va a trabajar y prever la realización de

modificaciones en esa planificación con la intención de mejorar los aprendizajes.

Una vez realizada la actividad de diagnóstico se procede al análisis cualitativo

de los resultados. Este análisis consiste en verificar el grado de conocimiento que

los alumnos poseen sobre inecuaciones y, sobre todo, en identificar los errores y

dificultades presentadas durante la resolución. La información obtenida será el

punto de partida para la elaboración de las sugerencias didácticas.
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1.6. ORGANIZACIÓN DEL TRABAJO

1.6. Organización del trabajo

El presente trabajo se organiza de la siguiente manera. En el Caṕıtulo 2 se

realiza inicialmente un breve recorrido sobre los aportes del marco teórico EOS

y, puntualmente, de la TFS inmersas en este marco, y cómo estas teoŕıas fueron

utilizadas en diversas investigaciones por diferentes autores, culminando con una

tipoloǵıa de las mismas. En el Caṕıtulo 3 se aborda el tema de la desigualdades en

la historia para luego hacer un recorrido por distintos estudios realizados en torno

a las inecuaciones y culminar con el abordaje de la enseñanza de las mismas. En

el Caṕıtulo 4 se detallan los motivos por los cuáles estudiar los errores, se presen-

tan definiciones de error y posibles causas de sus apariciones en la resolución de

actividades de matemática, citando diversas investigaciones que destacan la im-

portancia de su estudio para luego culminar con la clasificación y categorización

de dichos errores. Tanto el Caṕıtulo 3 como el Caṕıtulo 4 muestran los antece-

dentes que motivan a la presente investigación. En el Caṕıtulo 5 se presentan las

caracteŕısticas de la evaluación diagnóstica, su diseño e implementación, y se es-

tablecen las funciones semióticas esperadas para cada ejericicio propuesto. En el

Caṕıtulo 6 se realiza un análisis detallado de los errores detectados en cada uno

de los ejercicios de la evaluación diagnóstica. Luego se agrupan estos errores en

categoŕıas para posteriormente analizar las dificultades observadas. En el Caṕıtu-

lo 7 se presenta una serie de sugerencias metodológicas para la enseñanza de las

inecuaciones que atiende a las dificultades detectadas en el Caṕıtulo anterior. Por

último, en el Caṕıtulo 8 se exponen los resultados y finalmente en el Caṕıtulo 9

se presentan las conclusiones.
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Caṕıtulo 2

El marco teórico

2.1. Introducción

Como se ha mencionado en el Caṕıtulo anterior, el marco teórico que sustenta

esta investigación es el EOS propuesto por Godino (2003). Contreras y Ordóñez

(2006) presentan una śıntesis de este marco y consideran que este enfoque se

configura en torno a tres modelos:

1. Teoŕıa de los significados sistémicos, institucionales y personales de los ob-

jetos matemáticos que seŕıa el equivalente, al menos en parte, a la teoŕıa

antropológica desarrollada por Chevallard (1992). Esto significa que conside-

ra las matemáticas como una actividad humana, mediada por instrumentos

lingǘısticos o de otro tipo.

2. Teoŕıa de las funciones semióticas cuyos elementos básicos son las entidades

primarias con sus diferentes facetas o dimensiones del conocimiento.

3. Teoŕıa de las configuraciones didácticas, en la que se modeliza la enseñanza

y aprendizaje del contenido matemático como un proceso estocástico multi-

dimensional compuesto por seis subprocesos.

Contreras et al. (2005) sostienen que para la TFS, la construcción del conoci-

miento se realiza desde la actividad práctica, donde el dominio de las herramientas

semióticas es un elemento básico, ya que son esenciales para la actividad cognitiva.
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2.2. EL ENFOQUE ONTOLÓGICO SEMIÓTICO

2.2. El Enfoque Ontológico Semiótico

Para Godino (2003), el EOS surge de “un enfoque teórico unficado de la cog-

nición y la instrucción matemática, a partir de una ontoloǵıa matemática y una

semiótica propia, adaptada a las necesidades de investigación en didáctica de las

matemáticas”(p. 23). La construcción de dicho enfoque atravesó distintas etapas.

Godino y Batanero (1994), en una primera instancia, precisaron las nociones de

significado institucional y personal de un objeto matemático centrando el interés

en los conocimientos institucionalizados, pero sin perder de vista al alumno como

sujeto individual al que se dirige el esfuerzo educativo. Un objeto personal involu-

cra la generación de una regla de comportamiento en el sujeto. Es decir, el sistema

de prácticas personales que utiliza un estudiante para resolver los problemas de

los que surge el objeto en un momento dado. Contreras et al. (2005) sostienen

que si bien los significados y los objetos personales son de carácter individual,

no se debe perder de vista que el alumno se encuentra sumido en instituciones

educativas donde se dan distintas interacciones, por lo tanto, tienen un carácter

colectivo. Entonces hay que considerar también los objetos institucionales y sus

significados que son los que constituyen el conocimiento objetivo. Siguiendo esta

ĺınea, Godino (2003) afirma que “la distinción entre las facetas personal e ins-

titucional de los conocimientos matemáticos nos parece fundamental para poder

describir y explicar las interacciones entre el profesor y los alumnos en los procesos

de enseñanza y aprendizaje”(p. 137).

Continuando con la segunda etapa de construcción del EOS se estudian los sis-

temas de prácticas manifestados por un sujeto (o en el seno de una institución)

ante una clase de situaciones-problemas. En esta fase se estudió con mayor pro-

fundidad las relaciones dialécticas entre el pensamiento (las ideas matemáticas),

el lenguaje matemático (sistemas de signos) y las situaciones-problemas para cu-

ya resolución se inventan tales recursos. Es decir, se estudiaron los procesos de

interpretación de los sistemas de signos matemáticos puestos en juego en el seno

de los sistemas didácticos, ampliando la idea de función semiótica y ontoloǵıa

matemática asociada.

En una última instancia, se pule el modelo teórico sobre la instrucción ma-

9



2.2. EL ENFOQUE ONTOLÓGICO SEMIÓTICO

temática, entendida como “enseñanza y aprendizaje organizado en el seno de los

sistemas didácticos”. Aqúı se definen seis dimensiones de la instrucción matemáti-

ca:

1. Epistémica. Relativa al conocimiento institucional.

2. Docente. Relativa a las funciones del profesor.

3. Discente. Relativa a las funciones del estudiante.

4. Mediacional. Relativa al uso de recursos instruccionales.

5. Cognitiva. Relativa a la cronogénesis de los significados personales de los

estudiantes.

6. Emocional. Relativa a los afectos, valores, sentimientos implicados en el es-

tudio de un contenido matemático.

Según su Godino (2003), el EOS

... proporciona criterios para identificar los estados posibles de la

trayectoria epistémica, y la adopción de la “negociación de significado”

como noción clave para la gestión de las trayectorias didácticas. El

aprendizaje matemático se concibe como el resultado de los patrones

de interacción entre los distintos componentes de dichas trayectorias

(p. 26).

El punto de partida del EOS es la formulación de una ontoloǵıa de objetos ma-

temáticos que tiene en cuenta tres aspectos de la matemática: la propia actividad

de resolución de problemas, un aspecto social dado que dicha actividad es compar-

tida y un lenguaje simbólico y lógicamente organizado. Tomando como punto de

partida una situación problemática, se definen los conceptos teóricos de: práctica,

objeto (que puede considerarse personal e institucional) y significado, con el fin

de manifestar, por un lado los tres aspectos de la matemática antes mencionados

y, por otro, la génesis personal e institucional del conocimiento matemático, sin

descuidar la interdependencia entre ellos.

En concreto, EOS considera que los objetos matemáticos son emergentes de

sistemas de prácticas y son, además, complejos de explicar dado que se puede
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2.2. EL ENFOQUE ONTOLÓGICO SEMIÓTICO

considerar, como mı́nimo, dos niveles de objetos que emergen de la actividad

matemática. En el primer nivel podemos mencionar aquellas entidades que se

pueden observar en un texto matemático (problemas, definiciones, proposiciones,

etc.) y en un segundo nivel tenemos los tipos de objetos que surgen de las distintas

maneras de ver, hablar, operar, etc. sobre los objetos del nivel anterior.

Es aśı que para realizar una práctica matemática y la interpretación de los

resultados como satisfactorios se necesita poner en marcha determinados cono-

cimientos. Ahora bien, si se consideran los componentes del conocimiento para

la realización y evaluación de la práctica que permite resolver una situación o

problema (ejemplo, plantear y resolver una inecuación con una incógnita) vemos

que es necesario el uso de lenguajes, verbales y simbólicos. Estos lenguajes son

la parte ostensiva de una serie de conceptos, proposiciones y procedimientos que

intervienen en la elaboración de argumentos que permiten decidir si las acciones

que componen la práctica son satisfactorias.

En cuanto a los objetos matemáticos primarios definidos en el EOS, Godino et

al. (2007) proponen la siguiente tipoloǵıa:

Elementos lingǘısticos (términos, expresiones, notaciones y gráficos) en sus

diversos registros (escrito, oral, gestual, etc.)

Situaciones–problemas (aplicaciones extra-matemáticas, tareas, ejercicios,

etc.)

Conceptos-definiciones (introducidos mediante definiciones o descripciones)

(recta, punto, número, media, función, etc.)

Proposiciones (enunciados sobre conceptos, afirmaciones, etc.)

Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de cálculo, etc.)

A su vez, estos objetos se organizan en entidades más complejas, como ser

sistemas conceptuales, teoŕıas, etc.

Godino (2003) considera a los objetos que intervienen en las prácticas ma-

temáticas según el juego de lenguaje en el que participen y los considera según

las siguientes dimensiones duales:
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Personal – institucional. Si los sistemas de prácticas se llevan a cabo en

una institución, los objetos se consideran objetos institucionales, mientras

que si estos sistemas son espećıficos de una persona se consideran como

objetos personales.

Ostensivo – no ostensivo. El objeto se considera ostensivo si es público y

puede mostrarse a otros. En cambio los objetos institucionales y personales

tienen una naturaleza no ostensiva.

Expresión – contenido. Resultan ser el antecedente y consecuente de cual-

quier función semiótica. Los objetos no deben pensarse como entidades ais-

ladas, sino más bien se relacionan unos con otros. Esta relación se establece

por medio de funciones semióticas. Dichas funciones son entendidas como

una relación entre una expresión o significante (antecedente) y un contenido

o significado (consecuente) que establece una persona o institución teniendo

en cuenta una regla de correspondencia.

Extensivo – intensivo. En este caso el objeto interviene como un caso

particular o en una clase más general. Esta dualidad ofrece la posibilidad

de enfocar la atención entre lo particular y lo general y esa es una cuestión

clave en la construcción y aplicación del conocimiento matemático.

Unitario – sistémico. En ciertas ocasiones los objetos matemáticos parti-

cipan como entidades que se suponen son conocidas previamente, entidades

unitarias, mientras que otras intervienen como sistemas que se deben des-

componer para su estudio.

El EOS entiende que la comprensión es una competencia y no tanto un proceso

mental, dado que considera que un sujeto comprende un determinado objeto ma-

temático cuando lo usa de manera competente en diversas prácticas. Es aqúı donde

las funciones semióticas cobran un papel importante en el proceso de relaciones

entre entidades o grupo de ellas que se llevan a cabo en las prácticas matemáticas

dado que éstas permiten al EOS entender la comprensión en términos de funciones

semióticas.

En los últimos años, algunos investigadores han utilizado el EOS para estudiar
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dificultades en el aprendizaje de algunos contenidos de matemática. Por ejem-

plo, Distéfano et al. (2012) realizaron un análisis de las dificultades y errores que

se generan cuando los alumnos usan las representaciones aritmético-algebraica y

geométrica-vectorial de los números complejos, utilizando como una de las herra-

mienta de análisis la TFS cuya descripción se puede ver en la Sección siguiente.

Por su parte, Minnaard (2015) se enfocó en el estudio de los errores en Probabi-

lidad y Estad́ıstica. En esta misma ĺınea, Dávila (2018) se propuso identificar los

indicadores epistémicos, ecológicos, afectivos, cognitivos, mediacional e interaccio-

nal adecuados para configurar una idoneidad didáctica que permitiera potenciar

el aprendizaje de las medidas de tendencia central en los estudiantes de secun-

daria. En cambio, Chavez (2009) investigó y describió los distintos significados

institucionales y personales de la función af́ın para detectar algunos de los erro-

res en el aprendizaje del objeto en mención. Además, explicó mediante el uso de

las funciones semióticas la causa de estos errores, ya sean debido a conflictos se-

mióticos de tipo cognitivo o epistémico. En cuánto a los estudiantes de carrera

docente, podemos mencionar a Maŕın Ortega (2020) quién realizó un análisis de

textos y análisis de errores en futuros profesores de matemática frente a activida-

des evaluativas sobre la ecuación cuadrática tomando como marco de referencia

al EOS.

Estos investigadores centraron su investigación en el estudio de los errores en

diversos temas de la matemática tomando como marco teórico el EOS. Algunos

pocos aprovecharon las potencialidades que ofrece la TFS para completar sus

investigaciones.

2.3. Teoŕıa de la Funciones Semióticas

2.3.1. Introducción

Generalmente, en el quehacer matemático, utilizamos algunos objetos en re-

presentación de otros, logrando aśı una correspondencia, muchas veces impĺıcita,

entre el objeto representante y el representado. Searle (1997) sostiene que “hay

palabras, śımbolos u otros objetos ostensivos que significan o expresan algo, repre-

sentan o simbolizan algo que está más allá de ellos mismos, y lo hacen de un modo
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que es públicamente comprensible”(p. 76). Por objetos ostensivos se entiende que

son aquellos objetos caracterizados por ser percibidos y de gozar de materialidad.

Los conceptos y las situaciones problemáticas se expresan mediante el lenguaje

a través del cual se describen sus propiedades. Las palabras, los śımbolos, los

gráficos y hasta los objetos f́ısicos cumplen el rol de sistemas de representación.

Godino (2003) define a esto como “uso referencial del lenguaje”. Pero para la

TFS la representación no es exclusiva del lenguaje, sino que los mismos objetos

abstractos, las situaciones problemáticas, las acciones y argumentaciones pueden

ser signos de otras entidades.

2.3.2. ¿Qué es una función semiótica?

Godino (2003) brinda da la siguiente definición de función semiótica:

Se trata de las correspondencias (relaciones de dependencia o fun-

ción) entre un antecedente (expresión o significante) y un consecuente

(contenido o significado), establecidas por un sujeto (persona o insti-

tución) de acuerdo con un cierto criterio o código de correspondencia.

Estos códigos pueden ser reglas (hábitos, convenios) que informan a los

sujetos implicados sobre los términos (funtivos) que se deben poner en

correspondencia en las circunstancias fijadas. (p. 286)

y considera que esta noción de función semiótica permite hacer una interpreta-

ción del conocimiento y la comprensión de un objeto O por parte de un sujeto X

(persona o institución) en términos de las funciones semióticas que X puede es-

tablecer, en unas circunstancias fijadas, en las que interviene el objeto O. Puesto

que cada función semiótica implica un acto de semiosis por un agente interpretan-

te, constituye un conocimiento y hablar de conocimiento equivaldrá a hablar de

significado, esto es, de función semiótica. También expresa que la TFS pretende

buscar explicaciones de las dificultades del aprendizaje matemático, atendiendo

particularmente la interacción comunicativa y los procesos de interpretación que

tienen lugar en las clases de matemática, para luego buscar las causas de las

dificultades y conflictos cognitivos que presentan los estudiantes.

Es importante que los estudiantes conozcan el significado de los términos, ex-
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presiones y representaciones que se utilizan en matemática, es decir, que sepan a

qué hace referencia el lenguaje matemático en sus diversos registros. Este recono-

cimiento es muy valioso dado que el problema semántico del lenguaje matemático

es muy complejo debido a la gran variedad de registros semióticos utilizados en

este contexto.

2.3.3. ¿Para qué se utilizan las funciones semióticas?

Muchos investigadores consideran que las funciones semióticas constituyen he-

rramientas metodológicas muy potentes para el estudio de la construcción de

significados de objetos matemáticos. Godino et al. (2005) describen un modelo

ontológico y semiótico para el conocimiento matemático del tema combinatoria.

Aplicaron la TFS para analizar el proceso de resolución de algunos problemas

combinatorios por parte de estudiantes con alta formación matemática. Dicho

trabajo muestra la utilidad que tienen estas herramientas para proporcionar una

explicación semiótica a la dificultad del razonamiento combinatorio. En cambio

Contreras et al. (2005) realizaron un análisis semiótico de textos cuyo objetivo

fue mostrar cómo el uso y aplicación de la TFS ponen en evidencia determina-

dos fenómenos didácticos relacionados con la complejidad semiótica asociada a

la función derivada. Una tarea similar realizaron Contreras y Ordóñez (2006) al

analizar la introducción del concepto de integral definida presentada en un libro

de texto de bachillerato. El uso de TFS en este estudio ha dejado en evidencia

diversos conflictos semióticos que deben ser considerados en la enseñanza del tema

integral definida. Por su parte, Tamayo et al. (2008) analizaron un proceso de en-

señanza y aprendizaje de la definición de ĺımite funcional según Weierstrass. Para

ello, descomponen dicho objeto matemático en unidades para poder identificar las

funciones semióticas que se establecen en el proceso de enseñanza y aprendizaje

implementado en una institución escolar en un ambiente de tecnoloǵıa digital.

También Aznar et al. (2016) utilizaron dichas herramientas como instrumento

de diagnóstico y abordaje de errores en producciones de alumnos que se encon-

traban cursando materias básicas de las carreras de ingenieŕıa de la Universidad

Nacional de Mar del Plata, Argentina. En dicho trabajo se describió el uso de las

funciones semióticas para abordar distintas problemáticas de aprendizaje en los
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estudiantes universitarios. Estos investigadores consideran que las funciones se-

mióticas permiten visibilizar el nivel de complejidad de una determinada práctica

matemática, evaluar detalladamente estas prácticas de los estudiantes para detec-

tar discrepancias de significados y favorecer el rediseño de secuencias didácticas,

contemplando las complejidades y conflictos detectados. Además, dicho análisis

ha permitido identificar los conflictos de significados que pueden obstaculizar el

aprendizaje en un proceso de instrucción y obtener información relevante para el

diseño de estrategias de enseñanza.

En resumen, se han mostrado algunas investigaciones que utilizan las funciones

semióticas como herramientas metodológicas del EOS en distintos contextos y

con diversas finalidades. Ninguno de los trabajos mencionados hace uso de la TFS

para describir la problemática asociada al objeto matemático inecuaciones en el

nivel superior para una carrera de formación docente.

2.3.4. Tipos de funciones semióticas

En una función semiótica, el objeto inicial y/o final puede estar formado por

uno o más elementos primarios que desempeñan el papel de expresión o de conte-

nido, resultando aśı diferentes tipos de funciones que pueden interpretarse como

procesos cognitivos espećıficos. Teniendo en cuenta los contenidos (el significado),

Godino (2003) distingue los siguientes tipos de funciones:

Significado lingǘıstico: Cuando el contenido es un término, expresión,

gráfico u otro elemento lingǘıstico. Por ejemplo, cuando el śımbolo ≥ se usa

en lugar de la expresión “es mayor o igual que”.

Significado situacional: Cuando el objeto final es una situación-problema.

Por ejemplo, la descripción verbal, gráfica o mixta de una situación-problema

reemplaza a la situación problemática real.

Significado conceptual: Cuando el contenido es un concepto o definición.

Por ejemplo, en la definición de inecuación “Desigualdad entre dos expre-

siones algebraicas de una o más incógnitas, que puede o no verificarse para

ciertos valores de esas incógnitas”, la palabra inecuación remite a la defini-

ción correspondiente.
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Significado proposicional: Cuando el contenido es una propiedad o atri-

buto de un objeto. Por ejemplo, “los números positivos son mayores que los

negativos”.

Significado actuativo: Cuando su contenido es una acción u operación (un

algoritmo o procedimiento). Por ejemplo, el 20% de 50 indica que a 50 se lo

multiplica por 20 y luego se lo divide por 100.

Significado argumentativo: Cuando el contenido es una argumentación.

Por ejemplo, la demostración de una propiedad.

Además de estos tipos de funciones semióticas podemos identificar variantes

según la faceta de las cuales se consideran dichas entidades:

Personal-institucional: según el agente que interprete el objeto.

Elemental-sistémico: según el grado de complejidad del objeto.

Extensiva-intensiva: según el nivel de abstracción.

Ostensiva-no ostensiva: según el carácter ostensivo del objeto.

Referencial-instrumental: según el papel desempeñado por la expresión.

Este marco teórico (EOS) tiene un enfoque pragmático pues intenta explicar

la asociación de significados de los objetos matemáticos que se producen en el

proceso de enseñanza y aprendizaje de las matemáticas. Godino (2003) sostiene

que el aprendizaje significativo por parte de un estudiante es modelizado como una

secuencia de actos de comprensión o actos de superación de obstáculos que el EOS

interpreta como el establecimiento de funciones semióticas de distinto tipo. En

este contexto se puede inferir que los errores se deben a la falta de establecimiento

de las funciones semióticas o bien con el establecimiento de funciones semióticas

incorrectas.
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Caṕıtulo 3

Desigualdades

3.1. Desigualdades en la historia

Se puede considerar que el nacimiento del Álgebra como una ciencia que rela-

ciona los números con las letras data de más de 3600 años. Durante muchos siglos,

se resolvieron problemas en su mayoŕıa de carácter geométrico y con ellos surgió

la necesidad de la utilización de śımbolos para su resolución. También se observó

que en algunas de las estrategias utilizadas para resolver estos problemas se uti-

lizaron igualdades y desigualdades. El tema no consist́ıa en resolver un problema

de desigualdades sino que éstas surǵıan como estrategias de resolución, tal como

se menciona en Boyer y Merzbach (2011).

Si bien el origen de las inecuaciones no se puede precisar, se cree nacieron

poco después de las ecuaciones (1700 a. C. - 1700 d. C.) debido al surgimiento

de problemas en los cuales la respuesta pod́ıa contener un grupo de números.

Una de las caracteŕısticas de dicho peŕıodo fue la invención gradual de śımbolos

y la resolución de ecuaciones. Alĺı se presenta un Álgebra desarrollada por los

griegos (300 a. C.), llamada Álgebra Geométrica, rica en métodos geométricos

para resolver ecuaciones algebraicas. Esta notación simbólica surgió de la mano de

Viète (1540-1603) y marca el inicio de una nueva etapa en la que posteriormente se

logra un avance importante en la teoŕıa de las inecuaciones. Fue Descartes (1596-

1650) quien fija y ubica a los números positivos hacia la derecha del eje horizontal

y hacia arriba en el eje vertical del plano que hoy lleva su nombre. A partir
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de ese momento, el Álgebra se convierte en la ciencia de los cálculos simbólicos

y de las ecuaciones. Mas tarde, Euler (1707-1783) la define como la teoŕıa de

los cálculos con cantidades de distintas clases haciendo referencia a cálculos con

números racionales enteros, fracciones, ráıces cuadradas y cúbicas. Y a partir del

siglo XVII, de la mano de Newton (1643 - 1727) y Leibniz (1646 -1716), aparece

el cálculo infinitesimal y sus aplicaciones.

Respecto de la historia de las desigualdades, Bernardis et al. (2017) expresan:

Inicialmente, las desigualdades no tienen un estatus especial en ma-

temática, sino que se consideraron peculiaridades o herramientas ma-

temáticas para el desarrollo de otras teoŕıas. Dos milenios y acciones

personales cambiaron el estado de las desigualdades, desde considerarse

una herramienta para la matemática hasta afianzarse como una disci-

plina real de estudio. (p. 181)

Tanto la historia como los ejemplos citados y muchos más, dan cuenta que la

desigualdad, junto con sus prácticas, siempre han estado presentes en el seno de

la matemática. Sin embargo Borello y Lezama (2009) afirman que, durante mu-

chos siglos, no se percibió la necesidad de implementar técnicas para manipular

expresiones que surgen del planteamiento de una desigualdad. Además, manifies-

tan que encontramos algunas huellas claras de las inecuaciones, aśı como hoy la

conocemos, sólo a partir del siglo pasado.

3.2. Algunos estudios sobre inecuaciones

Al inicio de una carrera de nivel superior, como puede ser el PESM, muchos

estudiantes encuentran grandes dificultades en el aprendizaje de la matemática,

particularmente, en el aprendizaje de las inecuaciones. Por ello, resulta interesante

para el profesor conocer y estudiar los errores básicos cometidos por los alumnos,

dado que esta tarea provee de información sobre la forma en que los estudiantes

aprenden.

Numerosas investigaciones han abordado el estudio de las dificultades y erro-

res cometidos en la resolución de inecuaciones en los distintos niveles del sistema

19



3.3. ABORDAJE DE LA ENSEÑANZA DE INECUACIONES

educativo. Entre ellas podemos mencionar a Heredia y Palacios (2014) quienes pre-

sentaron reflexiones, elementos conceptuales y metodológicos para posibles pro-

puestas didácticas hacia maestros en formación y en ejercicio, en relación a la

enseñanza y el aprendizaje de las desigualdades e inecuaciones lineales. Vargas

(2013) estableció algunos de los errores más frecuentes que cometen los alumnos

al resolver ejercicios sobre inecuaciones y a partir de la revisión de algunos do-

cumentos y bibliograf́ıa presentó algunas ideas para la implementación de una

propuesta. Torres (2013) profundizó la relación entre el uso de los registros gráfico

y algebraico y el éxito alcanzado al estudiar los temas de funciones e inecuaciones,

analizando los conflictos semióticos que surgen al estudiarlos. Sánchez (2012) de-

talló la elaboración, aplicación y análisis de resultados de una secuencia didáctica

orientada a superar las dificultades que tienen los estudiantes tanto en la com-

prensión de los procesos de resolución de inecuaciones cuadráticas como en la

resolución de problemas que requieren el uso de este objeto matemático. Borello

y Lezama (2009) realizaron un estudio acerca de las desigualdades a partir de

las prácticas didácticas del profesor cuyo objetivo fue ofrecer herramientas meto-

dológicas y didácticas que ayuden a los maestros en su quehacer cotidiano. Barbosa

(2003) expuso un conjunto de construcciones mentales que pueden desarrollar los

alumnos universitarios a fin de que entiendan el concepto de inecuaciones.

Algunas de estas investigaciones coinciden en que la enseñanza de las inecua-

ciones se reduce a tareas mecánicas y no de apropiación del contenido semántico

de inecuaciones, como también apuntan al establecimiento de relaciones entre los

diferentes sistemas de representación semiótica de las desigualdades. Por ello, es

importante abordar la enseñanza de las inecuaciones desde distintos sistemas de

representación pues se considera que este hecho podŕıa ayudar a reducir los errores

cometidos en la resolución de inecuaciones promoviendo aśı un aprendizaje más

reflexivo.

3.3. Abordaje de la enseñanza de inecuaciones

El tratamiento que generalmente se hace en las escuelas de nivel medio sobre

las inecuaciones es puramente algebraico y centrado en la resolución de inecua-
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ciones de distinto tipo. Acerca de ello, Bernardis et al. (2017) conjeturan sobre

la existencia de una ruptura entre los abordajes aritmético y algebraico que im-

pacta en la comprensión de algunos contenidos y consideran que los estudiantes

que acceden al nivel superior presentan serias dificultades en el manejo de algunas

desigualdades. Estas autoras postulan que no existe un paso natural del álgebra

al cálculo ni un desarrollo continuo y regular del conocimiento, sino que se da

un desarrollo caótico. Además, consideran que, si bien las desigualdades no son

puramente geométricas, pueden ser visualizadas a través de la representación de

objetos geométricos por la relación de comparaciones entre las relaciones métricas

(longitudes, áreas, volúmenes). No son exclusivamente algebraicas a pesar de que

pueden ser traducidas al lenguaje algebraico y tampoco intŕınsicamente del análi-

sis, aunque están presentes en las nociones de ĺımites y convergencia, entre otros.

En este punto y, coincidiendo con las autoras, se cree que para una mejor com-

prensión del objeto inecuaciones es necesario presentar el contenido en distintos

contextos: algebraico, geométrico, numérico y funcional, ya que, de esta manera,

reconocerán a la desigualdad como un concepto transversal que está presente en

gran parte de los contenidos de matemática. Siguiendo esta ĺınea, pero refiriéndose

a las ecuaciones, Cai y Knuth (2011) establecen que la ruptura semiótica de la

igualdad es uno de los aspectos que es preciso tomar en consideración en el tránsi-

to de la aritmética al álgebra. Esta transición es dif́ıcil para muchos estudiantes,

incluso para aquellos estudiantes que son bastante competentes en aritmética,

ya que a menudo requiere que ellos piensen de maneras muy diferentes. Estos

investigadores sostienen que esta ruptura es una de las causales de la falta de

comprensión del tema inecuaciones. Para Garrote et al. (2004), por ejemplo, la

ausencia de significado es uno de los principales problemas que se plantean en el

trabajo con inecuaciones por lo que es importante que el alumno tenga una idea

clara del concepto de inecuación equivalente, pues es éste el que da significado a

las técnicas de resolución.

Con respecto al abordaje de las inecuaciones desde distintas perspectivas, algu-

nos autores consideran de suma importancia el enfoque gráfico en el tratamiento

de este tema. Por ejemplo, Fuentes y Ramos Rodŕıguez (2018) analizaron cómo

los alumnos que se encuentran cursando Matemática Aplicada en el nivel superior
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pueden resolver inecuaciones de forma gráfica y presentaron un plan de clases

desde el marco de la Teoŕıa-Acción-Proceso-Esquema de Dubinsky. La idea que se

propone en su investigación es identificar los mecanismos y construcciones men-

tales para el concepto y resolución de inecuaciones. Desde una perspectiva inno-

vadora ofrecida por las herramientas didácticas sustentadas en el enfoque gráfico,

Torres (2013) analizó la relación entre el uso de los registros gráficos y algebraicos.

Dicho trabajo, llevado a cabo en la Universidad Nacional Experimental del Táchi-

ra, Venezuela, le permitió observar que los alumnos que utilizan el enfoque gráfico

muestran una mayor claridad conceptual y que, conforme aumenta esta solidez

teórica, también mejoran y aumentan las distintas representaciones utilizadas. Al

respecto, Borello (2013) sostiene que la importancia del método gráfico para la

enseñanza de las inecuaciones radica en los siguientes elementos prioritarios:

el acercamiento visual resulta “natural” para los alumnos de las nuevas ge-

neraciones, ya que viven inmersos en un contexto socio-cultural en que pre-

valece la cultura de la imagen en detrimento de aquellas habilidades ligadas

a la capacidad de abstraer y de reflexionar,

el enfoque gráfico cambia el centro de la actividad matemática, pues lleva

inevitablemente a trabajar con funciones acercándose el concepto de inecua-

ción al objeto función, favoreciendo una real comprensión de los śımbolos

de desigualdad e igualdad en el momento en que aprende a “moverse” en el

plano cartesiano relacionando correctamente la abscisa y la ordenada de los

puntos de la función,

favorece el aprendizaje y la forma de razonamiento creativo que contrasta la

idea “tristemente muy difundida”que las matemáticas sólo tratan de técnicas

y que no tienen que ver con nada de todo lo que es creativo.

Siguiendo esta misma ĺınea, se encuentran investigaciones que consideran que

las propuestas de enseñanza y aprendizaje de las inecuaciones mayormente sólo

fomentan el aprendizaje de algoritmos vaćıos que se aprenden de memoria. Tal es

el caso de Gatica y Maz Machado (2012) quienes afirman que los estudiantes no

aprenden las inecuaciones de manera conceptual y esto genera dificultades en el

aprendizaje por ausencia de significados. También, Lemus-Cortez y Escobar (2021)
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identifican una problemática en torno a la resolución de inecuaciones, dado que

consideran que el énfasis se pone en la resolución algebraica y no en los conceptos

o representaciones gráficas. Estos últimos pueden llegar a producir situaciones

didácticas para construir conceptualmente la conexión entre la matemática y la

realidad de los estudiantes, lo que favorece la comprensión conceptual del objeto de

estudio. Luego de llevar a cabo la experiencia llegaron a la conclusión que las tareas

de modelación promueven el desarrollo de habilidades y mejora el aprendizaje de

las matemáticas, puesto que relacionan elementos matemáticos con la realidad

lo que dota de sentido y significado a lo que aprende el estudiante. Por su parte,

Salas (2022) propone una investigación que busca comprender, describir y analizar

las interpretaciones que realizan los estudiantes en el proceso de aprendizaje del

concepto de desigualdad con el objetivo de proponer una estrategia didáctica para

el aprendizaje conceptual de las desigualdades. Este autor, al igual que D’amore

(2003), considera que los procesos de conceptualización de la actividad matemática

necesariamente deben pasar por registros de representación semiótica para ser

comunicados y aprendidos.

Estos investigadores reconocen las dificultades que presentan los estudiantes a

la hora de resolver inecuaciones y muchos coinciden en que se debe abordar el

tema desde distintos contextos. Por tales motivos y en concordancia con ello se

considera que es necesario proponer enfoques metodológicos y soportes didácticos

a fin de ofrecer herramientas que ayuden a tomar decisiones adecuadas para poder

abordar el tema con la complejidad de los problemas que se presentan. Es aśı que

este trabajo, en su Caṕıtulo 7, ofrece una propuesta metodológica de enseñanza

de inecuaciones que adopta una postura coincidente con la de Barbosa (2003),

quien afirma que hay que valorar las oportunidades de estudio de las funciones

para el desarrollo del pensamiento matemático y cambiar la manera de enseñar las

inecuaciones, proponiendo actividades que involucren no sólo la interpretación y

la resolución algebraica, sino también resoluciones gráficas ya que éstas favorecen

a la flexibilidad de pensamiento.
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Caṕıtulo 4

Errores

4.1. ¿Por qué estudiar los errores?

El análisis de los errores y dificultades en el aprendizaje de la Matemática es

un tema de interés desde hace mucho tiempo y en la actualidad se ha vuelto un

tema relevante para los investigadores en Educación Matemática. Es evidente que

estos errores y dificultades generan preocupación en la mayoŕıa de los docentes

debido a que éstos influyen en el aprendizaje de los diferentes contenidos. Por ello,

es necesario que se estudien y analicen los errores y dificultades que presentan

los alumnos al ingresar, en este caso, al PESM, dado que este análisis servirá a

los docentes para organizar estrategias que apunten a lograr un aprendizaje más

significativo y reflexivo.

Algunos investigadores y docentes coinciden que, en general, lo que más preo-

cupa es la persistencia y la masividad con la que se presentan los errores y es

claro que esto influye en el aprendizaje de los diferentes contenidos. Por ende

resulta imprescindible que los estudiantes los reconozcan y asuman la necesidad

de superarlos a fin de obtener logros de aprendizaje. Por tales razones, muchos

investigadores en Educación Matemática sugieren que se diagnostiquen y se tra-

ten seriamente los errores. Tal es el caso de Pochulu (2009) quien sugiere que

los errores se comenten con los alumnos, que se pueda discutir con ellos aquellas

concepciones erróneas para luego poder brindarles propuestas y situaciones que

les permitan ajustar sus ideas. En esta misma ĺınea, Engler et al. (2004) sostienen
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que:

El protagonismo que como docentes le damos al error y la forma

en que trabajamos con él influyen en el aprendizaje y en el rendimien-

to académico de nuestros alumnos. Si pretendemos aprendizajes sig-

nificativos es prioritario el conocimiento y el tratamiento del tema en

conjunto, docentes y alumnos. (p. 23)

Por ello se considera que el análisis de los errores no sólo sirve para mejorar el

proceso de aprendizaje, sino que también ayuda al personal docente en la selección,

creación y organización de estrategias orientadas al logro de una mejor educación.

En este sentido, detectar las dificultades, los errores y accionar sobre ellos permite

evaluar los contenidos para que cada alumno pueda identificar sus dificultades para

luego intentar superarlas y aśı poder lograr nuevos aprendizajes y retroalimentar

los conocimientos ya adquiridos.

Es aśı que analizar los errores que cometen los alumnos en el proceso de aprendi-

zaje y, en el caso puntual de este trabajo, en la resolución de inecuaciones, brindará

información valiosa acerca de cómo los alumnos, futuros docentes de matemática,

construyen el conocimiento matemático. Además, permite constituir una herra-

mienta para registrar el estado de conocimiento de los alumnos que ayudará a

analizar el proceso de enseñanza y aprendizaje a fin de mejorar los resultados.

4.2. Investigaciones en torno al tema

A lo largo del tiempo, muchos investigadores han abordado el estudio de los

errores. Algunos puntualmente, los errores y dificultades que presentan los alum-

nos cuando estudian los contenidos de matemática con el objetivo de mejorar la

calidad de la enseñanza y aprendizaje. A continuación se presenta una śıntesis de

los más relevantes en orden cronológico.

Radatz (1980) realizó un recorrido por diversas aproximaciones teóricas en las

cuáles se intenta dar explicación acerca de las causas de los errores de los estu-

diantes en el proceso de aprendizaje de la matemática. Este investigador señaló

razones por las cuales el estudio de los errores es importante y manifiesta la nece-
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sidad de brindar un marco teórico. Además sostiene que los docentes necesitan de

esos modelos teóricos para poder diagnosticar y corregir aprendizajes erróneos.

Booth (1984) analizó la naturaleza de los errores cometidos por los alumnos. De

este análisis observó que muchos de ellos pod́ıan ser atribuidos a la naturaleza y el

significado de los śımbolos y las letras, al objetivo de la actividad y la naturaleza

de las respuestas en álgebra, a la comprensión de la aritmética por parte de los

estudiantes y al uso inapropiado de fórmulas o reglas de procedimiento.

Rico (1995) presentó algunas reflexiones teóricas de filósofos de la ciencia y

de epistemólogos que se han preocupado por el estudio de los errores y señala

que estos estudios han sido orientados por las corrientes pedagógicas y psicológi-

cas predominantes en cada época y también se han visto condicionados por los

objetivos y formas de organización del curŕıculo de matemática en los sistemas

educativos. Al mismo tiempo describió las caracteŕısticas generales que presentan

los errores y señaló cuatro ĺıneas de investigación relativas al estudio de los errores

en el aprendizaje de la matemática:

estudios relativos al análisis de errores, causas que los producen o elementos

que los explican, taxonomı́as y clasificaciones de errores detectados,

estudios dedicados al tratamiento curricular de los errores del aprendizaje

en matemáticas,

estudios dedicados a determinar qué conviene que aprendan los profesores

en formación en relación con los errores que cometen los alumnos y

trabajos de carácter técnico que implementan y sostienen una determinada

clase de análisis sobre errores.

Engler et al. (2004) presentaron una revisión bibliográfica sobre la evolución

del estudio de los errores a través de los años, caracteŕısticas principales, cate-

gorización y clasificación de los mismos y algunas recomendaciones acerca de su

tratamiento y su estudio.

Del Puerto et al. (2006) se ocuparon del estudio de los errores cometidos por

alumnos de nivel medio, terciario y universitario en el aprendizaje de las ma-
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temáticas y presentaron algunos de los resultados obtenidos a partir de la im-

plementacion de cuestionarios para su detección y posterior análisis para luego

sugerir una postura superadora con respecto al error.

Socas (2007) realizó un estudio sobre las dificultades y errores en el aprendizaje

de la matemática, puntualmente en la construcción del lenguaje algebraico, to-

mando como marco de referencia el Enfoque Lógico Semiótico, desarrollando un

modelo que permite profundizar en dichas dificultades y errores. Además sostiene

que es necesario diagnosticar y tratar más seriamente los errores de los alumnos

dado que esta información permitirá a los docentes arbitrar los procedimientos

para ayudar a los estudiantes en la corrección de dichos errores.

Cadenas (2007) presentó una investigación en la que llevó a cabo una evaluación

diagnóstica acerca de los conocimientos matemáticos, que permitió determinar

carencias, dificultades y errores en alumnos del primer semestre de la Escuela

de Educación de la Universidad de los Andes, Colombia. Los resultados obtenidos

revelaron que la mayoŕıa de los estudiantes muestran grandes carencias sobre todo

de tipo aritmético y algebraico.

Gamboa Graus y Fonseca Pérez (2017) presentaron una reflexión teórica del

tratamiento a los errores en la enseñanza de la matemática, realizaron una cla-

sificación y categorización de los errores basadas en diversos investigadores para

luego ofrecer una serie de sugerencias acerca de su tratamiento.

Arnawa et al. (2019) analizaron los errores, conceptos erróneos y sus causas

en el aprendizaje del álgebra lineal elemental en estudiantes de Qúımica de la

Universidad de Andalas, Indonesia. Dicho estudio utilizó métodos cualitativos

para explicar cómo razonan los estudiantes para formar errores y concepciones

erróneas.

Gamboa Araya et al. (2019) han mostrado que un alto porcentaje del alum-

nado que ingresa a la Universidad Nacional de Costa Rica,Costa Rica, comete

errores matemáticos que se muestran durante el proceso de construcción de los

nuevos contenidos y que impactan su rendimiento académico en la disciplina. El

trabajo realizado por estos investigadores se orientó hacia el análisis de los errores
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cometidos por los estudiantes que ingresan a la universidad.

Dı́az Quezada y Poblete (2019) realizaron un estudio para identificar y caracteri-

zar las competencias matemáticas y los errores de los estudiantes de ingenieŕıas en

la resolución de problemas de ĺımites de funciones reales, a través de la aplicación

de instrumentos evaluativos con problemas de respuesta abierta, en la Universidad

de Los Lagos, Chile.

Mendoza et al. (2021) realizaron una investigación destinada a identificar y ana-

lizar los errores y dificultades en torno al razonamiento cuantitativo que muestran

los estudiantes de primer año de las carreras de ingenieŕıas de la Universidad Fran-

cisco de Paula, Colombia, en las asignaturas de Matemáticas I y II. Del análisis

de los resultados concluyeron que los estudiantes presentan dificultades y errores

más evidentes en relación con competencias argumentativas, con ı́tems relacio-

nados a temas de álgebra, cálculo y estad́ıstica y también errores significativos

relacionados con el razonamiento cuantitativo.

Rosales (2022) considera que los estudiantes que resuelven problemas de f́ısica,

recaen reiteradamente en equivocaciones matemáticas y cree que la posibilidad de

equivocarse es menos probable en contextos educativos superiores. Por tales razo-

nes, realizó una indagación sobre los tipos errores de matemática que cometen los

estudiantes de secundaria de la Unidad Educativa Maŕıa Reina, Venezuela. De los

resultados obtenidos observó, entre otros, errores por falta de verificación, errores

por conflicto de objetivos, errores de lenguaje matemático, errores de ejecución,

errores arbitrarios, errores al operar con números reales, errores de procedimiento,

errores por deducción incorrecta de información, etc., y sugiere el diseño de estra-

tegias instruccionales que permitan a los alumnos la adquisición de aprendizajes

significativos en el área de la matemática relacionada con la f́ısica.

Aguerrea et al. (2022) plantearon que los estudiantes siguen cometiendo errores

en conceptos y procedimientos que debeŕıan haber sido superados en la escuela

secundaria, y muchos de estos errores son altamente persistentes. En su traba-

jo de investigación recurrieron al uso de software en situaciones de aprendizaje

relacionadas con la modelización dado que consideraron que eso ayudaŕıa a los

alumnos a remediar esos errores. Cabe destacar que de los investigadores antes
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mencionados, estos últimos fueron los únicos que trabajaron con estudiantes de

Pedagoǵıa en Matemática, es decir, con docentes en formación.

También han abordado el estudio de los errores realizando una categorización

de ellos Esteley y Villarreal (1990), Esteley y Villareal (1996), Pochulu (2009); y

quiénes han estudiado al error como medio de enseñanza, tal como Astolfi (2004).

Hasta aqúı una breve reseña de investigaciones que abordaron el estudio de los

errores en distintos niveles del sistema educativo y en distintas asignaturas de ma-

temática o vinculadas a ella. Sólo uno de los trabajos mencionados se lleva a cabo

con estudiantes de una carrera docente y ninguno estudió los errores cometidos

en la resolución de inecuaciones.

4.3. Definiciones de error

A través de la historia, el concepto de error ha ido variando y los estudios se

fueron orientando según las corrientes pedagógicas y psicológicas predominantes,

aśı como por el curŕıculo matemático en los diferentes sistemas educativos. Sin

embargo, existen varias definiciones de error, de diversa naturaleza, manifestadas

por expertos en el tema. Es aśı como Gamboa Araya et al. (2019) realizan una

breve recopilación de definiciones dadas por algunos autores. Entre ellas se men-

cionan, por ejemplo, la definición propuesta por Godino (2004) quien expresa que

“Hablamos de error cuando el alumno realiza una práctica (acción, argumenta-

ción, etc.) que no es válida desde el punto de vista de la institución matemática

escolar”(p. 73). También la definición propuesta por Lucchini et al. (2006) quiénes

sostienen que “Se podŕıa definir “error” como un concepto equivocado o juicio fal-

so. Por su parte, la equivocación se define como el tener o tomar una cosa por

otra, juzgando u obrando desacertadamente” (p. 3). Y, por último, estos autores

exponen la definición dada por Miranda (2007) quien dice: “Se considera que el

error es un conocimiento deficiente, insuficiente, imperfecto, defectuoso, escaso o

incompleto; una desviación de un conocimiento establecido”(p. 20).

Abrate et al. (2006), definen el error desde una visión filosófica:

El estudio del conocimiento humano y de la capacidad del hom-
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bre para comprender ha sido siempre una preocupación constante de

la Filosof́ıa, determinando que el error es atribuible a la capacidad de

considerar verdaderos conceptos y procedimientos que están deficien-

temente desarrollados, que incluyen ideas contradictorias o interpreta-

ciones y justificaciones falsas. Esto se confirma, inclusive, en la misma

historia de la Matemática, donde podemos encontrar proposiciones que

se consideraron como verdaderas y que con el tiempo se demostró su

falsedad. (p. 21)

Otra definición es la propuesta por De La Torre (2004) quien define el error de

la siguiente manera:

Desde una perspectiva constructiva, el error es un desajuste entre

lo esperado y lo obtenido. Hace referencia a criterio, norma o valor;

pero no comporta actitud sancionadora ni punitiva. En otros tiempos

se castigaba duramente al sujeto que no lograba los aprendizajes pre-

vistos, sin analizar sus causas. Esa práctica carece de sentido educativo

mediante las calificaciones, sin analizar a qué se deben tales fallos. Sin

embargo, el error en la práctica escolar, simplemente pone de manifies-

to una ocurrencia inadecuada, la existencia de fallos en el proceso de

aprendizaje. (p. 80)

En cambio Matz (1980) expresa que los errores son intentos no exitosos de

adaptar los conociemientos adquiridos a una nueva situación. Por ello, considera

que el error es un esquema cognitivo inadecuado y no necesariamente se debe a la

falta de conocimiento.

Muchos investigadores y docentes coinciden en que el aprendizaje de la Ma-

temática genera dificultades en los estudiantes y, según Socas (1997), éstas pue-

den ser de distinta naturaleza. Algunas se originan en el macrosistema educativo

pero se concretan en el micrositema educativo (alumno, asignatura, profesor e

institución escolar). Es por ello que las dificultades pueden abordarse desde varias

perspectivas según si el énfasis está puesto en el desarrollo cognitivo del estudian-

te, en el curŕıculo de matemática o en los métodos de enseñanza. Es aśı como estas

dificultades se conectan en complejas redes que se manifiestan en la práctica en
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forma de obstáculos y aparecen en las producciones de los estudiantes en forma de

errores. Coincidiendo con Socas (1997), Del Puerto et al. (2006), consideran que el

alumno tiene un saber anterior, y estos conocimientos anteriores pueden ayudar

al nuevo conocimiento, pero a veces son un obstáculo . Esto provoca una rees-

tructuración del conocimiento. Por ello sostienen que los errores cometidos por los

alumnos en Matemática son una manifestación de esas dificultades y obstáculos

propios del aprendizaje.

Tanto Del Puerto et al. (2006) como muchos de los investigadores mencionados

consideran, al igual que la autora de este trabajo, que en las concepciones actua-

les, el error debe ser considerado como una fuente valiosa de información y no

como algo que debe penalizarse. Es por ello que el proceso de enseñanza y apren-

dizaje se debe reorientar para aprovechar al máximo las oportunidades que ofrece

aprender de los errores. Además, el error debe ser considerado como una fuente de

motivación y de oportunidades que se le presentan al alumno y que les permitirá

argumentar, discutir y rever sus conocimientos, para lograr un aprendizaje más

reflexivo y favorecer aśı a una mejor comprensión.

4.4. Origen de los errores

Motivos de la aparición y persistencia de los errores en el aprendizaje de la

Matemática hay muchos. Es por eso que parece necesario avanzar en el estudio

del origen y causas posibles de los errores cometidos por los estudiantes a fin de

tener una explicación general de cada error o de los errores cometidos por cada

alumno de manera tal que se pueda actuar sobre ello.

En cuanto al origen de los errores, tanto Davis (1984) como Pozo y Gómez

(2006) afirman que los errores no son producto del azar, sino que aparecen como

consecuencia de conocimientos adquiridos previamente y es posible predecir ciertos

patrones comunes de errores y dificultades que se presentan de forma similar en

distintos estudiantes. Es claro que la aparición de estas dificultades emerge de

un marco conceptual consistente, y todo proceso de instrucción es potencialmente

generador de errores y dificultades debido a diversas causales, algunas de las cuales

se presentan reiteradas veces y otras son inevitables. En esta mimsa ĺınea, Socas
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(2007) sostiene los errores no surgen de manera accidental, sino que los estudiantes

recurren a experiencias anteriores en matemática y emplean estrategias y reglas

personales en la resolución de problemas. Generalmente se acepta que muchos

alumnos tienen una actuación aparentemente satisfactoria, pero es muy probable

que oculten serios errores operacionales, estructurales y procesales de los objetos

matemáticos que dificultan los aprendizajes subsiguientes.

Pochulu (2009) afirma que las dificultades que pueden tener los alumnos al

abordar los contenidos de Matemática que se presentan en el nivel medio no

son triviales, y requieren de mucho tiempo para su apropiación y consolidación.

También expresa que no se debe pasar por alto que las oportunidades que tienen

los estudiantes de aprender matemática dependen mucho del entorno, del tipo

de tareas, de la formación y experiencia previa, etc. De estas oportunidades y

otros factores dependerá lo que aprenden y cómo se implican en las actividades

matemáticas y las actitudes que tienen hacia esta ciencia.

Por otro lado, no se debe olvidar que, durante la pandemia, el sistema educativo

sufrió un cambio abismal en la manera de trabajar. Pasar de la presencialidad a la

virtualidad total fue un desaf́ıo muy importante para muchos docentes e institu-

ciones y un cambio más abrupto aún para los alumnos en la manera de aprender.

Algunos investigadores como Soto-Meza et al. (2022), analizaron el impacto de la

educación virtual en el aprendizaje de la matemática en los estudiantes del nivel

primario y secundario en tiempos de pandemia. Para ello realizaron un análi-

sis documental de literatura relacionada al aprendizaje virtual, aprendizaje de la

matemática y propuestas para el aprendizaje de la misma en pandemia. De dicho

análisis surgen dos conclusiones contrapuestas. La primera de ella ofrece una mi-

rada favorable pues, algunas investigaciones analizadas como, por ejemplo, las de

Doz (2021), González et al. (2020), Meeter (2021) y Gore et al. (2021), demues-

tran un avance en los resultados de aprendizaje de la matemática en comparación

con los resultados antes de la pandemia. Pero a su vez, Soto-Meza et al. (2022)

consideran que estos resultados no necesariamente demuestran la realidad dado

que las calificaciones que se obtienen no reflejan realmente el logro de aprendizajes

en matemática, pues se cree que muchos docentes decidieron otorgar mayor im-
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portancia y valoración a la participación y a la presentación de trabajos. La otra

conclusión refiere a los resultados desfavorables. Investigaciones tales como las de

Engzell et al. (2021), Schult et al. (2022), Zierer (2021) y Azevedo et al. (2021)

coinciden en que los resultados de los aprendizajes han disminuido en la etapa

de la pandemia. Se habla de que hay una brecha de oportunidades que se hace

evidente con la realidad de muchos sectores de la sociedad muy desfavorecidos.

Si bien los errores pueden ser originados por diversas causas, es muy importante

tener un conocimiento general de los fundamentos teóricos y prácticos sobre esta

problemática y cómo esto repercute en el desarrollo curricular de manera tal, que

los docentes puedan adquirir herramientas que les permitan hacer un diagnóstico

y aportar un tratamiento para la superación de los errores.

4.5. Caracteŕısticas de los errores

Como se ha visto en la Sección anterior, el error puede tener diferentes proce-

dencias y poder abordar la caracterización general de los errores cometidos por

los estudiantes es de gran importancia. Tal es aśı que, por ejemplo, Abrate et al.

(2006) consideran las siguientes caracteŕısticas de los errores:

Los errores aparecen, por lo general, durante la clase y de una manera es-

pontánea. Aunque estos errores pudieron gestarse mucho antes, suelen sor-

prender al profesor.

Dependen de cada alumno en particular. Son persistentes y dif́ıciles de su-

perar porque requieren de una reorganización de los conocimientos en el

alumno.

Existe un mayor predominio de los errores sistemáticos con respecto a los

errores por azar u ocasionales. Estos errores sistemáticos muestran que los

procesos mentales han llevado a los estudiantes a una comprensión equivo-

cada.

Los errores sistemáticos son, en general, el resultado de concepciones inade-

cuadas de los fundamentos de la matemática.

33
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Muchos alumnos no son conscientes de los errores cometidos dado que no

cuestionan lo que les parece obvio y no consideran el significado de los con-

ceptos, reglas o śımbolos con que trabajan.

Algunos errores se gestan en la comprensión o el procesamiento que hace el

alumno de la información que da el profesor. Es decir, inventan su propio

método en base al método descrito por el profesor.

Las caracteŕısitcas expresadas por los investigadores antes mencionados coinci-

den en algunos puntos con Rico (1995), quien propone como caracteŕısticas gene-

rales de los errores cometidos por los estudiantes, las siguientes:

Los errores son sorprendentes. Los errores cometidos por los estudiantes ge-

neralmente surgen de manera sorprendente, dado que, por lo general, se han

mantenido ocultos para el profesor durante algún tiempo.

Los errores son extremadamente persistentes. Pueden reflejar el conocimiento

de los alumnos sobre un concepto o el uso particular de reglas nemotécni-

cas. Generalmente son resistentes a cambiar por śı mismos debido a que la

corrección de errores puede necesitar de una reorganización fundamental del

conocimiento de los alumnos.

Los errores pueden ser sistemáticos o por azar. Los errores sistemáticos se

toman como śıntomas que señalan un método equivocado subyacente en el

estudiante, pero éste los utiliza y considera como correctos. En cambio, los

errores por azar reflejan falta de cuidado y lapsus ocasionales y no tienen

gran importancia.

Los errores ignoran el significado, de este modo, las respuestas incorrectas no

se ponen en cuestión. Los errores que cometen los estudiantes no consideran

el significado de los śımbolos y conceptos con los que trabajan.

Gamboa Araya et al. (2019) expresan que los errores son manifestaciones de las

dificultades que presentan los estudiantes y que provienen de concepciones que

fueron útiles en su momento pero que, al aplicarlo en otros contextos, resultan

inapropiadas. A continuación se presenta una breve descripción de las dificulta-

des y las posibles causas de su aparición con las que se encuentran los alumnos,
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realizada por Godino (2004).

1. Dificultades relacionadas con los contenidos matemáticos.

Una de las posibles causas y dificultades en el aprendizaje es la abstracción

y generalización de las matemáticas. A veces el error se produce porque el

alumno usa un conocimiento que es válido en algunas circunstancias pero en

otras no, es decir, aplica un conocimiento indebidamente.

2. Dificultades causadas por la secuencia de actividades propuesta.

En este caso puede suceder que la propuesta de actividades que presenta

el docente a sus alumnos no sea significativa. Esto puede deberse a que el

docente no estructura de manera adecuada los contenidos que quiere enseñar,

a que los materiales elegidos para llevar a cabo la clase no sean claros o bien la

presentación del tema que hace el docente no es clara ni esté bien organizada.

3. Dificultades que se originan en la organización de la institución.

Aspectos como el horario de la clase, número de estudiantes, materiales o

recursos didácticos insuficientes, entre otros, pueden dificultar el aprendizaje

de los estudiantes.

4. Dificultades relacionadas con la motivación del alumnado.

Puede suceder que las actividades propuestas por el docente sean poten-

cialmente significativas y que la metodoloǵıa sea la adecuada, pero que los

alumnos no encuentren motivación en ella. Esto puede estar relacionado con

la autoestima y la historia escolar del alumno.

5. Dificultades relacionadas con el desarrollo psicológico de los alumnos.

Una fuente de dificultades de aprendizaje se debe al hecho de que algunos

alumnos aún no hayan superado la etapa previa al nivel académico requerido

para su edad.

6. Dificultades relacionadas con la falta de dominio de los contenidos anteriores.

En algunos casos, el alumno no posee los conocimientos previos necesarios

para poder aprender el nuevo contenido. Esto provoca una distancia no ade-
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cuada entre el nuevo contenido y lo que sabe el alumno.

Los errores sistemáticos propician la creación de patrones de comportamiento

equivocados en la ejecución de las tareas. Son patrones consistentes de errores.

Algunos investigadores como Miranda (2007) y Del Puerto et al. (2006) los han

diferenciado en dos niveles:

Nivel individual : las personas muestran gran regularidad en su modo de

resolver ejercicios y problemas similares.

Nivel colectivo: distintas personas cometen errores semejantes en determina-

das etapas de su aprendizaje.

Dadas estas regularidades con las que suelen presentarse los errores, es que

varios autores han realizado clasificaciones de los mismos en el aprendizaje de la

matemática, ya sea por su naturaleza, su posible origen o su forma de manifestarse.

4.6. Clasificación y categorización de los errores

Este trabajo tiene por finalidad describir y estudiar los errores y dificultades

cometidos en la resolución de inecuaciones por los alumnos que ingresan en el

primer año de la carrera PESM del Instituto Superior de Formación Docente N°

23. Es por ello que se considera de gran importancia realizar una clasificación

y categorización de los errores cometidos en matemática, cuyo objetivo sea el

de centrar la atención en los diferentes aspectos para reflexionar sobre ellos y

ofrecer una propuesta de enseñanza más eficaz que ayude a los estudiantes en sus

dificultades cognitivas y colabore con el desarrollo de una actitud racional hacia

la matemática.

Muchos investigadores han realizado distintas clasificaciones de los errores con

el propósito de crear esquemas para la interpretación. A continuación se presenta

una śıntesis de algunas de las clasificaciones que se consideran relevantes.

4.6.1. Clasificación propuesta por Radatz (1979)

Este autor realiza una clasificación de los errores partiendo del procesamiento

de la información y establece cinco categoŕıas generales:
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Errores debido a la dificultad del lenguaje.

El aprendizaje de conceptos, śımbolos y vocabulario matemático es para mu-

chos alumnos un problema similar al aprendizaje de una lengua extranjera.

Una falta de comprensión semántica de los textos matemáticos es fuente de

errores. Es decir, errores derivados del mal uso de los śımbolos y términos

matemáticos debido a su inadecuado aprendizaje.

Errores debido a dificultades para obtener información espacial.

Muchos de estos errores matemáticos emergen de las diferencias entre las

imágenes espaciales y el pensamiento espacial de los alumnos. Estos erro-

res aparecen cuando es necesario hacer una representación espacial de una

situación matemática o de un problema geométrico y no se logra realizarlo

con éxito.

La representación icónica de las situaciones matemáticas puede implicar

grandes dificultades en el procesamiento de la información. Además, el análi-

sis y la percepción a menudo exigen más del alumno que el problema ma-

temático mismo.

Errores debido a un aprendizaje deficiente de hechos, destrezas y conceptos

previos.

Entre ellos se pueden mencionar las deficiencias en el contenido y los pro-

blemas de conocimiento. Estas deficiencias pueden ser el desconocimiento de

algoritmos, manejo inadecuado de conceptos básicos, realización de procedi-

mientos incorrectos, incomprensión de śımbolos, etc.

Errores debido a la rigidez de pensamiento.

En estos casos, los alumnos no pueden adaptar lo que ya conocen a situa-

ciones nuevas, es decir, existe una falta de flexibilidad en el pensamiento.

Dentro de esta clase de errores podemos mencionar los siguientes:

• Errores por perseveración, en los que predominan elementos singulares

de una tarea o problema.

• Errores de asociación, que incluyen razonamientos o asociaciones inco-
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rrectas entre elementos singulares.

• Errores de interferencia, en los que operaciones o conceptos diferentes

interfieren con otros.

• Errores de asimilación, en los que una audición incorrecta produce faltas

en la lectura o escritura. Cuando la información es mal procesada debido

a fallas de percepción.

• Errores de transferencia negativa a partir de tareas previas.

Errores debido a la aplicación de reglas o estrategias irrelevantes.

Se producen por el desarrollo incorrecto de algoritmos, la falta de estrategias

en la solución de tareas matemáticas, aplicación de reglas o estrategias simi-

lares en contenidos diferentes, etc. El razonamiento por analoǵıa no siempre

funciona en matemática.

4.6.2. Clasificación propuesta por Movshovitz-Hadar et al. (1987)

Para estos autores, los errores pueden enmarcarse en las siguientes categoŕıas:

Datos mal utilizados.

Errores producidos por alguna discordancia entre los datos y el tratamiento

que le da el alumno, debido, por ejemplo, a que se agregan datos extraños o

se olvida algún dato primordial para la resolución del problema, se respon-

den cuestiones que no se preguntan o no son necesarias, se utilizan valores

numéricos de una variable en otra o se realiza una lectura incorrecta del

enunciado, entre otras.

Interpretación incorrecta del lenguaje.

Errores debidos a una traducción de hechos matemáticos de un lenguaje a

otro. Por ejemplo, interpretación incorrecta de śımbolos gráficos como térmi-

nos matemáticos y viceversa.

Inferencias no válidas lógicamente.

Aqúı se encuentran aquellos errores que se producen por falacias de razona-
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mientos. Entre otros ejemplos se pueden mencionar: derivar de un enunciado

condicional su rećıproco o su contrario, derivar del consecuente el anteceden-

te, incorrecta utilización de los cuantificadores, etc.

Teoremas o definiciones deformados.

Es el caso de aquellos errores que surgen de alterar un principio, regla o

teorema como, por ejemplo, utilizar un teorema sin verificar las condiciones

iniciales o hipótesis.

Falta de verificación en la solución.

Como, por ejemplo, desconexión entre lo anaĺıtico y lo gráfico, respuestas

consecutivas incoherentes entre śı y no comprobación de que los resultados

obtenidos satisfacen las condiciones del problema propuesto.

Errores técnicos.

Aqúı se encuentran, por ejemplo, errores de cálculo, de distracción, de ma-

nipulación errática de śımbolos algebraicos, etc.

4.6.3. Clasificación propuesta por Socas (1997)

Este investigador sostiene que los errores se deben a ciertas dificultades que se

pueden agrupar en cinco categoŕıas: dificultades asociadas a la complejidad de los

objetos matemáticos, dificultades asociadas a los procesos del pensamiento ma-

temático, dificultades asociadas a los procesos de enseñanza desarrollados para el

aprendizaje de las matemáticas, dificultades asociadas a los procesos de desarrollo

cognitivo de los alumnos y dificultades asociadas a las actitudes afectivas y emo-

cionales hacia las matemáticas. A partir de estas dificultades, clasifica los errores

de acuerdo con su origen en:

Errores que tienen su origen en un obstáculo.

El obstáculo es un conocimiento adquirido, no una falta de conocimiento,

que ha demostrado su efectividad en ciertos contextos pero cuando el alumno

utiliza este conocimiento fuera de dichos contextos, origina respuestas inade-

cuadas.
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Errores que tienen su origen en la ausencia de sentido.

Estos errores se originan en los distintos estad́ıos de desarrollo que se dan en

los sistemas de representación y se pueden diferenciar en tres etapas distintas:

1. Errores del álgebra que tienen su origen en la aritmética. Para entender

la generalización de las relaciones y procesos se requiere que éstos antes

hayan sido asimilados en el contexto aritmético.

2. Errores de procedimiento. En este caso los alumnos usan de manera

inapropiada fórmulas o reglas de procedimiento.

3. Errores del álgebra debido a las caracteŕısticas propias del lenguaje al-

gebraico. Un ejemplo de este tipo de error es el sentido del signo igual

en álgebra. El sentido de igualdad aritmética se conserva en el álgebra

cuando se trabaja con tautoloǵıas algebraicas, pero no en expresiones

como por ejemplo 3x− 5 = 2x+ 1 que sólo es verdadera cuando x vale

6.

Errores que tienen su origen en actitudes afectivas y emocionales hacia las

matemáticas.

Son ejemplos de este tipo de errores la falta de concentración, la excesiva

confianza, los bloqueos, olvidos, etc.

4.6.4. Clasificación propuesta por Astolfi (2004)

Este investigador propone una tipoloǵıa para los errores desde una perspectiva

general, la cual pretende romper con las categoŕıas tradicionales adoptadas para

hablar sobre ellos y son las siguientes:

Errores debido a la redacción y comprensión de las instrucciones.

Provienen de la mala comprensión de las consignas o instrucciones de trabajo

(orales o escritas) dadas en la clase. Muchas veces los términos utilizados para

la presentación de las actividades o la introducción de ejercicios y problemas

no son del todo claros. La dificultad en la lectura puede estar relacionada

con la comprensión de las consignas.
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Errores que provienen de los hábitos escolares o de una mala interpretación

de las expectativas.

Muchos de los errores de los alumnos provienen de la dificultades que ellos

encuentran para entender aspectos impĺıcitos de la situación o de la clase,

como ser el contrato didáctico establecido con los docentes, lo que se espe-

ra de ellos, las costumbres dentro del aula, reglas propias aunque no estén

formalizadas, etc.

Errores como resultado de las concepciones alternativas de cada estudiante.

Las concepciones alternativas de los alumnos también son conocidas como

representaciones. Estas representaciones perduran a lo largo de la escolaridad

y afloran en las producciones y respuestas de forma inesperada, es decir, los

alumnos no esperan a que les llegue un determinado contenido en una clase

para construir mentalmente un sistema coherente de explicaciones.

Errores ligados a las operaciones intelectuales implicadas.

Algunos de estos errores están relacionados más directamente con la di-

versidad de las operaciones intelectuales que deben utilizarse para resolver

los problemas y que, aparentemente, están al alcance de los alumnos. Por

ejemplo, los problemas de suma son más fáciles si se corresponden con una

ganancia que con una pérdida.

Errores en los procesos adoptados.

Los errores en los recorridos empleados pueden ser muy diversos y muchas

veces el docente espera el uso de un procedimiento estándar, no llegando a

comprender el camino o la intención del alumno. Es decir, a veces los alumnos

optan por un procedimiento o estrategia de resolución distinta a la esperada

por el profesor, entonces éste lo considera como un error.

Errores debido a la sobrecarga cognitiva en la actividad.

La capacidad de trabajo es limitada y se subestima frecuentemente la car-

ga cognitiva de la actividad. Aśı la sobrecarga cognitiva puede darse, por

ejemplo, cuando el número de operaciones mentales que deben efectuarse y
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conservarse es muy superior al ĺımite soportado.

Errores que tienen su origen en otra disciplina.

Estos errores se presentan cuando los alumnos transfieren conocimientos pre-

vios de otras disciplinas o dentro de la misma. El parecido superficial de

situaciones en disciplinas distintas, o incluso en la misma, juega un papel

esencial frente a los alumnos. Muchas veces transfieren un saber indebida-

mente porque creen que existen parecidos entre las situaciones.

Errores causados por la complejidad propia del contenido.

Este error está relacionado con la complejidad interna del contenido. Por

ejemplo, muchas veces se trabaja un contenido como ampliación de otro con-

tenido estudiado anteriormente, pero dicha ampliación en ocasiones se consi-

dera como una simple generalización de las adquisiciones anteriores cuando

en realidad requiere de una renovación teórica importante.

Hasta el momento, se ha presentado y detallado algunas de las clasificaciones

y categorizaciones mas relevantes respecto de los errores en matemática a fin de

poder entender su procedencia. Rico (1995) sostiene que el estudio de errores en

el aprendizaje de la matemática es un proceso muy complejo, lo que lo hace una

tarea dif́ıcil a la hora de delimitar las causas posibles. Su dificultad radica en el

hecho de que se debe tener en cuenta la interacción de muchas variables, como

ser, el bagaje de conocimientos previos que traen los estudiantes, el docente y

su modo de dar las clases, el curŕıculo, el entorno social en el que se encuentra

enmarcada la institución, el medio cultural y sus relaciones, aśı como las posibles

interacciones entre estas variables. Esta es una tarea dif́ıcil pero fundamental. Es

aśı que la importancia de este trabajo no sólo radica en la detección y clasificación

de los errores cometidos por estudiantes de PESM, sino también tiene por objeto

ofrecer una propuesta de enseñanza que ayude a reflexionar sobre ello.

Dentro del ámbito de las matemáticas, una de las clasificaciones más utilizadas

es la de Radatz (1979), que, como se ha dicho, está basada en las teoŕıas del

procesamiento de la información. Por ello es que para llevar a cabo esta tarea se

utilizará dicha clasificación debido no sólo a la importancia sino también a que
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se considera la más apropiada para poder analizar los errores cometidos en la

resolución de la actividad diagnóstica.

4.7. Errores en el aprendizaje de las inecuaciones

Tal como se ha mencionado en la Sección 3.2, varios investigadores han abor-

dado el estudio de los errores y dificultades en torno al tema inecuaciones, con la

intención de buscar alternativas didácticas y metodológicas que ayuden a mejorar

la comprensión del objeto matemático en estudio. La detección de las dificultades

que presentan los estudiantes en la resolución de inecuaciones y su posterior análi-

sis son un tema de interés para investigadores de todo el mundo. Tal es el caso de

Vargas (2013) quien señala dificultades en la resolución de inecuaciones lineales de

estudiantes de nivel secundario en Costa Rica. Tras realizar un análisis cualitativo

de los resultados de la prueba diagnóstica obtuvo los siguientes resultados:

No es claro cuál de los śımbolos < y > significa “mayor que” y cuál “menor

que”.

No comprenden que la afirmación x > a, con a ∈ R, incluye como soluciones

todos los números reales mayores que a. Muchas veces consideran que las

soluciones son únicamente números enteros.

Algunos estudiantes aprenden el procedimiento algoŕıtmico sin comprenderlo

y memorizan reglas tales como “se le da vuelta al śımbolo”, sin entender la

razón por la que se cambia el śımbolo mayor a menor o viceversa durante el

proceso de resolución de la desigualdad.

Reproducen ideas erróneas aprendidas al resolver operaciones con polinomios

o ecuaciones lineales.

En cuanto a la resolución de inecuaciones cuadráticas, Sánchez (2012) sostiene

que esta problemática también se puede percibir en los estudiantes de las carreras

de humanidades de la Universidad Señor de Sipán, Perú. Alĺı, en los primeros

cursos de matemática, se han observado las siguientes limitaciones y dificultades

en la enseñanza y aprendizaje de este objeto matemático:
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En el dictado de clases, se presenta la definición, la notación formal y rápi-

damente las técnicas de resolución como simples pasos a seguir.

En el caso particular de la enseñanza de las inecuaciones cuadráticas no se

consideran aplicaciones mediante problemas contextualizados.

En la resolución de este tipo de inecuaciones, los estudiantes aprenden las

técnicas algebraicas de manera mecánica sin ninguna fundamentación y no

tienen una visualización clara de lo que es resolver una inecuación.

En los procesos de resolución de inecuaciones cuadráticas los alumnos utili-

zan los mismos procedimientos que en la resolución de ecuaciones cuadráti-

cas, determinan las ráıces de la función cuadrática y no logran continuar

con el procedimiento, ocasionado limitaciones para determinar el conjunto

solución.

Dificultades para identificar las inecuaciones equivalentes, especialmente cuan-

do el término cuadrático tiene signo negativo.

Dificultades para determinar el conjunto solución de la inecuación cuadrática

cuando su expresión no puede factorizarse en R.

En España, Garrote et al. (2004) llevaron a cabo una investigación con el objeto

de describir y analizar algunos errores y dificultades de los alumnos del primer

curso de bachillerato de las modalidades tecnológico y ciencias de la naturaleza y

la salud en el aprendizaje de las inecuaciones y señalan las siguientes dificultades:

Los estudiantes tienen dificultades para establecer diferencias significativas

entre los conceptos de inecuación y de ecuación.

Existen problemas para reconocer la equivalencia de las expresiones x > a y

a < x, con a ∈ R. Usualmente los alumnos resuelven los ejercicios colocando

la variable en el miembro izquierdo de la inecuación, ya que si cambian la

presentación tienen problemas para interpretarla.

Presentan serias dificultades al pasar de un enunciado literal a una expresión

algebraica, sobre todo si se incluye una doble desigualdad.

No interpretan adecuadamente la solución de una inecuación.
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Para muchos alumnos, el álgebra es “operar” con números y letras, sin otro

objetivo que el de obtener valores para las mismas aplicando algoritmos de

resolución.

Hay dificultades propias de la aritmética que dificultan la solución de inecua-

ciones, por ejemplo, el uso de la reglas de los signos.

Utilizan las expresiones literales (variables) sin atribuir ningún tipo de sig-

nificado.

Los alumnos utilizan únicamente el lenguaje algebraico para el abordaje de

diferentes problemas propuestos, en parte como consecuencia de la forma en

la que los docentes abordan el tema en clase.

Hay ausencia de significado en el trabajo con inecuaciones. Debe reforzarse

el concepto de inecuaciones equivalentes.

Estos autores sostienen que los resultados obtenidos en su investigación mues-

tran las dificultades de interpretación que tienen los alumnos, dado que cuando

resuelven inecuaciones no son capaces de sacar conclusiones. Esta situación tam-

bién se observa en algunos de los ejercicios inconclusos que dejan los alumnos.

Anteriormente, Barbosa (2003) determinó que la resolución de las inecuaciones

por parte de los alumnos de enseñanza media y superior conllevan innumerables

errores de concepción, de entendimiento y de empleo de las propiedades del cuer-

po ordenado de los números reales y tales errores son bastante comunes en los

diferentes niveles del sistema educativo.

Hasta el momento se han mostrado diversos problemas y dificultades que pre-

sentan los estudiantes durante el proceso de aprendizaje de las inecuaciones, y es

por ello que muchos investigadores intentan ofrecer respuestas y alternativas que

permitan a los estudiantes alcanzar una compresión adecuada de este concepto.

Estos errores y dificultades deben ser estudiados y analizados para poder ofrecer

propuestas con sugerencias metodológicas que ayuden a paliar las dificultades que

se presentan pero, a su vez, ayuden a reflexionar sobre los errores y a capitalizar

dicho trabajo en pos de una mejora en la comprensión de estos temas.
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Caṕıtulo 5

El diagnóstico

5.1. Introducción

Para llevar adelante esta investigación se realizó una actividad con los alumnos

ingresantes a la carrera PESM del Instituto Superior de Formación Docente N° 23

de la ciudad de Luján, provincia de Buenos Aires. Esta actividad de diagnóstico

tiene la intención de conocer el grado con que los estudiantes que ingresan a la ca-

rrera docente antes mencionada dominan las inecuaciones. Es decir, intenta poner

en evidencia las dificultades y errores cometidos en la resolución de inecuaciones,

contenido que trabajarán a lo largo de toda su estad́ıa en el profesorado, en las

diferentes unidades curriculares de matemática.

5.2. ¿Qué es la evaluación diagnóstica?

El diagnóstico o evaluación diagnóstica es una actividad que tiene por objetivo

conocer el tipo y nivel de conocimientos que tienen o han adquirido los estudian-

tes al inicio de clases, de un tema o de un peŕıodo académico. Socas (1997) lo ha

definido como un conjunto de situaciones de aprendizaje las cuales son planteadas

para reconocer y estudiar las dificultades espećıficas del aprendizaje, que trata de

determinar la naturaleza de las mismas. Dicha evaluación se realiza, en general, al

inicio de cada unidad didáctica, sin embargo, para analizar los errores y dificulta-

des en este trabajo de investigación se hace necesario implementarla al comienzo
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de la cursada del espacio curricular Introducción al Cálculo. También Serradell

et al. (1987) consideran que el diagnóstico es un proceso que trata de describir,

clasificar, predecir y explicar el comportamiento de un sujeto dentro del marco

escolar. Incluyen un conjunto de actividades de medición y evaluación de un su-

jeto (o grupo de sujetos) o de una institución con el fin de dar una orientación.

Mollà (2001) considera que es un proceso metodológico, también una actividad

basada en la ciencia y que tiene por finalidad indagar sobre los conocimientos que

poseen los estudiantes con la intención de fortalecer el aprendizaje de los mismos

cuando los resultados no son los esperados. Una vez conocidos los resultados de la

evaluación diagnóstica se hacen los cambios pedagógicos para mejorar los procesos

de enseñanza.

Cabe destacar la importancia de llevar a cabo este tipo de actividades pues es

necesario realizar periódicamente un análisis del proceso educativo, de lo que se

está enseñando, conocer y valorar mediante la evaluación las competencias básicas

que tienen los estudiantes, el grado de conocimientos y de logros que ellos han

adquirido mediante el proceso enseñanza y aprendizaje. Una de las finalidades de

dicha actividad es poder reflexionar sobre los cambios que se deben realizar con el

objeto de tener una visión sobre las mejoras pedagógicas a realizar y ofrecer una

orientación sobre cómo enfocar el aprendizaje de los estudiantes.

5.3. Diseño e implementación

El objetivo de esta evaluación es indagar acerca de las dificultades y errores

que presentan los alumnos que ingresan al PESM en el estudio de las inecuacio-

nes. Para la elaboración de dicha actividadad se toman como referencia algunas

dificultades y errores arrojados por investigaciones presentadas en los Caṕıtulos

3 y 4 de este trabajo. Los aspectos matemáticos fundamentales que se pretenden

indagar con esta evaluación diagnóstica son los siguientes:

La definición de desigualdad y su aplicación.

Interpretación de desigualdades numéricas y su representación en la recta

real.
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La traducción del lenguaje coloquial al lenguaje algebraico.

La resolución algebraica de inecuaciones lineales con una sola incógnita me-

diante el uso de propiedades algebraicas y de orden de los números reales.

Análisis de las soluciones de distintos tipos de inecuaciones lineales.

Resolución de inecuaciones cuadráticas.

Resolución de inecuaciones racionales vinculando la resolución de las inecua-

ciones con el estudio de las desigualdades a través del análisis gráfico de

funciones.

Dicha actividad consta de una serie de seis ejercicios de resolución de inecua-

ciones y desigualdades que deben resolver explicando y argumentando todas las

decisiones tomadas a la hora de responder. La evaluación diagnóstica fue entre-

gada a 28 alumnos que ingresaron al PESM durante el año 2022, en el espacio

curricular de Introducción al Cálculo que tiene destinadas cinco horas semana-

les (dos horas los d́ıas martes y tres horas los d́ıas jueves). La implementación

del diagnóstico se llevó a cabo durante una clase de tres horas de duración en el

transcurso del primer mes de clases.

Cabe mencionar que esta actividad sólo tiene como objetivo recabar informa-

ción acerca de los conocimientos previos con los que ingresan los estudiantes al

profesorado, es por ello que no tendrá ningún impacto en su desempeño durante

el año, es decir, no llevará ninguna calificación ni determinará la aprobación del

espacio curricular en el que se lleva a cabo. También es importante aclarar que

fue implementada al inicio del ciclo lectivo y durante ese peŕıodo no se han de-

sarrollado aún los temas correspondientes al primer año en el espacio curricular

antes mencionado.

5.4. El diagnóstico

A continuación se muestra la evaluación diagnóstica presentada a los estudian-

tes:
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Resolver las siguientes actividades en una nueva hoja en la que

figuren:

Nombre

Edad

Colegio del que proviene

Año de egreso

Año de ingreso al profesorado

Justificar cada una de las respuestas dadas explicando los

procesos o pasos que te llevaron a dar esas respuestas.

EJERCICIO 1:

a. Sabiendo que k es un número real, escribir la siguiente afirmación

mediante expresiones matemáticas: “k es menor o igual que −1

y mayor que −3.

b. Mencionar al menos 4 valores de k que hagan verdadera la expre-

sión anterior.

c. Representar gráficamente todos los posibles valores de k que cum-

plen con la condición anterior.

EJERCICIO 2:

Hallar el conjunto solución de la siguiente inecuación: 2(x−3) > 5x+9

EJERCICIO 3:

Dada la siguiente inecuación: 4− 2(3− x) < 7− 2(1− x)

a. ¿Existe al menos un número real que la verifique?

b. Hallar el conjunto de números reales que verifica la inecuación.

EJERCICIO 4:

Hallar el conjunto solución de la siguiente inecuación: x2 − 5x > −6 y

verificar para algunos elementos del conjunto.
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EJERCICIO 5:

Sean las funciones f(x) =
1

x
y g(x) = 1

a. Graficar ambas funciones en un mismo sistema de ejes cartesianos.

b. ¿Para qué valores de x se tiene que f(x) = g(x)?

c. Hallar anaĺıticamente todos los valores de x para los cuáles

f(x) < g(x). Verificar gráficamente las soluciones halladas.

EJERCICIO 6:

Hallar el conjunto solución de la siguiente inecuación:
x− 2

x+ 1
> 2

Verificar para al menos 3 elementos del conjunto solución.

Con la información recabada en dicho diagnóstico, el trabajo se centra en el

análisis de los errores que cometen los alumnos ingresantes y, mediante el uso de

las funciones semióticas, tratar de explicar las posibles causas que originan esos

errores. En cada ejercicio el estudiante debe explicitar, como si les explicara a sus

compañeros, el desarrollo de la resolución del problema, mostrando las estrategias

puestas en juego. Una vez detectados y analizados los errores cometidos por los

estudiantes en los ejercicios del diagnóstico, se confecciona una propuesta de en-

señanza cuyas sugerencias metodológicas se describen el Caṕıtulo 7 y que apuntan

a trabajar sobre las dificultades detectadas en dicha actividad.

En el primer cuatrimestre de Introducción al Cálculo se estudian los conjuntos

numéricos, sus propiedades algebraicas y de orden para luego resolver ecuaciones

e inecuaciones de manera algebraica. Posteriormente, en el segundo cuatrimestre

de la misma asignatura, se trabaja con el análisis esquemático de funciones polino-

miales, racionales, exponenciales, logaŕıtmicas y trigonométricas. La intención que

manifiesta la propuesta didáctica desarrollada en el Caṕıtulo 7 es la de retomar el

tema de inecuaciones trabajándose desde un enfoque gráfico debido a que, en esta

segunda mitad del calendario académico, los alumnos realizan análisis gráfico de

funciones.
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5.5. Establecimiento de funciones semióticas

Según la TFS, el conocimiento se construye desde la actividad práctica, donde

el dominio de las herramientas semióticas son un elemento básico, pues dichas

herramientas, según Duval (2000), son esenciales para la actividad cognitiva. Las

funciones semióticas se pueden interpretar, metafóricamente, como una correspon-

dencia entre conjuntos, poniendo en juego tres componentes, tal como se muestra

en la Figura 5.1.

Figura 5.1: Funciones semióticas.

Para Godino (2003), la noción de función semiótica es caracterizada mediante

la pareja expresión/contenido o significante/significado que presupone una regla

de correspondencia entre las componentes de dicha pareja y, por lo tanto, un

acto de interpretación. Aśı, la comprensión de un objeto matemático por parte

de los sujetos puede ser interpretada en términos de las funciones semióticas que

éstos puedan establecer al poner en juego dicho objeto, ya sea como expresión o

contenido de tales funciones.

Tal como se explicó en el Caṕıtulo 2, tanto el objeto inicial como el final pueden

estar constitúıdos por entidades primarias que desempeñan el papel de expresión

o de contenido en las funciones semióticas, resultando, por tanto, diferentes tipos

de tales funciones. Según el plano del contenido, se resumen en la Figura 5.2 los
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tipos de funciones semióticas.

Figura 5.2: Tipos de funciones semióticas según su contenido.

A continuación, se utiliza esta teoŕıa para establecer las funciones semióticas

en cada uno de los ejercicios del diagnóstico. Cabe aclarar que se propone una

serie de funciones semióticas para cada ejericicio pero que no son únicas. Podŕıan

establecerse otro tipo de funciones dependiendo del abordaje que se haga en cada

ejercicio. Esta noción, la de función semiótica, permite proponer una interpreta-

ción del conocimiento y la comprensión del objeto que tienen los estudiantes en

términos de las funciones que puede o no establecer. Las funciones semióticas que

se establecen en los ejercicios se basan en la tipoloǵıa realizada por Godino (2003)

que fue explicada en la Sección 2.3.4. y se tratará de vincular con la categorización

de los errores propuesta por Radatz (1979), detallada en la Sección 4.6.1.

El enunciado del Ejercicio 1 dećıa lo siguiente:
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EJERCICIO 1:

a. Sabiendo que k es un número real, escribir la siguiente afirmación

mediante expresiones matemáticas: “k es menor o igual que -1 y mayor

que -3.”.

b. Mencionar al menos 4 valores de k que hagan verdadera la expresión

anterior.

c. Representar gráficamente todos los posibles valores de k que cumplen

con la condición anterior.

En la Figura 5.3 se muestran las funciones semióticas que podŕıan establecerse

en el ı́tem a. La función f1 relaciona el enunciado del problema en lenguaje co-

loquial con los śımbolos matemáticos necesarios para expresar la afirmación que

propone el ı́tem. Las funciones f2 y f3 establecen la asociación entre las proposicio-

nes enunciadas en lenguaje natural y las expresiones matemáticas simbólicas que

las representan. La función f4 establece una conjunción de proposiciones, es decir,

los estudiantes debeŕıan reconocer que las proposiciones 1 y 2 se cumplen en si-

multáneo y como consecuencia reconocer el śımbolo matemático ∧ para completar

la tarea pedida en el primer ı́tem.

Figura 5.3: Funciones semióticas establecidas en el Ejercicio 1 a.
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De las funciones establecidas en este primer ı́tem, f1 es la de menor complejidad

pero es elemental pues no seŕıa posible reconocer el uso de un śımbolo ni interpretar

el sentido de una expresión que lo involucra sin conocer, en principio, cómo se lo

denomina.

En cuanto al ı́tem b., en la Figura 5.4 se establece una única función semiótica:

f5, que relaciona los números reales elegidos por los estudiantes con las expresiones

matemáticas expresadas en lenguaje simbólico, pues los números elegidos deben

verificar simultáneamente las relaciones de desigualdad que escribieron.

Figura 5.4: Función semiótica establecida en el Ejercicio 1 b.

En cuanto al ı́tem c. la Figura 5.5 muestra la función semiótica f6. Esta función

establece la vinculación entre todos los números reales que verifican las desigual-

dades planteadas y su representación en la recta nunérica. Aqúı no sólo deben

representar los números reales elegidos en el ı́tem b. sino que deben identificar

todos los números reales que verifican las desigualdades presentadas en el ı́tem a.

En este caso deben reconocer que dicha representación es mediante un intervalo

de números reales.

Figura 5.5: Función semiótica establecida en el Ejercicio 1 c.

Respecto a la clasificación de las funciones semióticas involucradas en este pri-
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mer ejercicio, las funciones f1, f2, f3 y f6 son de tipo lingǘıstica, en cambio f4 es

de tipo conceptual y actuativa, pues deben reconocer el concepto de conjunción

de proposiciones, identificar los intervalos que intervienen, para luego representar

la intersección entre ellos. La función f5 es de tipo actuativa y f6, además de ser

de tipo actuativa tamb́ıen es de tipo lingǘıstica.

En caso de establecer una posible relación entre las funciones semióticas con

la clasificación de los errores propuesta por Radatz (1979) mencionada en la Sec-

ción 4.6, se podŕıa decir que, una posible falta de establecimiento de funciones

semióticas de tipo lingúıstico o establecimiento incorrecto de ellas, se podŕıa vin-

cular directamente a la categoŕıa “Errores debido a la dificultad del lenguaje”. Es

esperable que los estudiantes que tienen dificultades para leer, por ejemplo, un

śımbolo matemático como puede ser ≥, arrastren esas dificultades hacia el resto

de las actividades propuestas.

Se establecen ahora las funciones semióticas referidas al Ejercicio 2, cuya con-

signa era la siguiente:

EJERCICIO 2:

Hallar el conjunto solución de la siguiente inecuación:

2(x− 3) > 5x+ 9

Para este ejercicio se podŕıa establecer una función semiótica f1 que es de ti-

po actuativa y que se puede observar en la Figura 5.6. Esta función relaciona la

inecuación presentada en el ejercicio con su resolución. Para ello, es necesario que

los estudiantes reconozcan y apliquen correctamente las propiedades algebraicas

y de orden de los números reales y luego puedan establecer el conjunto solución.

Además, la función identificada es del tipo actuativa y proposicional, dado que

en el proceso de resolución se debeŕıan reconocer y aplicar algunas proposiciones

para llegar a un resultado correcto. Por ejemplo, es necesario reconocer la propie-

dad distributiva del producto respecto de la suma, la propiedad asociativa y las

propiedades de orden de los números reales. También, al despejar la variable en

la desigualdad, debeŕıan reconocer algunas propiedades, como por ejemplo, que al

sumar a ambos miembros de una desigualdad una expresión, no cambia el sentido
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de la desigualdad pero que, al multiplicar ambos miembros de una desigualdad por

un número, debeŕıan reconocer que si dicho número es positivo, la desigualdad se

conserva, en cambio si es negativo, deberán invertir el sentido de la desigualdad.

Y si es cero el valor por el que se multiplica, la desigualdad se transforma en una

igualdad por ser cero el elemento absorbente para el producto.

Figura 5.6: Función semiótica establecida en el Ejercicio 2.

En cuanto a la relación con las categoŕıas de errores, la falta de establecimiento

de esta función o el establecimiento incorrecto, podŕıa vincularse a la categoŕıa

denominada “Errores debido a un aprendizaje deficiente de hechos, destrezas y

conceptos previos”, pues no reconocer o aplicar correctamente propiedades alge-

braicas y de orden, pueden llevar a cometer errores no sólo de operatoria sino

también de interpretación.

Respecto del Ejercicio 3, recordemos que su consigna era la siguiente:

EJERCICIO 3:

Dada la siguiente inecuación: 4− 2(3− x) < 7− 2(1− x)

a. ¿Existe al menos un número real que la verifique?.

b. Hallar el conjunto de números reales que verifica la inecuación.

Las funciones semióticas para este ejercicio se presentan en la Figura 5.7. La

función f1, establece la relación entre la inecuación presentada y la elección de los

números reales que la verifiquen. En este caso, cualquiera sea la elección que ha-

gan, verficará la inecuación pues el conjunto solución es toda la recta real. Una vez

que los estudiantes elijan los valores reales deberán sustituir dichos valores en la

inecuación presentada y realizar las operaciones. Alĺı se establece la función f2 en

la cual debeŕıan reconocer las propiedades algebraicas y de orden de los números
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reales para poder operar correctamente con ellos. Por último, la función f3 rela-

ciona las propiedades algebraicas y de orden con la resolución de la inecuación,

dado que para poder hallar el conjunto solución deberán resolver la inecuación

aplicando las propiedades antes mencionadas y realizar una interpretación de los

resultados obtenidos.

En este caso, las tres funciones son de tipo actuativa. Sin embargo, la función

f3 es también una función de tipo argumentativa, dado que al poder establecer al

menos un número real que verifique la desigualdad debeŕıan poder interpretar y

argumentar que no es sólo uno el que la verifica sino todo número real.

Figura 5.7: Funciones semióticas establecidas en el Ejercicio 3.

La falta de establecimiento o establecimiento incorrecto de esta función f3 se

podŕıa vincular nuevamente con la categoŕıa definida como “Errores debido a

la dificultad del lenguaje”, pero también podŕıa asociarse a la categoŕıa definida

como “Errores debido a un aprendizaje deficiente de hechos, destrezas y conceptos

previos”, pues la lectura incorrecta de la inecuación resultante del proceso de

resolución algebraico o el mal uso de propiedades algebraicas y de orden de los

números reales podŕıa llevar a errores en la respuesta, ya sea de interpretación o

de operatoria.

En cuanto al Ejercicio 4, se recuerda que la consigna dećıa:
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EJERCICIO 4:

Hallar el conjunto solución de la siguiente inecuación: x2 − 5x > −6 y

verificar para algunos elementos del conjunto.

Las funciones semióticas que podŕıan establecerse en este ejercicio se presentan

en la Figura 5.8. La función f1 relaciona la expresión algebraica con una inecuación

cuadrática. Dicha inecuación cuadrática debe ser resuelta y para ello se hace

necesario elaborar alguna estrategia de resolución, pues, aśı como es presentada,

no es posible despejar la variable x. La función f2 establece una relación entre

la inecuación y una de las posibles estrategias de resolución que podŕıa ser la de

vincular la desigualdad planteada con otra equivalente, x2−5x−6 > 0 y estudiarla

desde el punto de vista funcional. Es decir, se establece una relación entre el

conjunto solución de la inecuación y el conjunto de positividad de la función

cuadrática interviniente. Para ello es necesario que se establezca la función f3 que

vincula el conjunto de positividad de una función con las ráıces o ceros de dicha

función, pues se necesitan los ceros para poder construir los intervalos donde la

función es positiva o negativa. Una vez hallados los ceros de la función cuadrática,

se define la función f4 que permitirá, con la información obtenida, poder hallar los

intervalos de la recta real y estudiar el signo de la función en ellos. Una vez que

se estudia el signo de la función cuadrática en cada intervalo abierto en los que

intervienen los ceros, la función f5 establece la relación de dichos intervalos con el

conjunto solución. Cabe aclarar que estas funciones fueron establecidas tomando

como ejemplo un modo de resolución. Dado que los ejercicios pueden abordarse

con distintas estrategias, el establecimiento de las funciones semióticas para cada

variante no necesariamente será el mismo.

Teniendo en cuenta este proceso explicado que comúnmente coincide con la re-

solución planteada por el docente en la cursada, la función f1 es de tipo conceptual

pues el problema consiste en resolver una inecuación cuadrática que es muy dis-

tinto a resolver una ecuación cuadrática. La función f2 es de tipo actuativa pues

deberán interpretar la inecuación cuadrática, decidir y llevar a cabo un proceso

de resolución de la inecuación. Las funciones f3 y f4 son de tipo conceptual y

acuativa dado que deben recordar la definición de ráız o ceros de una función y
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la manera de calcularlos para luego poder establecer los intervalos en los que la

función interviniente es positiva. Por último, la función f5 es de tipo proposicional

pues, definidos los ceros de la función cuadrática, deberán reconocer o describir

en qué intervalo o intervalos la función cuadrática interviniente es positiva y aśı

poder establecer una relación entre esto y el conjunto solución que deben hallar.

Figura 5.8: Funciones semióticas establecidas en el Ejercicio 4.

La falta de establecimiento de las funciones previamente definidas podŕıan lle-

var a mecanismos automáticos de resolución, como ser, aplicar la fórmula de la

resolvente para hallar las ráıces de una ecuación cuadrática (pues generalmente

se relaciona a la función cuadrática directamente con esa fórmula) y no poder

establecer relación entre ello y la inecuación planteada. Este hecho podŕıa vincu-

larse con la categroŕıa de errores definida como “Errores debido a la rigidez de

pensamiento”.

En cuanto al Ejercicio 5, su consigna era:
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EJERCICIO 5:

Sean las funciones f(x) = 1
x
y g(x) = 1

a. Graficar ambas funciones en un mismo sistema de ejes cartesianos.

b. ¿Para qué valores de x se tiene que f(x) = g(x)?

c. Hallar anaĺıticamente todos los valores de x para los cuáles

f(x) < g(x).

Verificar gráficamente las soluciones halladas.

Se establecen en la Figura 5.9 las posibles funciones semióticas para este ejerci-

cio. La función f1 establece que se reconozcan y grafiquen en un mismo sistema de

ejes cartesianos las funciones dadas en el enunciado. Se trata de dos funciones rela-

tivamente simples de graficar. La función f2 relaciona las funciones mediante una

igualdad. La función f3 interpreta esa igualdad de funciones como una ecuación

que deben resolver para dar respuesta al ı́tem b. La función f4 relaciona ambas

funciones con una desigualdad, en este caso, compara f(x) < g(x). La función

f5 propone el planteo de la inecuación y su resolución para poder dar respuesta

parcial al ı́tem c. Por último, la función f6 vincula todo el proceso llevado a cabo

hasta el momento, pues para obtener el conjunto solución se indica la verificación

gráfica. De no establecerse correctamente los procesos anteriores es probable que

no puedan dar respuesta al ı́tem c. o bien la respuesta no sea correcta.

Las funciones f1, f3 y f5 son de tipo actuativa pues las acciones a llevar a cabo

son graficar, resolver una ecuación y resolver una inecuación, respectivamente.

Estas dos últimas funciones además son de tipo proposicional pues para resolver

tanto la ecuación como la inecuación deberán aplicar propiedades algebraicas y

de orden de los números reales. En cambio las funciones f2 y f4 son de tipo

lingǘıstica, dado que el objeto final es una expresión que deben interpretar para

luego resolver. La función f6 es de tipo argumentativa pues debeŕıan reunir todo

el proceso llevado a cabo y construir una respuesta que sea acorde y coherente con

todo lo trabajado. Es decir, el conjunto solución que se propone en la respuesta

debe poder verse reflejado en la gráfica de las funciones realizada y debe coincidir

con el proceso algebraico llevado a cabo durante la resolución de la inecuación

planteada en el ı́tem b.
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Figura 5.9: Funciones semióticas establecidas en el Ejercicio 5.

El no establecimiento de estas funciones podŕıa asociarse a la categoŕıa definida

por Radatz (1979) como “Errores debido a dificultades para obtener información

espacial.

Por último, se recuerda que el enunciado del Ejercicio 6 dećıa lo siguiente:

EJERCICIO 6:

Hallar el conjunto solución de la siguiente inecuación: x−2
x+1

> 2.

Verificar para al menos 3 elementos del conjunto solución.

En la Figura 5.10 se observan las funciones semióticas establecidas para este

ejercicio. Se identifican sólo dos funciones semióticas de tipo actuativas dado que

la consigna es muy expĺıcita. Además, la función f1 es de tipo proposicional pues

debeŕıan recordar las propiedades de orden de los números reales para poder

resolver la inecuación planteada.
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Figura 5.10: Funciones semióticas establecidas en el Ejercicio 6.

El establecimiento incorrecto de estas funciones se vincula con la categoŕıa

de errores denominada “Errores debido a un aprendizaje deficiente de hechos,

destrezas y conceptos previos”.

Hasta aqúı se ha descripto la evaluación diagnóstica y la utilización de fun-

ciones semióticas para analizar cada uno de los ejercicios propuestos en dicha

actividad. Estas funciones permiten entender cómo los estudiantes construyen los

significados durante las prácticas. Para profundizar respecto de este tema, se han

desglosado los ejercicios definiendo funciones semióticas que el estudiante tendŕıa

que establecer para poder resolver los ejercicios correctamente. El establecimien-

to deficiente de funciones semióticas se manifiesta en prácticas calificadas como

erróneas. Estos errores, asociados al incorrecto establecimiento de algunos tipos de

funciones semióticas, fueron ubicados o relacionados con las distintas categoŕıas.

En el Caṕıtulo siguiente, se identificarán puntualmente los errores cometidos por

los estudiantes en la resolución de los ejercicios de la evaluación diagnóstica, para

poder agruparlos espećıficamente en las categoŕıas descriptas en la Sección 4.6.1 y

analizarlos con la finalidad de entender las causas que los producen y ofrecer, en el

Caṕıtulo 7 una propuesta de enseñanza y reflexiones metodológicas que atiendan

esta problemática.
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Caṕıtulo 6

Resultados de la prueba

diagnóstica

6.1. Corrección de los trabajos

Una vez revisados todos los trabajos producidos por los 28 alumnos, se procede a

la corrección de los ejercicios. Una primera corrección arrojó resultados que fueron

agrupados en cuatro categoŕıas: BIEN, que se señala con B y hace referencia al

ejercicio bien resuelto, REGULAR, que refiere al ejercicio que está parcialmente

bien resuelto y se señala con R, MAL, señalado con M que obviamente hace

referencia al ejercicio mal resuelto y por último, NO RESUELTO que refiere a

aquellos que no resolvieron la actividad y son simbolizados con NR. Esta primera

categorización se ve reflejada en el Cuadro 6.1. A su vez, los ejercicios parcialmente

bien resueltos, los señalados con R, se subdividieron en tres categoŕıas: R TIPO

1 indica que resuelve bien pero omite la respuesta, R TIPO 2 indica que resuelve

bien pero responde mal y R TIPO 3 indica que el ejercicio está incompleto, es

decir, no lo termina de resolver. Por otro lado, también se subdivide a los ejercicios

mal resueltos utilizando dos categoŕıas: M TIPO 1 indica que no muestra el

procedimiento que lo lleva a responder mientras que M TIPO 2 establece que,

si bien indica la respuesta, comete errores.
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6.1. CORRECCIÓN DE LOS TRABAJOS

ALUMNO EJ 1 EJ 2 EJ 3 EJ 4 EJ 5 EJ 6

1 B R TIPO 1 R TIPO 2 R TIPO 3 NR M TIPO 2

2 M TIPO 2 R TIPO 2 NR NR NR NR

3 M TIPO 2 NR M TIPO 2 NR NR NR

4 M TIPO 2 M TIPO 2 M TIPO 2 NR NR NR

5 B NR NR NR NR NR

6 B M TIPO 2 M TIPO 2 NR M TIPO 2 NR

7 R TIPO 2 M TIPO 2 NR NR NR NR

8 R TIPO 2 R TIPO 2 M TIPO 2 NR M TIPO 2 M TIPO 2

9 B M TIPO 2 R TIPO 2 NR NR M TIPO 2

10 M TIPO 2 M TIPO 2 M TIPO 2 M TIPO 2 M TIPO 1 NR

11 M TIPO 2 M TIPO 2 M TIPO 2 M TIPO 2 NR NR

12 M TIPO 2 M TIPO 2 NR M TIPO 2 NR NR

13 R TIPO 2 M TIPO 2 NR NR NR NR

14 B M TIPO 2 R TIPO 2 M TIPO 2 NR M TIPO 2

15 B M TIPO 1 M TIPO 2 R TIPO 2 M TIPO 2 M TIPO 2

16 M TIPO 2 M TIPO 2 M TIPO 2 M TIPO 2 NR NR

17 B M TIPO 2 M TIPO 2 NR M TIPO 2 M TIPO 2

18 B R TIPO 1 NR NR NR M TIPO 2

19 B M TIPO 2 R TIPO 1 M TIPO 2 NR NR

20 B M TIPO 2 R TIPO 3 R TIPO 3 M TIPO 1 NR

21 B R TIPO 1 R TIPO 1 M TIPO 2 M TIPO 1 M TIPO 2

22 R TIPO 1 B B B NR M TIPO 2

23 B R TIPO 1 R TIPO 2 M TIPO 1 M TIPO 2 M TIPO 2

24 B M TIPO 1 M TIPO 1 M TIPO 1 NR M TIPO 1

25 B R TIPO 2 M TIPO 2 NR NR NR

26 B R TIPO 1 R TIPO 2 M TIPO 2 M TIPO 1 M TIPO 2

27 B M TIPO 1 B R TIPO 2 M TIPO 1 M TIPO 1

28 B M TIPO 2 R TIPO 1 NR NR NR

Cuadro 6.1: Corrección de las actividades: primera categorización.

Con los resultados expuestos en el Cuadro 6.1 se realiza un primer análisis des-

criptivo de los errores. Para mostrar de manera más directa esta corrección, se

cuantificaron los datos según las categoŕıas expuestas anteriormente y se analiza-

ron discriminados por ejercicio.

En primer lugar observamos en la Figura 6.1 la cantidad de errores cometidos

en el Ejercicio 1 según esta primera categorización. Se observa que 17 de los 28

estudiantes evaluados, que representa el 60.7%, responden en forma correcta la

primera consigna propuesta. Esto parece indicar que la mayoŕıa de los alumnos re-

conoce las desigualdades presentadas en lenguaje coloquial, escribe correctamente

las inecuaciones correspondientes y verifica dichas desigualdades para algunos va-

lores. También estos estudiantes han representado correctamente esta situación

en la recta numérica. En cambio, 7 de los 28 alumnos, o sea, el 25%, si bien han

respondido a la consigna lo han hecho de manera errónea. Los 4 estudiantes res-

64
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tantes, lo que representa el 14,3%, ha resuelto bien pero omitieron la respuesta o

han respondido mal.

Figura 6.1: Cantidad de errores del Ejercicio 1.

Con respecto al Ejercicio 2, tal como se observa en la Figura 6.2, 17 de los 28

estudiantes resuelve mal la inecuación lineal, esto representa el 60,7% mientras

que 8 de 28 estudiantes, o sea, el 28,6% procede relativamente bien pero omite la

respuesta o bien responde mal. Tan sólo 2 alumnos, el 7%, ha dejado el ejercicio

sin resolver.

Figura 6.2: Cantidad de errores del Ejercicio 2.
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En la Figura 6.3, se presentan los resultados obtenidos respecto al Ejercicio

3. Se observa nuevamente una mayor cantidad de ejercicios mal resueltos. En este

caso, 11 de 28 alumnos, lo que representa el 39,2%, ha respondido mal. En cambio

9 de los 28 alumnos, lo que representa un 32,1%, han procedido relativamente bien,

encontrándose 3 alumnos que omitieron la respuesta, 5 que han respondido mal

y sólo 1 que ha dejado el ejercicio incompleto. Esto último pareciera indicar que

no han podido o sabido interpretar de manera correcta la conclusión obtenida.

Cabe mencionar, que el número de alumnos que no ha resuelto la actividad se ha

incrementado respecto de los ejercicios anteriores, representando el 21,5% de los

casos.

Figura 6.3: Cantidad de errores del Ejercicio 3.

En la Figura 6.4 se pueden observar los resultados del Ejercicio 4. Con respecto

a este ejercicio, en el que deb́ıan resolver una inecuación cuadrática, nuevamente

llama la atención el crecimiento del número de casos que no han resuelto el pro-

blema. Se puede observar que 13 de los 28 alumnos, lo que representa el 46,4%,

es decir, prácticamente la mitad de los alumnos, no han sabido cómo encarar si-

quiera la resolución. Quienes śı han abordado la resolución pero procedieron mal

o no completaron el procedimiento son 10 de los 28 alumnos, lo que representa el

35,7%, y tan sólo 4 han encarado la resolución relativamente bien pero han dejado

inconcluso el problema, responden mal o directamente omiten la respuesta.
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Figura 6.4: Cantidad de errores del Ejercicio 4.

En lo que respecta al Ejercicio 5, se puede observar en la Figura 6.5, que un

alto porcentaje de alumnos, concretamente el 64,3%, no ha resuelto el ejercicio y

quienes lo han intentado lo hicieron mal.

Figura 6.5: Cantidad de errores del Ejercicio 5.

Para finalizar, en la Figura 6.6, se muestran los resultados obtenidos en el

Ejercicio 6. Se puede observar y es llamativo que ningún alumno ha resuelto

correctamente el problema, que 13 de los 28 alumnos, lo que representa el 46,4%,
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lo han resuelto mal y el resto directamente no lo ha resuelto.

Figura 6.6: Cantidad de errores del Ejercicio 6.

De este análisis descriptivo se observa que, a medida que se iban complejizando

las actividades, el número de estudiantes que no resolv́ıan los ejercicios aumentaba

también. Particularmente, los últimos dos ejercicios prácticamente no han sido

abordados correctamente, ni siquiera de manera parcial.

6.2. Errores detectados en la prueba diagnóstica

El objetivo de esta sección es el de, mediante un análisis cualitativo, realizar

un listado de los errores detectados en la resolución de los ejercicios con el fin de

agruparlos luego, en la Sección 6.3, según las categoŕıas propuestas por Radatz

(1979), descriptas en la Sección 4.6. En dicho análisis se diferencian los tipos de

errores cometidos en cada uno de los ejercicios en relación con las desigualdades e

inecuaciones. Cabe aclarar que la producciones completas de los estudiantes están

disponibles para su consulta en el Apéndice A. Producciones de los alumnos.

6.2.1. Errores detectados en la resolución del Ejercicio 1

Luego de la corrección, se han identificado los siguientes errores respecto del

Ejercicio 1.
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Mal uso de las expresiones matemáticas.

Aqúı se observan errores de notación matemática. Como, por ejemplo, el uso

incorrecto de los śımbolos >;<;≤;≥. Dos ejemplos de esto se encuentran en las

Figuras 6.7 y 6.8.

Figura 6.7: Respuesta del Alumno 2 al Ejercicio 1.

Figura 6.8: Respuesta del Alumno 4 al Ejercicio 1.

Error de lectura de los śımbolos.

En este caso, confunden el śımbolo de mayor o igual con el de menor o igual, es

decir, lo leen en sentido contrario. Ejemplo de esto puede verse en la Figura 6.9.
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6.2. ERRORES DETECTADOS EN LA PRUEBA DIAGNÓSTICA

Figura 6.9: Respuesta del Alumno 10 al Ejercicio 1.

Error al ubicar los resultados en la recta numérica.

Aqúı se observan dos errores de distinta naturaleza. En la Figura 6.10, un

alumno ubica a los números negativos a la derecha de cero. En la Figura 6.11, otro

alumno reduce las soluciones del problema ubicando sólo los números racionales

con una cifra decimal luego de la coma.

Figura 6.10: Respuesta del Alumno 7 al Ejercicio 1.

Figura 6.11: Respuesta del Alumno 8 al Ejercicio 1.
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6.2.2. Errores detectados en la resolución del Ejercicio 2

Durante la corrección del Ejercicio 2 se han identificado los siguientes tipos de

errores.

Intentan resolver el problema como si se tratase de una ecuación.

En la Figura 6.12 se puede observar cómo el alumno toma cada miembro de

la desigualdad y lo trabaja como si se tratase de una ecuación. Se observa que

utiliza el conectivo lógico de equivalencia para expresar el primer miembro de la

inecuación como una igualdad que no tiene ningún sentido, pero que es resuelta

como si estuviese igualada a cero. Con el segundo miembro de la desigualdad

ocurre lo mismo pero sólo deja escrita la igualdad sin intentar despejar la variable.

Figura 6.12: Respuesta del Alumno 4 al Ejercicio 2.

No invierten el sentido de la desigualdad cuando multiplican o

dividen por un número negativo.

Este es uno de los casos más observados. En los ejemplos presentados en las

Figuras 6.13 a 6.17 se puede ver cómo, en todos los casos, dividen ambos miem-

bros de la desigualdad por −3 y en ninguno de ellos invierten el sentido de la

desigualdad.
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Figura 6.13: Respuesta del Alumno 16 al Ejercicio 2.

Figura 6.14: Respuesta del Alumno 9 al Ejercicio 2.

Figura 6.15: Respuesta del Alumno 20 al Ejercicio 2.

72



6.2. ERRORES DETECTADOS EN LA PRUEBA DIAGNÓSTICA

Figura 6.16: Respuesta del Alumno 11 al Ejercicio 2.

Figura 6.17: Respuesta del Alumno 14 al Ejercicio 2.

Errores en el despeje y/o en las operaciones.

Se pueden observar varios casos. En la Figura 6.18 el alumno realiza mal los

pasajes de términos y cuando quiere reagrupar para calcular no separa en términos.

En la Figura 6.19 se ve que despeja mal reiteradas veces y aplica de manera

incorrecta la propiedad distributiva del producto respecto de la suma. En la Figura

6.20 se observa que el alumno omite un signo al aplicar la propiedad distributiva

y pareciera que, como consecuencia de ello, despeja mal uno de los términos.

Por último, en la Figura 6.21 hay un error de despeje que parece debido a una

distracción, dado que fue el único error cometido.
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Figura 6.18: Respuesta del Alumno 7 al Ejercicio 2.

Figura 6.19: Respuesta del Alumno 10 al Ejercicio 2.

Figura 6.20: Respuesta del Alumno 13 al Ejercicio 2.

Figura 6.21: Respuesta del Alumno 17 al Ejercicio 2.

A partir de un caso particular generalizan las soluciones.

En la Figura 6.22 se presenta un caso donde el alumno no muestra el procedi-

miento de resolución y su respuesta se basa únicamente para el caso en el que se
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anula uno de los términos de la desigualdad.

Figura 6.22: Respuesta del Alumno 15 al Ejercicio 2.

Error en la escritura del conjunto solución.

Aqúı se pueden observar dos casos:

1. Ejercicios que fueron bien resueltos pero se ha escrito mal el conjunto solu-

ción. Ejemplos de ello se pueden observar en las Figuras 6.23 y 6.24.

Figura 6.23: Respuesta del Alumno 2 al Ejercicio 2.

Figura 6.24: Respuesta del Alumno 8 al Ejercicio 2.
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Es probable que estos errores sean debido nuevamente a la interpretación

que hacen de la simboloǵıa, es decir, que confunden el śımbolo de mayor con

el de menor.

2. Ejercicios resueltos con errores donde el conjunto solución nuevamente no

coincide con lo hallado anaĺıticamente, como el ejemplo que se presenta en

la Figura 6.25.

Figura 6.25: Respuesta del Alumno 6 al Ejercicio 2.

El ejemplo propuesto en la Figura 6.25 muestra que, si bien no escribe correcta-

mente el conjunto solución, llama particularmente la atención la pregunta que se

formula el alumno al dar la respuesta al ı́tem b., pues de alguna manera reconoce

estar cometiendo un error.

También se observan ejercicios mal resueltos, incompletos o sin resolver en los

que los alumnos dan respuesta equivocada al conjunto solución. Como se puede

observar, en la Figura 6.26 y en la Figura 6.27. En ambos casos no resuelven la

inecuación pero de todos modos dan un conjunto solución erróneo y mal escrito. En

la Figrua 6.28, si bien el ejercicio está correctamente resuelto de manera algebraica,

el conjunto solución no representa a la respuesta dada en el ı́tem a.

76



6.2. ERRORES DETECTADOS EN LA PRUEBA DIAGNÓSTICA

Figura 6.26: Respuesta del Alumno 24 al Ejercicio 2.

Figura 6.27: Respuesta del Alumno 27 al Ejercicio 2.

Figura 6.28: Respuesta del Alumno 25 al Ejercicio 2.

6.2.3. Errores detectados en la resolución del Ejercicio 3

Finalizada la corrección del Ejercicio 3, se han identificado los siguientes tipos

de errores.

Mala interpretación del resultado.

En muchos casos, los alumnos logran despejar la variable x encontrándose con

expresiones como “0 < 7” o similares que no saben interpretar, lo que los lleva

a responder de manera errónea o simplemente no responder. Ejemplos de esto se
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ven en las Figuras 6.29 a 6.36.

Figura 6.29: Respuesta del Alumno 14 al Ejercicio 3.

Figura 6.30: Respuesta del Alumno 1 al Ejercicio 3.
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Figura 6.31: Respuesta del Alumno 9 al Ejercicio 3.

Figura 6.32: Respuesta del Alumno 19 al Ejercicio 3.

Figura 6.33: Respuesta del Alumno 21 al Ejercicio 3.
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Figura 6.34: Respuesta del Alumno 23 al Ejercicio 3.

Figura 6.35: Respuesta del Alumno 26 al Ejercicio 3.

Figura 6.36: Respuesta del Alumno 28 al Ejercicio 3.
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Dividen por cero al despejar la variable.

Se observa en la Figura 6.37 que, si bien no explicita la división por cero, en

el último paso de la resolución el número cero que acompaña a x ya no aparece

y por alguna razón invierte el sentido de la desigualdad. En cambio en la Figura

6.38 la división por cero śı es expĺıcita.

Figura 6.37: Respuesta del Alumno 8 al Ejercicio 3.

Figura 6.38: Respuesta del Alumno 25 al Ejercicio 3.

Errores de operatoria y despeje.

Tal como se puede observar en la Figura 6.39, el alumno no separa en términos

y por lo tanto las operaciones que efectúa en el primer paso no son correctas. En

la Figura 6.40 se observa una mala separación de términos y suma los términos

numéricos con los términos literales. En la Figura 6.41 realiza pasaje de términos

de manera incorrecta dos veces. Por último, en la Figura 6.42 se puede ver que el

alumno no sólo separa mal en términos sino que también aplica mal la propiedad

distributiva en el primer miembro de la desigualdad.
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Figura 6.39: Respuesta del Alumno 17 al Ejercicio 3.

Figura 6.40: Respuesta del Alumno 3 al Ejercicio 3.

Figura 6.41: Respuesta del Alumno 11 al Ejercicio 3.
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Figura 6.42: Respuesta del Alumno 6 al Ejercicio 3.

6.2.4. Errores detectados en la resolución del Ejercicio 4

Los errores detectados en el Ejercicio 4 fueron los siguientes.

Encuentran las soluciones de la ecuación cuadrática con la fórmula

resolvente pero no dicen cuál es el conjunto solución o bien res-

ponden mal.

En todos los ejemplos que se muestran a continuación, los alumnos utilizan la

fórmula resolvente para hallar las soluciones de la ecuación cuadrática. Se puede

observar en la Figura 6.43 que el alumno no responde al problema, en la Figura

6.44 da como respuesta el conjunto de todos los números reales exceptuando las

soluciones de la ecuación halladas con la fórmula y, en la Figura 6.45, el alumno

manifiesta no saber qué hacer con los valores obtenidos de la fórmula resolvente.

Figura 6.43: Respuesta del Alumno 1 al Ejercicio 4.
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Figura 6.44: Respuesta del Alumno 15 al Ejercicio 4.

Figura 6.45: Respuesta del Alumno 20 al Ejercicio 4.

Errores de despeje y/o de operatoria.

En los siguientes ejemplos se muestran algunos errores cometidos por los es-

tudiantes en el despeje y las operaciones realizadas al resolver una inecuación

cuadrática.

En la Figura 6.46 se observa que el alumno despeja mal una potencia par pues

en el pasaje de términos cancela el cuadrado de x poniendo módulo. Además deja

dos expresiones con módulo conectadas mediante el conectivo lógico ∧ y responde

que el problema no tiene solución sin dar ningún tipo de explicación.
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Figura 6.46: Respuesta del Alumno 11 al Ejercicio 4.

En el ejemplo mostrado en la Figura 6.47 se observa que el alumno cancela la

potencia dos con una ráız cuadrada en sólo uno de los términos de la inecuación,

dejando expresada la ráız cuadrada del número −6 e indicando que dicho número

es un número decimal. Opera los términos restantes sin terminar de despejar la

variable. Este alumno no da respuesta al ejercicio.

Figura 6.47: Respuesta del Alumno 12 al Ejercicio 4.

En cuanto al ejemplo mostrado en la Figura 6.48, el alumno transforma la

inecuación cuadrática en una inecuación lineal dividiendo ambos miembros de la

desigualdad por x. Esta división no es correcta pero sigue operando hasta llegar

a una expresión que no tiene ninguna relación aparente con la última desigualdad

escrita.
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Figura 6.48: Respuesta del Alumno 14 al Ejercicio 4.

En el ejemplo mostrado en la Figura 6.49 se ve que el alumno suma dos mo-

nomios de distinto grado convirtiendo la inecuación cuadrática en una cúbica y

explica que ha sumado los exponentess al agrupar los términos que contienen x.

Este alumno tampoco da respuesta al problema.

En la Figura 6.50 despeja el término lineal de la inecuación pero omite la va-

riable con lo cual obtiene dos términos numéricos que puede sumar quedándole

planteada una desigualdad entre un término cuadrático y uno numérico, desigual-

dad que interpreta que no tiene solución.
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Figura 6.49: Respuesta del Alumno 16 al Ejercicio 4.

Figura 6.50: Respuesta del Alumno 19 al Ejercicio 4.

Por último, en las Figuras 6.51 y 6.52, los alumnos factorizan el primer miembro

de la desigualdad pero al paso siguiente descartan uno de los factores del produc-

to sin razón aparente, transformando la inecuación cuadrática en una lineal. El

conjunto solución que escriben es idéntico en ambos casos y no refleja la última

desigualdad escrita en el proceso de resolución.

Figura 6.51: Respuesta del Alumno 21 al Ejercicio 4.
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Figura 6.52: Respuesta del Alumno 26 al Ejercicio 4.

Resuelven como si fuera una ecuación.

En la Figura 6.53 el alumno utiliza el conectivo lógico de equivalencia (⇐⇒)

para indicar que la inecuación presentada en este ejercicio es equivalente a resolver

la ecuación cuadrática y da como respuesta las soluciones halladas en la ecuación

cuadrática.

Figura 6.53: Respuesta del Alumno 27 al Ejercicio 4.

Cabe señalar que sólo 1 de los 28 alumnos logró resolver el ejercicio correcta-

mente. Este caso se observa en la Figura 6.54.
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Figura 6.54: Respuesta del Alumno 22 al Ejercicio 4.

6.2.5. Errores detectados en la resolución del Ejercicio 5

En el análisis de los errores detectados en el Ejercicio 5, se observa un mayor

desconocimiento del tema. Recordemos que, para este ejercicio, 13 de los 28 alum-

nos expresan en la hoja donde han desarrollado las actividades no haber visto

funciones o no recuerdan cómo hacerlo y 5 dejaron el ejercicio sin resolver. En los

demás casos, se presentan dos tipos de situaciones.

Grafican mal las funciones.

En los ejemplos presentados en las Figuras 6.55 y 6.56, se observa que la función
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constante es graficada correctamente mientras que la función f(x) =
1

x
está mal

graficada. En ambos casos, los alumnos utilizan tabla de valores para graficar.

Responden correctamente el ı́tem b. planteando y resolviendo la ecuación, pero

cuando deben dar respuesta a la desigualdad lo hacen de manera incorrecta sin

siquiera observar si lo que están respondiendo es coherente con el gráfico realizado

en el ı́tem a.

Figura 6.55: Respuesta del Alumno 23 al Ejercicio 5.
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Figura 6.56: Respuesta del Alumno 17 al Ejercicio 5.

En el ejemplo presentado en la Figura 6.57 nuevamente está mal realizado el

gráfico de la función homográfica pero, a diferencia de los ejemplos anteriores, el

error en el gráfico es que trazó las ramas de la función de manera rectiĺınea. El

hecho de trazar las ramas verticales de esta forma hace que la gráfica no represente

a una función.

En cambio, en la Figura 6.58, se observa que el alumno realiza algunos cálculos

erróneos con la intención de hallar los puntos de ambas funciones. A pesar de ello,

realiza mal un único gráfico, sin distinguir a qué función hace referencia. Responde

el ı́tem b. de manera correcta sin realizar ningún planteo pero el último ı́tem lo

responde mal.

Por último, en la Figura 6.59, el alumno toma valores no negativos de la variable

para representar ambas gráficas por separado. Las demás respuestas se basan en

el gráfico y en la tabla de valores sin realizar ningún tipo de planteo.
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Figura 6.57: Respuesta del Alumno 8 al Ejercicio 5.

Figura 6.58: Respuesta del Alumno 15 al Ejercicio 5.
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Figura 6.59: Respuesta del Alumno 6 al Ejercicio 5.

No grafican las funciones.

En los ejemplos presentados a continuación, en las Figuras 6.60 y 6.61, se observa

que los alumnos no han representado gráficamente las funciones intervinientes y

han dejado escrito que no saben o no recuerdan cómo hacerlo. Las respuestas del

ı́tem c. no están acompañadas de ninguna explicación.
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Figura 6.60: Respuesta del Alumno 20 al Ejercicio 5.

Figura 6.61: Respuesta del Alumno 26 al Ejercicio 5.

6.2.6. Errores detectados en la resolución del Ejercicio 6

Por último, se analiza el Ejercicio 6. Para este caso, recordamos que se han

encontrado 8 alumnos que manifiestan expĺıcitamente no saber hacerlo y 7 que

escriben el número de actividad pero no lo resuelven o simplemente omiten la

transcripción del ejercicio. En la Figura 6.62 se presenta el caso del único alumno

que resuelve parcialmente bien este ejercicio. Si bien la respuesta es correcta,

en el procedimiento llevado a cabo copia mal una expresión lo que supone una
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distracción al transcribir. De todos modos, responde correctamente a lo que pide

el enunciado.

Figura 6.62: Respuesta del Alumno 22 al Ejercicio 6.

Respecto de los demas casos, los errores más frecuentes encontrados en el Ejer-

cicio 6 son los siguientes.

Multiplican ambos miembros de la inecuación racional por la ex-

presión algebraica que figura en el denominador pero no tienen en

cuenta el signo

En todos los ejemplos que se presentan a continuación y que se pueden observar

en las Figuras 6.63 a 6.70, los estudiantes han multiplicado ambos miembros de la

desigualdad por la expresión algebraica (x + 1) sin haber estudiado los distintos

casos de signos posibles para dicha expresión. Este hecho los lleva a responder un

intervalo solución que no es el correcto.
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Figura 6.63: Respuesta del Alumno 1 al Ejercicio 6.

Figura 6.64: Respuesta del Alumno 23 al Ejercicio 6.
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Figura 6.65: Respuesta del Alumno 26 al Ejercicio 6.

Figura 6.66: Respuesta del Alumno 15 al Ejercicio 6.

Figura 6.67: Respuesta del Alumno 21 al Ejercicio 6.
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Figura 6.68: Respuesta del Alumno 9 al Ejercicio 6.

Figura 6.69: Respuesta del Alumno 18 al Ejercicio 6.
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Figura 6.70: Respuesta del Alumno 17 al Ejercicio 6.

Estudia la desigualdad por casos de manera incorrecta

Este error es cometido en un único caso que se muestra en el Figura 6.71. Se

puede observar que el alumno analiza dos casos. En el primero de ellos, compara el

numerador de la expresión con el número 2 y, en el segundo, compara la expresión

del denominador con el número 2. En ningún momento del desarrollo explica el

porqué de esta separación en casos. Se observa también que el conjunto solución

está formado por números naturales.

Figura 6.71: Respuesta del Alumno 14 al Ejercicio 6.
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Errores de despeje.

El siguiente ejemplo presentado en la Figura 6.72, muestra que el estudiante

despeja los términos independientes tanto del numerador como del denominador

y luego simplifica mal la fracción que obtuvo. Se observa también que en el último

paso invierte el sentido de la desigualdad sin dar ningún tipo de justificación pero

no lo ha tenido en cuenta en el conjunto solución..

Figura 6.72: Respuesta del Alumno 8 al Ejercicio 6.

6.3. Clasificación de los errores detectados

A continuación se presenta una posible categorización de los errores detectados

en el diagnóstico teniendo en cuenta la clasificación hecha por Radatz (1979),

presentada en la Sección 4.6. Los tipos de errores detectados y analizados en

la sección anterior son señalados en esta sección con una letra mayúscula y un

número, según la categoŕıa a la que mejor se ajusten, a los efectos de lograr una

mejor visualización en los gráficos presentados posteriormente. Cabe aclarar, que

cada categoŕıa presentada por Radatz llevará una letra distinta y que, dentro de

cada categoŕıa, los errores distintos llevarán números distintos.
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Categoŕıa 1: Errores debido a la dificultad del lenguaje.

A1: Mal uso de las expresiones matemáticas.

A2: Error en la lectura de śımbolos.

A3: Error en la escritura del conjunto solución.

A4: Mala interpretación de los resultados.

Categoŕıa 2: Errores debido a dificultades para obtener información

espacial.

B1: Error al ubicar los resultados en la recta numérica.

B2: Grafican mal las funciones.

B3: No grafican las funciones.

Categoŕıa 3: Errores debido a un aprendizaje deficiente de hechos,

destrezas y conceptos previos.

C1: No invierten el sentido de la desigualdad cuando multiplican o dividen

por un número negativo.

C2: Errores en el despeje y/o en las operaciones.

C3: Dividen por cero al despejar la variable.

C4: Multiplican ambos miembros por la expresión algebraica que figura en

el denominador pero no tienen en cuenta el signo.

Categoŕıa 4: Errores debido a la rigidez de pensamiento.

D1: Intentan resolver el problema como si se tratase de una ecuación.

D2: Encuentran las soluciones de la ecuación cuadrática con la fórmula re-

solvente pero no dicen cuál es el conjunto solución o bien responden mal.

Categoŕıa 5: Errores debido a la aplicacion de reglas o estrategias

irrelevantes.

E1: A partir de un caso particular generalizan las soluciones.

E2: Estudia la desigualdad por casos de manera incorrecta.
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6.3. CLASIFICACIÓN DE LOS ERRORES DETECTADOS

Una vez identificadas las categoŕıas y los errores que correspondeŕıan a cada

una de ellas, se asignó a la corrección de cada ejercicio uno o más tipos de error,

de acuerdo a las resoluciones observadas y mencionadas en la Sección 6.2. Cabe

aclarar que como se contabilizan los tipos de error en los distintos ejercicios, el

número total de errores por categoŕıa podŕıa superar al número de estudiantes.

Los resultados de la clasificación hecha por ejercicio y por alumno pueden verse

en el Cuadro 6.2.

ALUMNO EJ 1 EJ 2 EJ 3 EJ 4 EJ 5 EJ 6

1 - - A4 D2 - C4

2 A1 A3 - - - -

3 A1 - C2 - - -

4 A1 D1 D1 - - -

5 - - - - - -

6 - C1 C2 - B2 -

7 A1 B1 C2 - - - -

8 B1 C2 A3 C3 - B2 C4

9 - C1 A4 - - C4

10 A2 B1 C2 C2 C2 B3 -

11 A1 A2 B1 C1 C2 C2 - -

12 B1 C2 A3 - C2 - -

13 A1 C2 - - - -

14 - C1 A4 C2 - E2

15 - E1 C2 D2 B2 C4

16 A1 B1 C1 C2 C2 - -

17 - C2 C2 - B2 C4

18 - - - - - C4

19 - C2 A4 C2 - -

20 - C1 A4 D2 B3 -

21 - - - C2 B3 C4

22 - - - - - C2

23 - - A4 E1 B2 C4

24 - A3 A4 A3 - A3

25 - A3 C3 - - -

26 - - A4 C2 B3 C4

27 - A3 - D2 B3 A3

28 - C1 A3 A4 - - -

Cuadro 6.2: Errores según la categorización de Radatz.

A efectos de una mejor interpretación de los errores observados, en lo que sigue

se presenta un análisis gráfico para cada categoŕıa.
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Categoŕıa 1: Errores debido a la dificultad de lenguaje

Como se observa en la Figura 6.73, la mayor cantidad de errores detectados

corresponde a la incorrecta escritura del conjunto solución (A3) y a la mala in-

terpretación de los resultados (A4). Esto pareciera estar relacionado con el mal

uso de las expresiones matemáticas, (A1) pues es de esperar que un alumno que

tiene dificultades con la lectura y/o escritura de las expresiones matemáticas tam-

bién tenga dificultades para escribir otro tipo de expresiones relacionadas con ellas

como, por ejemplo, el conjunto solución de una inecuación.

Figura 6.73: Cantidad de errores de la Categoŕıa 1.

Categoŕıa 2: Errores debido a dificultades para obtener información espacial

En la Figura 6.74 se observa que los errores detectados y agrupados en esta Ca-

tegoŕıa son relativamente similares. De los 16 casos contabilizados, las dificultades

que se presentaron se encuentran entre el 31,25% (B2) y (B3), y el 37,5%, (B1).
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Figura 6.74: Cantidad de errores de la Categoŕıa 2.

Categoŕıa 3: Errores debido a un aprendizaje deficiente de hechos, destrezas

y conceptos previos

Tal como se observa en la Figura 6.75, 23 de los 41 casos contabilizados en

esta Categoŕıa, se corresponden con los errores de operatoria y/o despeje, (C2).

Estos errores de tipo aritméticos y algebraicos, representan el 56% de los casos,

mientras que los errores que se derivan del mal uso de las propiedades de orden

de los números reales como, por ejemplo, invertir el sentido de una desigualdad

al multplicar por un número negarivo, (C1), son 7 de 41, lo que representa el

17% de los casos. En cuanto a los errores que devienen de analizar el signo de

una expresión algebraica que se multiplica a ambos miembros de una desigualdad,

(C4), se han observado 9 de 41 casos, lo que representa aproximadamente el 22%.
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Figura 6.75: Cantidad de errores de la Categoŕıa 3.

Categoŕıa 4: Errores debido a la rigidez de pensamiento

Como se puede observar en la Figura 6.76, este tipo de errores son los menos

frecuentes, pues se han contabilizado tan sólo 6 casos. El que más notoriedad

tiene es el (D2) que refiere a la utilización de la fórmula resolvente para ecua-

ciones cuadráticas. Los alumnos que han encarado la resolución de la inecuación

cuadrática, no han podido o no han sabido trasladar los resultados obtenidos me-

diante la fórmula a la situación planteada por lo que no han dado respuesta al

problema o bien las respuestas dadas fueron incorrectas. Aqúı ayudaŕıa much́ısimo

el enfoque gráfico para dar respuesta a este problema.

Figura 6.76: Cantidad de errores de la Categoŕıa 4.
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Categoŕıa 5: Errores debido a la aplicación de reglas o estrategias irrelevantes

En la Figura 6.77 se observa que los casos analizados en esta Categoŕıa han

sido pocos. Se detectaron sólo 2 casos en los que trabajaron la inecuación como

ecuación (E1) y 1 que realizó un estudio de casos de manera errónea (E2).

Figura 6.77: Cantidad de errores de la Categoŕıa 5.

Este análisis sobre los errores detectados en la resolución de los ejercicios de

la prueba diagnóstica permite vislumbrar que muchos de los errores cometidos

por los estudiantes se deben a dificultades de tipo aritmética y/o algebraica. Es

decir, en casi todos lo casos, el abordaje de los ejercicios ha sido exclusivamente

algebraico, lo que ha puesto de manifiesto que muchos de los errores cometidos

en la resolución fueron debido al incorrecto uso o aplicación de las propiedades

algebraicas y de orden de los números reales.

También se han observado errores de interpretación, ya sea por una lectura

incorrecta de la simboloǵıa matemática, por no saber representar gráficamente

determinadas situaciones o bien, por no poder vincular los gráficos realizados con

los procesos algebraicos puestos en juego en la resolución de algunos ejercicios.

Respecto de esto último, la resolución de aquellos ejercicios que sugieren la repre-

sentación gráfica, cuya intención es apoyar el proceso algebraico realizado por los

alumnos, no se ha explicitado en ningún caso. Esta ausencia o deficiente habilidad
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para graficar hay que reforzarla o superarla, pues se considera que el enfoque gráfi-

co muy probablemente ayudaŕıa, en muchos casos, a responder a las situaciones

planteadas de una manera mucho más simple.

A partir del análisis anterior, el cual nos permite contar con un entidimiento

exhaustivo de las dificultades que presentan los estudiantes en la resolución de

ineuaciones, como uno de los objetivos espećıficos para este trabajo, se propone

generar un conjunto de sugerencias metodológicas que tengan en cuenta los errores

detectados y tales que ayuden a mitigar las dificultades encontradas. En este

sentido, teniendo en cuenta los aportes positivos que podŕıa dar el enfoque gráfico

a la resolución de este tipo de problemas, en el próximo Caṕıtulo, se ofrece una

propuesta didáctica en la que el enfoque gráfico cobra gran importancia, pues

intenta otorgar mayor claridad conceptual y al mismo tiempo convertirse en una

herramienta que valide un procedimiento algebraico llevado a cabo en la resolución

de inecuaciones. Además, es posible vincular este abordaje gráfico de resolución

de inecuaciones con algunos aspectos del estudio esquemático de funciones, tema

central en las útlimas unidades del programa de la Unidad Curricular dónde se

llevó a cabo esta experiencia.
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Caṕıtulo 7

Sugerencias metodológicas

7.1. Introducción

Como se sabe, la inecuación es un objeto matemático que se introduce en el

transcurso de la educación secundaria. En el PESM, se retoma dicho objeto y se

estudia con mayor profundidad. Es por ello que para estos alumnos no debeŕıa ser

un objeto matemático novedoso ya que se supone que han trabajado y estudiado

términos y simboloǵıa presentes en las inecuaciones como ser las desigualdades

que, como es sabido, son introducidas cuando los estudiantes ordenan los números

en la recta numérica. A pesar de que las inecuaciones se estudian durante la escuela

secundaria, en el nivel superior se siguen viendo muchas carencias y dificultades

a la hora de resolverlas, tal como se ha mostrado en el Caṕıtulo 6.

Para minimizar este hecho, y en vistas de los errores cometidos detectados en

la prueba diagnóstica, se propone una serie de actividades de integración junto

con sugerencias metodológicas que pretende mejorar la enseñanza y aprendizaje de

las inecuaciones mediante la introducción del enfoque gráfico cuya finalidad es dar

sentido a las inecuaciones y relacionar el significado con los métodos algebraicos

de resolución. El abordaje de este objeto matemático desde este enfoque pretende

brindar a los alumnos herramientas para que éstos sean capaces de visualizar o

intrepretar los resultados y no simplemente realizar un procedimiento sin saber,

en más de una ocasión, qué es lo que se está realizando.
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Tal como se ha mencionado en el Caṕıtulo 3, la representación gráfica está

cobrando importancia a la hora de llevar a cabo el proceso de enseñanza y apren-

dizaje de las inecuaciones. En su trabajo de investigación acerca de esta temática,

Torres (2013) sostiene que enseñar desde un enfoque meramente procedimental

no necesariamente alcanza la comprensión del objeto de estudio pues, a pesar de

que a priori puede parecer que el alumno es capaz de resolver las inecuaciones que

se le plantean, muchas veces da una solución a los ejercicios sin comprender lo

que está haciendo realmente. Las representaciones gráficas ayudan a enseñar los

conceptos desde un enfoque distinto al tradicional o algebraico con el fin de que

los alumnos razonen esas soluciones y sobre todo puedan visualizarlas. Si bien en

muchas ocasiones no puedan dar un resultado tan exacto como desde un méto-

do algebraico, con un método de resolución gráfica śı serán capaces de dar una

solución aproximada y más intuitiva.

7.2. Sobre el diseño curricular

La Dirección Provincial de Educación Superior, en el diseño curricular del

PESM, establece que la finalidad del espacio curricular Introducción al Cálcu-

lo debe ser la articulación entre el trabajo realizado en la escuela secundaria con

el nivel terciario, y este trabajo debe tender al fortalecimiento de la formación de

los ingresantes a través de un aprendizaje activo y creativo que intente recupe-

rar los conocimientos de matemática adquiridos en el nivel anterior y abordarlos

con mayor profundidad junto con las otras asignaturas del primer año en pos de

facilitar la inserción de los estudiantes a la carrera. Dicho diseño propone que el

estudiante, futuro profesor de Educación Secundaria en Matemática, vaya constru-

yendo sus conocimientos progresivamente, recuperando y actualizándolos a partir

de situaciones intra y extra-matemáticas que favorezcan la construcción y recons-

trucción de elementos propios del cálculo, en funciones de una variable, ampliando

y profundizando los saberes previos sobre las funciones. Por ello, los propósitos de

la unidad curricular donde se abordan, entre otros temas, los objetos matemáticos

estudiados en la presente investigación son:

colaborar para que los estudiantes revisen conocimientos que han construido,
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los profundicen, enriquezcan y construyan otros nuevos en el marco de la

enseñanza de los mismos,

dar lugar para revisar, ejercitar y profundizar algunos contenidos matemáti-

cos indispensables para fortalecer las destrezas, técnicas y habilidades que

seguramente emplearán en las primeras asignaturas de la carrera,

promover la utilización del Análisis Matemático para la resolución de pro-

blemas,

promover la valoración e importancia de los conceptos fundamentales de

Análisis Matemático en el estudio de distintas ciencias, y

promover el uso de herramientas tecnológicas para propiciar aprendizajes

espećıficos sobre los contenidos tratados en clase.

Los alumnos que ingresan al PESM inician el campo de la formación espećıfica

con “Cálculo real univariado” el cual se compone de las siguientes unidades cu-

rriculares: “Introducción al cálculo”, correspondiente al primer año de la carrera,

cuya finalidad es articular el trabajo con los saberes previos adquiridos en el nivel

secundario; “Cálculo”, correspondiente al segundo año de la carrera, destinada a

favorecer la construcción y reconstrucción de elementos propios del cálculo diferen-

cial e integral con funciones de una variable real; y “Complementos de Cálculo”,

correspondiente al tercer año de la carrera, destinada al trabajo con funciones de

dos o más variables reales. Es por ello que, desde la asignatura “Introducción al

Cálculo”, espacio en el cual se llevó a cabo esta experiencia, y, a través de este

trabajo, se ofrece una propuesta en la que se aborda la enseñanza y aprendiza-

je de las inecuaciones estudiadas en el nivel medio pero, se suma al estudio, el

análisis de funciones. Es decir, se propone hacer hincapié en la vinculación entre

el estudio de funciones y las inecuaciones. Este hecho permite poner énfasis en el

registro gráfico con el fin de lograr una mayor claridad conceptual a la hora de

resolver inecuaciones. Dicha propuesta, detallada en la Sección 7.4, consta de una

serie de actividades en las que se propone a los estudiantes que ya ingresaron al

PESM, vincular los métodos de resolución algebraicos con el estudio de funciones.

Esta vinculación se va a obtener mediante el pedido de la detección y el posterior
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análisis de las funciones involucradas en las inecuaciones, pues el foco de la asig-

natura está puesto en el análisis de funciones y se considera un hecho oportuno

para poder vincular dos métodos de resolución a fin de lograr una mayor claridad

conceptual.

7.3. Consideraciones generales

Teniendo en cuenta lo que propone el diseño curricular y el análisis de las

dificultades realizado en el Caṕıtulo 6, en la Sección 7.4 se presentan algunas

actividades similares a las trabajadas en la actividad de diagnóstico y se sugiere su

abordaje desde el enfoque gráfico con el objetivo de reflexionar sobre lo trabajado

en la actividad de diagnóstico y complementar el aprendizaje con lo estudiado a

lo largo de la cursada. Para ello se tiene en cuenta que la secuencia de actividades

será introducida en el segundo cuatrimestre del primer año, en la misma asignatura

donde se llevó a cabo la experiencia, al finalizar la Unidad 4 del programa de

que se muestra a continuación.

Contenidos del programa de la asignatura Introducción al Cálculo

Unidad 1: Revisión de conceptos fundamentales.

Números. Números naturales. Números enteros. Módulo o valor absoluto. Núme-

ros racionales. Expresión decimal. Operaciones. Fracciones y porcentaje. Números

irracionales. Números reales. Potenciación. Radicación. Operaciones y propieda-

des. Intervalos acotados y no acotados. Ecuaciones e inecuaciones.

Unidad 2: Expresiones algebraicas.

Polinomios. Operaciones con polinomios: suma y resta, multiplicación. Divi-

sión. Regla de Ruffini. Teorema del resto. Ráıces de un polinomio. Factorización.

Expresiones algebraicas racionales. Operaciones: suma y resta, multiplicación y

división.

Unidad 3: Funciones de una variable.

Definición. Representación de funciones. Dominio e imagen. Análisis gráfico.

Ráıces. Funciones crecientes y decrecientes. Tasa de cambio promedio. Funciones
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pares e impares. Funciones básicas. Identidad, cuadrática, cúbica, ráız cuadrada,

homográfica. Función escalonada y definida por partes. Transformaciones ŕıgidas

de funciones básicas. Traslaciones horizontales y verticales. Simetŕıas. Composi-

ción de funciones. Función inversa.

Unidad 4: Funciones polinomiales y racionales.

Funciones lineales. Rectas. Ecuación de la recta. Paralelismo y perpendicu-

laridad. La función módulo. La función cuadrática. Parábolas. Elementos de la

parábola. Ecuación de segundo grado. Funciones polinomicas de grado mayor a

dos. Esbozo gráficas. Raices reales. Multiplicidad. Ceros de funciones polinomiales.

Función potencia. Estudio y esbozo de funciones potencia. Funciones racionales.

Estudio esquemático de las funciones racionales.Dominio e imagen. Ceros. Nocio-

nes iniciales del concepto de ĺımite. Aśıntotas de las funciones racionales. Esbozo

de gráficas.

Unidad 5: Funciones exponenciales, logaŕıtmicas y trigonométricas.

Función exponencial y logaŕıtmica. Definiciones. Propiedades. Gráficos. Ecua-

ciones e inecuaciones exponenciales y logaŕıtmicas. Modelos exponenciales y lo-

gaŕıtmicos. Funciones trigonométricas. Nociones de trignometŕıa plana. Medición

de ángulos en grados y en radianes. Seno , coseno y tangente de un ángulo. Gráficas

de las funciones seno, coseno y tangente. Amplitud y peŕıodo. Traslaciones.

Las actividades que se proponen en el presente Caṕıtulo integrarán la resolución

algebraica con el análisis de funciones, cuya intención es lograr que el alumno

maneje de una mejor forma los distintos registros de representación, y pueda, en el

futuro, resolver correctamente las situaciones problemáticas planteadas en relación

a las inecuaciones. Los contenidos abordados en las Unidades 1 y 2 proponen a

los estudiantes trabajar con ecuaciones e inecuaciones desde un enfoque algebraico.

La idea de esta propuesta es retomar la resolución de aquellas inecuaciones, sobre

todo aquellas que presentaron mayor dificultad en la actividad de diagnóstico, y

articular los contenidos estudiados en las cuatro primeras unidades del programa

con el fin de lograr una mayor comprensión del objeto de estudio.
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Teniendo en cuenta el análisis realizado en el Caṕıtulo 6 donde se ha observado

una gran cantidad de casos en los que los alumnos manifiestan no saber representar

gráficamente las funciones dadas o bien lo hacen de manera incorrecta y que la

propuesta se llevará a cabo en la asignatura Introducción al Cálculo, en la que el

foco se pone en el análisis esquemático de funciones, es que para el diseño de las

actividades se pone énfasis en la resolución mediante el enfoque gráfico.

Se recuerda que la secuencia de actividades será implementada en el segundo

cuatrimestre al finalizar la Unidad 4 del programa. Será implementada en una

clase cuya duración es de tres horas. Esta secuencia ofrecerá a los estudiantes

un trabajo que, si bien es meramente práctico, tiene la intención de abordar las

actividades integrando los conceptos teóricos trabajados en la asignatura. De estos

contenidos trabajados se recuperarán o volverán a utilizar los conjuntos numéricos

junto a las operaciones y propiedades que fueron estudiados en la Unidad 1 para

justificar los procedimientos algebraicos, como aśı también el estudio y análisis

de distintas funciones estudiadas en las Unidades 3 y 4 para realizar un estudio

gráfico de las desigualdades.

7.4. Secuencia de actividades

La secuencia de actividades propuesta presenta cuatro ejercicios de inecuaciones

similares a los trabajados en la prueba diagnóstica. Tiene como finalidad no sólo

la de trabajar cada actividad integrando los enfoques algebraico y gráfico y aśı

lograr mejorar la comprensión del objeto matemático en estudio sino también la de

reflexionar acerca de los errores y dificultades que se han detectado en el análisis

de los resultados de la prueba diagnóstica presentada en el Caṕıtulo 6.

7.4.1. Objetivos y conocimientos previos

Con las actividades que se proponen se espera que el alumno sea capaz de:

abordar la resolución de inecuaciones relacionando los conceptos teóricos

estudiados tanto en este espacio curricular como aśı también en los disitntos

espacios curriculares que cursan;
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dadas dos funciones, plantear una desigualdad entre ellas y resolver la inecua-

ción transformándola en otras equivalentes utilizando las propiedades alge-

braicas y de orden estudiadas en la Unidad 1 de este espacio curricular;

interpretar una inecuación planteada como una comparación entre funciones;

utilizar el marco funcional para poder visualizar las situaciones planteadas;

utilizar el análisis de las funciones estudiadas como herramienta para la

resolución de una inecuación;

vincular el conjunto de positividad o negatividad de una función con la

resolución de la inecuación;

hallar e implementar estrategias de resolución de inecuaciones cuadráticas;

hallar estrategias de resolución de inecuaciones racionales;

implementar mecanismos de verificación, asignando a la variable diversos

valores que hagan que las desigualdades resulten verdaderas o bien falsas;

integrar todo el trabajo realizado para construir el conjunto solución. Refle-

xionar sobre lo trabajado.

Los conocimientos previos necesarios para el abordaje de las actividades co-

rresponden a las Unidades 1 a 4 que ya han sido enunciadas previamente y

estudiados durante el transcurso del primer cuatrimestre y mediados del segundo.

7.4.2. Actividades

A continuación se presentan las actividades que conforman la secuencia meto-

dológica sugerida junto con los posibles abordajes que realizaŕıan los estudiantes

y las intervenciones esperadas a realizar por el docente.
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Actividad 1:

Sean las funciones f(x) = −3x + 1 y g(x) = 4 definidas en su dominio

natural.

a. Plantear y resolver la siguiente desigualdad f(x) > g(x).

b. Elegir cuatro números reales que verifiquen la desigualdad planteada

en el ı́tem anterior y cuatro números que no la verifiquen.

c. Representar en un mismo sistema de ejes cartesianos ambas funciones

e identificar el valor de x para el cuál ambas funciones coinciden.

d. Teniendo en cuenta todo lo realizado hasta el momento, escribir el

conjunto solución utilizando la notación de intervalos y marcar en el

gráfico realizado dicho conjunto.

Intervenciones del docente

El problema presentado invita al alumno a pensar en una inecuación desde un

marco funcional, es decir, se toman ambas funciones y se comparan en su dominio

natural. A su vez, el primer ı́tem pide que se plantee y se resuelva la inecuación,

por lo que será necesario abordarlo desde el marco algebraico comenzando por

escribir las siguientes expresiones que son equivalentes entre śı:

f(x) > g(x) ⇔ −3x+ 1 > 4

Hay que tener presente que resolver una inecuación consiste en hallar el conjunto

solución o una descripción más simple, es por ello que muchas veces, resolver una

inecuación algebraicamente, implica hacer transformaciones sucesivas por medio

del empleo de propiedades de los números reales. De ah́ı la importancia de que el

alumno sepa cuáles de ellas puede utilizar para obtener inecuaciones equivalentes.

Por ello, el docente sugerirá que se revisen y transcriban las propiedades algebrai-

cas y de orden de los números reales que van a utilizar para poder transformar la

inecuación planteada en otra equivalente cuya expresión sea más simple.

Para este caso, las transformaciones sucesivas aplicadas a la inecuación plan-

teada llevan a las siguientes expresiones equivalentes:

−3x+ 1 > 4 ⇔
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−3x+ 1−1 > 4−1 ⇔ −3x > 3

−3x: (−3) < 3: (−3) ⇔

x < −1

Se indicará al alumno que escriba la propiedad que utiliza en cada paso para

asegurar que la nueva expresión obtenida sea equivalente a la anterior.

Para resolver a la consigna del ı́tem b. se invita al alumno a que seleccione

distintos valores de x para que tanto la desigualdad propuesta como la última

desigualdad equivalente obtenida resulten verdaderas o falsas. Para ello, se pro-

pondrá, por ejemplo, completar una tabla con el siguiente formato o similar:

Valor de x f(x) g(x) Valor de Verdad de f(x) > g(x)

x = 0 1 4 Falso
x = −1 4 4 Falso
x = −1

3 2 4 Falso
x = 5 -14 4 Falso
x = −2 7 4 Verdadero
x = −3

2
11
2 4 Verdadero

... ... ... ...

Cuadro 7.1: Ejemplo de tabla que podŕıa utilizarse en la Actividad 1.

El objetivo de construir esta tabla es que el alumno pueda observar qué sucede

con las imágenes de las funciones para algunos valores de la variable independiente.

En este caso particular, la imagen de g(x) es constante y para los distintos valores

de x seleccionados, algunas de las imágenes de f(x) verifican la condición de

ser mayor a 4 y otras no. Luego, conviene que el docente haga notar, si es que

los alumnos no lo han hecho, que los valores de x que verifican la desigualdad

propuesta justamente son aquellos que resultan ser menores a −1, tal como lo

expresa la última desigualdad obtenida durante el proceso de resolución algebraica.

Una vez realizado cuadro, comienza a materializarse el conjunto solución. Para

completar esta tarea y que el alumno pueda convencerse de que el trabajo realizado

hasta el momento es correcto se solicita, en el ı́tem c., la representación gráfica de

dichas funciones. La idea es que puedan visualizar a priori que ambas funciones
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coinciden en el punto de abscisa x = −1, tal como se observa en la Figura 7.1,

y puedan comparar las funciones f(x) y g(x) en intervalos que contengan valores

menores y mayores a −1 .

Figura 7.1: Gráfico de las funciones de la Actividad 1, ı́tem c.

Para hallar el valor de x para el cual las funciones coinciden se plantea la

ecuación f(x) = g(x) y el docente resaltaŕıa la diferencia entre lo que debemos

hallar como respuesta al problema y el dato que se pide en el ı́tem b. Es decir, se

debeŕıa buscar resaltar la diferencia entre resolver una ecuación y una inecuación.

Ya hallado y visualizado en el gráfico el valor de x para el cual ambas funciones

coinciden, es momento de revisar el trabajo realizado y cotejar si en el intervalo

solución encontrado algebraicamente en el ı́tem a. se observa la relación existente

entre las gráficas de las funciones, es decir, si efectivamente f(x) > g(x) para

x < −1.

En la Figura 7.2 se puede observar fácilmente que, en el intervalo (−∞;−1),

pintado de color azul, la función f(x) representada con una recta de color rojo,
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está por encima de la función g(x), en este caso representada por una recta de

color verde. Es aśı como se puede visualizar para qué valores de x se cumple

f(x) > g(x).

Figura 7.2: Gráfico de las funciones de la Actividad 1, ı́tem d.

Luego se construye el conjunto solución, que en este caso es el intervalo (−∞;−1),

y se da respuesta a la totalidad del problema.
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Actividad 2:

Resolver la siguiente inecuación:

2(x− 3) ≥ 8 + 2x

a. ¿Podŕıas pensar la situación planteada como una comparación entre

dos funciones? ¿Cuáles seŕıan esas funciones?

b. Resolver la inecuación y luego representar en un mismo gráfico las

funciones identificadas en el ı́tem anterior.

c. ¿Para qué valores de la variable resulta la proposición verdadera?

¿Cuál es el conjunto solución?

Intervenciones del docente

En esta actividad, el problema es presentado desde un marco algebraico si bien

en el ı́tem a. se invita al alumno a pensar la desigualdad desde un marco funcional.

Por lo tanto se comienza a trabajar de manera similar a lo realizado en la primera

actividad. Se identifican las funciones, que en este caso son dos funciones linea-

les: la función de la izquierda de la desigualdad que se puede denominar como

f(x) = 2(x− 3) y la función de la derecha como g(x) = 8 + 2x.

Para abordar el ı́tem b. nuevamente se sugiere que se enuncien las propiedades

utilizadas que permiten transformar la inecuación dada en una equivalente más

simple que la presentada. En tal caso, se obtienen, por ejemplo, las siguientes

inecuaciones equivalentes:

2(x− 3) ≥ 8 + 2x ⇔ 2x− 6 ≥ 8 + 2x ⇔ 2x− 6+6 ≥ 8 + 2x+6

⇔ 2x ≥ 14 + 2x ⇔ 2x−2x ≥ 14 + 2x−2x ⇔ 0 ≥ 14

Cabe aclarar que esta secuencia de inecuaciones es una alternativa posible pues

no es la única sucesión de inecuaciones equivalentes.

En el análisis del diagnóstico llevado a cabo en el Caṕıtulo 6 se ha observado que,

llegado a este tipo de expresiones, los alumnos no saben qué responder dado que
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la variable ha “desaparecido”. Entonces se considera conveniente que grafiquen

las funciones definidas en el ı́tem a. con la intención de que puedan visualizar

qué relación existe entre ellas para luego poder interpretar la última desigualdad

obtenida en este ı́tem.

Figura 7.3: Gráfico de las funciones de la Actividad 2, ı́tem b.

Tal como se puede ver en la Figura 7.3, una vez graficadas las funciones, se

observa que la función f , representada en color rojo, está por debajo de la función

g, representada en color verde, para todo su dominio de definición. Por lo que

resultará imposible que exista algún valor de la variable x que haga que la función

f(x) ≥ g(x). Esto se evidencia en el hecho de que las rectas resultan ser paralelas

no coincidentes, por lo tanto no existe, en este caso, un punto para el cual las

funciones coincidan y, por ende, una función es “siempre mayor” que la otra,

en este caso, g(x) > f(x), para todo número real, lo que lleva a la conclusión

de que la desigualdad resulta falsa cualquiera sea el valor de x. Observando esta

situación se puede concluir que el conjunto solución no tendrá elementos, es decir,

el conjunto solución será conjunto vaćıo.

Si aún quedan dudas al respecto de esta conclusión, en el ı́tem c. se les pre-
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gunta a los alumnos qué valores de la variable x hacen que la inecuación resulte

verdadera y qué valores de la variable hacen que la proposición resulte falsa. Se

invita a los alumnos a que seleccionen algunos valores de la variable x y los sus-

tituyan en la inecuación propuesta en el ı́tem a. De esta forma, notarán que los

resultados obtenidos serán todos falsos. Esta tarea tiene como finalidad conven-

cer a los alumnos que la inecuación no tiene solución. Esto también se evidencia

algebraicamente pues la última desigualdad escrita no depende de los valores que

se asignen para que resulte o bien verdadera o bien falsa. Es decir, que la última

inecuación resultará verdadera o falsa independientemente del valor de la variable

x. En este caso, resulta evidente que la igualdad es falsa dado que 0 no es mayor o

igual que 14, por lo tanto, no habrá números reales que la verifiquen, concluyendo

aśı que el conjunto solución será vaćıo.

Finalizada esta actividad se los invitará a pensar qué sucede si la inecuación

planteada hubiera sido f(x) ≤ g(x). De manera análoga se procede y se extraen

las conclusiones para este caso.

Actividad 3:

Dada la siguiente inecuación:

−x2 + 2x+ 8 ≥ 0

a. Hallar al menos tres valores de x que verifiquen la desigualdad.

b. La función cuadrática que interviene en la desigualdad está escrita

en forma polinómica. Escribir dicha función utilizando otro tipo de

ecuaciones y resolver la desigualdad para cada caso.

c. Esbozar la gráfica de la función cuadrática interviniente en la desigual-

dad y marcar sobre el gráfico el conjunto solución de la inecuación.

Intervenciones del docente

Este problema es muy amplio en cuanto a las estrategias de resolución. Podŕıa

abordarse de varias maneras. En el primer ı́tem los alumnos deberán explorar

algunos valores de la variable que verifiquen la desigualdad. En este caso irán

seleccionando valores de x y reemplazando en la expresión para saber si los re-
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sultados obtenidos son o no solución de la inecuación. El docente sugerirá que es

conveniente graficar la función cuadrática para hacer más simple la elección de

los valores de x. El gráfico de la función cuadrática interviniente en la inecuación

puede verse en la Figura 7.4.

Figura 7.4: Gráfico de la función de la Actividad 3.

La consigna del ı́tem b. los invita a pensar la función f(x) = −x2 + 2x + 8 en

forma factorizada y en forma binómica. Estos temas se han abordado en el estudio

de la función cuadrática donde fueron presentados los distintos tipos de ecuaciones

en los que puede venir definida la función. La idea de esta consigna es notar que

si la función se escribe en forma factorizada, en este caso la inecuación quedaŕıa

−(x − 4)(x + 2) ≥ 0, es posible resolverla recordando la regla de los signos para

el producto de números reales, es decir, pensando en el signo de cada uno de los

factores para que el producto sea un número no negativo. En cambio si se expresa

la función cuadrática en forma binómica, en este caso quedaŕıa −(x− 1)2+9 ≥ 0,
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es posible despejar la variable x y hallar el conjunto solución.

Para el caso en el que escriban la función cuadrática en forma factorizada,

deben identificar las ráıces de la función. En esta instancia se recuerda que hallar

las ráıces de una función cuadrática equivale a encontrar las soluciones de la

ecuación ax2+ bx+ c = 0. Los valores hallados serán utilizados para expresar a la

función dada en forma factorizada, quedando entonces planteadas dos inecuaciones

equivalentes:

−x2 + 2x+ 8 ≥ 0 ⇔ −(x− 4)(x+ 2) ≥ 0

Ahora śı, para el abordaje algebraico de esta inecuación se espera que los alum-

nos analicen el signo del producto de los factores. Una alternativa a plantearse es

pensar la última inecuación escrita de la siguiente manera:

−(x− 4)(x+ 2) ≥ 0 ⇔ (x− 4)(x+ 2) ≤ 0

Quienes optan por escribir la inecuación en este formato deberán analizar las

siguientes situaciones: x− 4 ≤ 0

x+ 2 ≥ 0
o

 x− 4 ≥ 0

x+ 2 ≤ 0

Aquellos alumnos que encaren la resolución mediante esta estrategia deberán

revisar los temas Sistemas de ecuaciones y Unión e intersección de conjuntos.

Para poder llegar a una conclusión y aśı responder cuál es el conjunto solución de

la inecuación planteada deben resolver cada uno de los sistemas.

Para el primer sistema planteado se tiene que: x− 4 ≤ 0

x+ 2 ≥ 0
o sea

 x ≤ 4

x ≥ −2

De este sistema surge el intervalo [−2; 4].
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Y al resolver el sistema x− 4 ≥ 0

x+ 2 ≤ 0
o sea

 x ≥ 4

x ≤ −2

resulta que este último no tiene solución, o bien, el conjunto solución es el

conjunto vaćıo. Por lo tanto, el conjunto solución de la inecuación dada es el

intervalo [−2; 4] que se obtiene como resultado de unir al primero de los conjuntos

solución hallados con el segundo conjunto solución que es el conjunto vaćıo.

La otra manera de escribir la función cuadrática interviniente en la desigualdad

es la “forma binómica”. En este caso, quienes opten por reescribir la inecuación

de esta manera obtendrán las siguientes equivalencias:

−x2 + 2x+ 8 ≥ 0 ⇔ −(x− 1)2 + 9 ≥ 0

En esta situación es recomendable hacer notar que este formato de escritura

tiene ventajas por sobre los otros dos dado que, pensar a la inecuacón de esta

manera, hace más simple el despeje de la variable y en consecuencia resulta más

inmediato encontrar el conjunto solución.

Quienes decidan ir por este camino deberán recordar el Método de completar

cuadrados para pasar de la ecuación polinómica a la ecuación binómica, o bien

deberán recordar cómo hallar las coordenadas del vértice de la parábola para po-

der escribir la función en dicho formato. Además, para el momento del despeje,

deberán recordar, entre otras, las propiedades de valor absoluto. Nuevamente se

sugiere que los alumnos indiquen qué propiedades utilizan en cada caso para ob-

tener inecuaciones equivalantes. De esta manera, inecuaciones equivalentes a la

dada podŕıan ser:

−x2 + 2x+ 8 ≥ 0 ⇔ −(x− 1)2 + 9 ≥ 0 ⇔ −(x− 1)2 + 9−9 ≥ 0−9

⇔ −(x− 1)2 ≥ −9 ⇔ −(x− 1)2: (−1) ≤ −9: (−1) ⇔ (x− 1)2 ≤ 9

⇔ |x− 1| ≤
√
9 ⇔ −3 ≤ x− 1 ≤ 3 ⇔ −3+1 ≤ x− 1+1 ≤ 3+1

⇔ −2 ≤ x ≤ 4
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La última inecuación escrita define al conjunto solución.

Se invita a los alumnos a reflexionar sobre los distintos formatos en lo que puede

escribirse una función cuadrática y las ventajas o desventajas que tiene cada uno

de ellos a la hora de resolver una inecuación cuadrática de manera algebraica.

Ahora se aborda el ı́tem c. de la consigna. En él se pide que se grafique la

función cuadrática. Este es un tema estudiado y trabajado en la Unidad 4.

Una vez realizado el gráfico se visualiza para qué valores de x la función resulta

mayor o igual a cero y se marca el intervalo solución tal como se observa en la

Figura 7.5.

Figura 7.5: Gráfico de la función de la Actividad 3, ı́tem c.

En esta instancia se les pide a los alumnos que visualicen la situación y traten

de vincular la inecuación con alguno de los temas que se han estudiado repecto

del análisis gráfico de una función cuadrática. Por ello, se los irá orientando para
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que descubran que la inecuación planteada es equivalente a encontrar el conjunto

de positividad de la función. En este caso además se deben incluir los ceros.

La idea es que adviertan que con el trazado de la gráfica de la función cuadrática

pueden arribar al mismo conjunto solución pero de una manera más inmediata y

sin tanto enredo de cuentas y cálculos algebraicos.

Cabe señalar que quienes hayan trabajado con la desigualdad:

−x2 + 2x+ 8 ≥ 0 ⇔ x2 − 2x− 8 ≤ 0

estudiarán el conjunto de negatividad de esta nueva función cuadrática. Esta

situación se puede observar en la Figrua 7.6. Aqúı es importante resaltar que si

bien el estudio ha cambiado dado que la función cuadrática interviniente en este

caso es otra, dicha situación es equivalente a la anterior ya que el conjunto solución

es el mismo.

Figura 7.6: Alternativa de gráfico de la función de la Actividad 3, ı́tem c.
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Por último, se presenta otra actividad en la que nuevamente se relaciona la

resolución de una inecuación con la comparación gráfica de funciones.

Actividad 4:

Dada las siguientes funciones:

f(x) =
2x− 1

x− 3
y g(x) = 1

a. Graficar ambas funciones en un mismo sistema de ejes cartesianos.

b. Hallar al menos tres números reales que verifiquen f(x) ≤ g(x).

c. Hallar, si existen, valores de x tales que se verifique f(x) = g(x).

d. Resolver la inecuación propuesta en el ı́tem b. de manera algebraica y

observar los resultados obtenidos en el gráfico realizado en el ı́tem a.

Intervenciones del docente

Para esta actividad se tiene pensado que utilicen todo lo estudiado hasta el

momento de gráfica de funciones. En este caso, realizarán el estudio esquemático

de la función racional f(x) =
2x− 1

x− 3
y la compararán con la función constante

g(x) = 1. Aqúı mirarán los dominios de ambas funciones advirtiendo que la función

f(x) no está definida para x = 3. Realizado el estudio de la función f(x) se grafican

ambas funciones, tal como se muestra en la Figura 7.7.

Para poder responder al ı́tem b., podŕıan mirar el gráfico y elegir algunos va-

lores de x que hagan verdadera la desigualdad. Este control servirá también para

chequear, al menos parcialmente, si los gráficos realizados podŕıan ser correctos

o parecen serlo. En caso de detectar alguna irregularidad, revisarán nuevamen-

te el estudio, cotejarán con sus compañeros y podrán recurrir a una calculadora

gráfica para corregir, si hiciera falta, los gráficos. Es importante aqúı que puedan

visualizar entre qué valores de x, f(x) está por debajo de g(x). Esta visualización

permitirá anticipar, al menos de manera aproximada, el posible conjunto solución,

con lo cuál resultará más sencilla la selección de los valores pedidos en el ı́tem b.

En este caso podŕıa sugerirse que construyan una tabla como la presentada en el

Cuadro 7.1 que fue utilizada para responder a uno de los ı́tems de la Actividad 1.
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Figura 7.7: Gráfico de las funciones de la Actividad 4.

En la Figura 7.8 se observa el intervalo de color azul que, en este caso, representa

al conjunto solución de la inecuación.

Figura 7.8: Gráfico de las funciones de la Actividad 4, ı́tem b.
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La idea del ı́tem c. es resolver una ecuación racional. Es decir, buscar alge-

braicamente aquellos valores de x en los que ambas funciones coinciden, para aśı,

nuevamente a través del gráfico, puedan chequear en qué intervalos las funciones

no coinciden, es decir, en qué intervalos f(x) > g(x) o f(x) < g(x). Para hallar

los valores de x para los cuales las funciones coinciden, deben resolver la ecuación

racional f(x) = g(x). Es decir:

f(x) = g(x) ⇔ 2x− 1

x− 3
= 1 ⇔ 2x− 1 = x− 3 ⇔

2x− 1−x = x− 3−x ⇔ x− 1 = −3 ⇔

x− 1+1 = −3+1 ⇔ x = −2

Para la resolución algebraica propuesta en el ı́tem d., se orientará a los alumnos

para que trabajen con inecuaciones equivalentes más simples de resolver. Un ejem-

plo para este caso podŕıa ser la siguiente secuencia de inecuaciones equivalentes:

f(x) ≤ g(x) ⇔ 2x− 1

x− 3
≤ 1 ⇔ 2x− 1

x− 3
− 1 ≤ 0 ⇔

2x− 1− x+ 3

x− 3
≤ 0 ⇔ x+ 2

x− 3
≤ 0

Esta última desigualdad, equivalente a las anteriores, pueden resolverla o en-

cararla al menos de dos maneras. La primera, como el estudio de casos, es decir,

analizando el signo de la expresión numerador y la del denominador quedando aśı

planteados dos casos: x+ 2 ≤ 0

x− 3 > 0
o

 x+ 2 ≥ 0

x− 3 < 0

La segunda opción es multiplicar miembro a miembro por (x−3)2. Esta expresión

es siempre positiva en el dominio de la función h(x) =
x+ 2

x− 3
, quedando planteado

un producto de factores, (x + 2)(x − 3) ≤ 0, en los que el estudio es similar a

la opción anterior. También pueden notar que hallar el conjunto solución de la

inecuación racional planteada es equivalente a hallar el conjunto solución de la
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inecuación cuadrática (x + 2)(x − 3) ≤ 0 en el dominio de la función h(x). Esta

última inecuación es mucho más simple de resolver.

Por último, si no lo han relacionado, también se orienta para que vinculen

el conjunto solución de la inecuación plateada en el ı́tem b. con el conjunto de

negatividad en el que también se incluyen a los ceros de la función h(x) =
x+ 2

x− 3
.

De esta manera, sólo estudiarán el signo de la función como lo han venido haciendo

durante el año con todas las funciones trabajadas hasta el momento. En la Figura

7.9 se puede observar el conjunto de negatividad incluyendo los ceros de la función

h(x).

Figura 7.9: Gráfico de la función h(x) de la Actividad 4, ı́tem d.

En definitiva, en esta secuencia de actividades, el concepto de inecuación se

ha abordado desde dos perspectivas que provienen de diferentes construcciones

mentales. La primera consiste en la inecuación vista como un objeto matemático

manipulable en el que deben emplearse determinadas propiedades del conjunto de

los números reales, como ser, operar, analizar equivalencias, verificar elementos

de un conjunto o subconjuntos que satisfacen o no la inecuación, es decir, se debe

analizar qué tipos de transformaciones son permitidas, qué alteraciones sufrió
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el conjunto solución después de ellas, cuál es el mejor método para resolver una

inecuación dada y cómo minimizar los cálculos. La segunda, en la que la inecuación

es analizada desde el punto de vista gráfico tratando de entender qué funciones

pueden ser utilizadas para que el esbozo gráfico represente la inecuación que se

quiere resolver, cuándo se deben comparar dos gráficos dados analizando los signos

de las imágenes, o bien estudiar alguna caracteŕıstica de otra función que resulte

de una inecuación equivalente a las anteriores.

La idea de esta propuesta es lograr que el estudiante explore los registros al-

gebraico y gráfico, para que pueda comprender e interpretar el problema con dos

posibles miradas diferentes y aśı entienda bajo qué condiciones puede transformar

una inecuación, las razones por las cuales tales transformaciones son convenientes

y por qué funcionan. Es decir, que se apunta a que los alumnos tomen conciencia

de la legitimidad de las transformaciones empleadas para obtener inecuaciones

equivalentes más simples y puedan establecer relaciones entre ellas. Además, el

enfoque gráfico ayuda a que los estudiantes puedan contar con otro soporte que

les permita afirmar o refutar lo que han construido algebraicamente, debido a que

la visualización es una herramienta potente para lograr dicho fin.
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Caṕıtulo 8

Resultados obtenidos

Los errores y dificultades presentes en las prácticas matemáticas, puntualmente

en la resolución de inecuaciones, han despertado mi interés por estudiar, analizar

y reflexionar sobre ellos, principalmente, en el ámbito de la educación terciaria,

en el PESM de la ciudad de Luján.

Para llevar a cabo este trabajo se comenzó con una revisión teórica acerca de

esta temática. Durante dicha revisión se encontraron numerosos trabajos dedica-

dos al estudio de los errores en el aprendizaje de la matemática en general y en el

aprendizaje de las inecuaciones en particular. Luego de un análisis exhaustivo del

estado del arte, se seleccionaron y presentaron investigaciones donde se explica la

importancia del análisis de los errores en el aprendizaje de la matemática y las

ventajas que ofrecen las herramientas de la TFS inmersas en el marco teórico EOS

para la detección y análisis de los mismos, como aśı también investigaciones acerca

de las dificultades presentes en la resolución de inecuaciones en distintos niveles

del sistema educativo. Para profundizar aún más sobre el estudio de los errores

en el aprendizaje de la matemática, se indagó acerca de las carácteŕısticas de los

mismos y las posibles causas que los originan, haciendo foco en las clasificaciones

y categorizaciones de errores existentes propuestas por diversos investigadores y

expertos en el tema. En el caso de este trabajo, se seleccionó la categorización

ofrecida por Radatz (1979) con la finalidad de poder crear esquemas para lograr

una mejor interpretación de los errores.
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A partir de alĺı, se definió como objetivo general de esta investigación “Estudiar

los errores que cometen los alumnos ingresantes al PESM a la hora de resolver

inecuaciones y desarrollar una propuesta didáctica que pueda ser utilizada para

salvar dichos errores”.

Teniendo en cuenta el objetivo general, se propuso como primer objetivo es-

pećıfico que, “mediante un examen diagnóstico, se pueda identificar y caracterizar

los errores cometidos por los alumnos ingresantes al primer año de la carrera de

PESM en la resolución de inecuaciones’̊. Para cumplir con este primer objetivo se

comenzó por diseñar una evaluación diagnóstica. Con las actividades propuestas

en dicha evaluación se buscó poner en evidencia las dificultades y errores cometi-

dos por los alumnos ingresantes al PESM en la resolución de inecuaciones. Este

diagnóstico fue implementado al inicio de la cursada del espacio curricular Intro-

ducción al Cálculo durante el año 2022 y fueron veintiocho los alumnos que lo

realizaron.

Una vez implementada la evaluación diagnóstica, se procedió al análisis de los

resultados y se llevó a cabo la corrección de los seis ejercicios propuestos. Esta

primera corrección arrojó resultados que fueron agrupados en cuatro categoŕıas

referidas a la correcta o no resolución de los mismos. De dicho análisis, detallado

en la Sección 6.1, se obtuvieron los siguientes resultados principales:

Respecto del Ejercicio 1, que esencialmente consist́ıa en escribir una expre-

sión utilizando simboloǵıa matemática, se observó que la mayoŕıa de los

estudiantes resolvió bien esta actividad y el 25% procedió mal. Sin embargo

todos pudieron trabajarla en alguna escala, es decir, no se observaron casos

en los que el ejercicio planetado no se haya resuelto.

En cuanto al Ejercicio 2, más de la mitad de los estudiantes resolvieron mal la

inecuación lineal mientras que casi el 30% de los casos procedieron bien pero

respondieron mal. Tan sólo un alumno resolvió correctamente este ejercicio

y se observaron dos casos en los que la actividad no fue resuelta.

Respecto del Ejercicio 3, el 40% aproximadamente resolvió mal la inecuación

mientras que el 32% resolvió relativamente bien el ejercicio pero respondien-
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do mal o bien, omitiendo la respuesta. Sólo dos casos resolvieron bien la

inecuación y el número de casos en los que el ejercicio no fue resuelto au-

mentó notoriamente respecto de los anteriores.

Para el Ejercicio 4, en el que deb́ıan resolver una inecuación cuadrática, el

porcentaje de estudiantes que dejó el problema sin resolver fue de casi el

50%. Respecto al otro 50%, si bien intentaron resolverlo, dejaron el ejercicio

inconcluso o lo resolvieron mal.

El Ejercicio 5 y el Ejercicio 6 consist́ıan en resolver una inecuación racional y

representar gráficamente las funciones que formaban parte de la inecuación.

En ambos casos, el número de estudiantes que dejó el ejercicio sin resolver

superó el 50%. Los pocos alumnos que intentaron abordar estos ejercicios co-

metieron errores no sólo en la representación gráfica sino también al momento

de resolver la inecuación racional, pues al despejar la variable omitieron es-

tudiar el signo de una expresión algebraica por la cual multiplicaron ambos

miembros de una desigualdad.

Se observó que a partir del Ejercicio 4 el número de alumnos que no respondió

a las consignas aumentó notoriamente con respecto a los primeros tres ejercicios,

aunque no se presentaron casos de producciones con los seis ejercicios totalmente

sin respuesta.

Ya con esta información, se continuó con un análisis más detallado de los errores

buscando aśı responder con el segundo de los objetivos espećıficos del presente

trabajo. Es decir, se buscó detectar qué tipo de errores fueron los cometidos en

cada uno de los ejercicios propuestos, para luego agruparlos en distintas categoŕıas.

Para este trabajo se utilizó la clasificación de errores propuesta por Radatz (1979).

La elección de esta clasificación se basó en el hecho de que se considera una de las

categorizaciones más relevantes y es una de las que mejor se ajusta a este trabajo

dado que puede llevarse a cabo sobre los resultados obtenidos de la implementación

de una prueba diagnóstica.

Del análisis detallado de los errores cometidos por los estudiantes en la resolu-

ción de los ejercicios propuestos en la actividad de diagnóstico, surgieron quince
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tipos de errores que posteriormente se agruparon en las categoŕıas propuestas por

Radatz (1979). Los errores mas relevantes, agrupados ya en categoŕıas, fueron los

siguientes:

Respecto de la primera categoŕıa de errores definida como “Errores debido

a la dificultad del lenguaje”, los tipos de error encontrados fueron: mal uso

de las expresiones matemáticas, error en la lectura de śımbolos, error en

la escritura del conjunto solución y mala interpretación de los resultados.

Para este caso, el mayor número de casos observados fue respecto a la mala

escritura del conjunto solución seguido de una mala interpretación de los

resultados.

Los tipos de errores ubicados en la categoŕıa “Errores debido dificultades

para obtener información espacial” fueron: error al ubicar los resultados en

la recta numérica, graficar mal las funciones y no graficar las funciones. Se

observó que la mayor cantidad de errores se encontró en la ubicación de los

resultados en la recta numérica seguido de errores relacionados con la gráfica

de funciones.

En la categoŕıa “Errores debido a un aprendizaje deficiente de hechos, des-

trezas y conceptos previos” se encontraron los siguientes tipos de error: no

invertir el sentido de la desigualdad cuando multiplican o dividen por un

número negativo, errores en el despeje y/o en las operaciones, dividir por

cero al despejar la variable y multiplicar ambos miembros por la expresión

algebraica que figura en el denominador pero sin tener en cuenta el signo. Pa-

ra este caso, fue notoria la cantidad de casos observados en cuanto a errores

de operatoria y/o despeje.

Para la categoŕıa “Errores debido a la rigidez de pensamiento” se encontra-

ron dos tipos de errores: intentar resolver el problema como si se tratase de

una ecuación y encontrar soluciones de la ecuación cuadrática con la fóru-

mula resolvente pero sin decir cuál es el conjunto solución. Aqúı se observó

que la mayor cantidad de casos estuvo relacionado con las soluciones de una

ecuación cuadrática. Los estudiantes no supieron cómo vincular los resulta-

dos obtenidos con la respuesta que deb́ıan dar en el Ejercicio 4.
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Por último, para la categoŕıa “Errores debido a la aplicación de estrategias

irrelevantes” los tipos de error hallados fueron: a partir de un caso particular

generalizar las soluciones y estudiar la desigualdad por casos de manera

incorrecta. En esta categoŕıa observaron dos casos para el primer tipo de

error y tan sólo uno para el segundo.

Al finalizar este estudio, se observaron dos cuestiones relevantes. La primera de

ellas fue que todos los abordajes realizados por los estudiantes fueron meramente

algebraicos. No hubo casos donde el alumno se apoyase en un gráfico para resolver

alguno de los ejercicios. La segunda cuestión fue que todos los ejercicios en los que

se ped́ıa la representación gráfica han sido mal resueltos o estaban incompletos, ya

sea porque la mayoŕıa de los estudiantes manifestaron no saber graficar o porque

quiénes śı graficaron, lo hicieron de manera errónea.

Cabe aclarar que todos los tipos de errores detectados en la corrección fueron

ubicados en la categoŕıa correspondiente, sin quedar tipos de errores sin agrupar.

Es decir, cada categoŕıa propuesta por Radatz conteńıa al menos un tipo de error.

Luego del análisis descriptivo expuesto en el Caṕıtulo 6, se procedió a presentar

una serie de actividades cuya intención era promover el aprendizaje reflexivo y la

disminución de errores en la resolución de inecuaciones, tal como se planteó en el

tercero de los objetivos de este trabajo. Teniendo en cuenta que los estudiantes

han mostrado ciertas dificultades respecto de la representación gráfica de funcio-

nes y que los abordajes de los problemas propuestos en la evaluación diagnóstica

fueron meramente algebraicos (aunque no siempre resolviéndose de forma correc-

ta), es que la metodoloǵıa elegida para la propuesta se centró en la resolución

de inecuaciones bajo un enfoque mixto, es decir, se intenta mejorar el abordaje

algebraico y se enfatiza el enfoque gráfico para favorecer la relación entre los regis-

tros. Dicha elección tiene como objetivo conseguir que los estudiantes adquieran

otro tipo de herramientas que les sean útiles para validar los procesos puestos en

juego en la resolución de las inecuaciones. La propuesta realizada en el Caṕıtulo

7 constó de una serie de 4 actividades similares a las propuestas en la evalua-

ción diagnóstica que a su vez fue acompañada de sugerencias metodológicas y de

posibles intervenciones del docente.
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En resumen, el trabajo realizado en la presente investigación cumplió con los ob-

jetivos espećıficos pues, en una primera instancia, se realizó un examen diagnóstico

con el objetivo de identificar y caracterizar los errores cometidos por los estudian-

tes que ingresan al PESM. A partir de alĺı, se analizaron los errores y dificultades

presentados en las producciones de los alumnos para luego poder agruparlos y

categorizarlos según la clasificación de errores propuesta por Radatz (1979). Es-

te análisis permitió repensar, reflexionar y presentar una propuesta metodológica

que intenta promover la disminución de errores en la resolución de inecuaciones y

al mismo tiempo generar un aprendizaje más significativo e integral.
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Caṕıtulo 9

Conclusiones

9.1. Reflexiones finales

El objetivo principal del presente trabajo fue estudiar los errores cometidos en

torno al tema inecuaciones por los alumnos que ingresan al PESM de la ciudad

de Luján. El objeto matemático inecuaciones fue elegido por varias razones:

las desigualdades matemáticas están presentes en muchos temas de ma-

temática y a lo largo de todas las asignaturas de la carrera,

el tratamiento que se le da al tema durante el primer año de carrera es escaso

y poco reflexivo,

la presentación de dicho tema en los libros de textos que utilizan los alumnos

de nivel superior es abstracta, llena de algoritmos, recetas y propiedades a

recordar y poco se reflexiona en torno al tema,

los alumnos trabajan con las inecuaciones de manera automática, como si

se tratase de ecuaciones, y no reflexionan en torno a las soluciones, y, por

último,

muchos alumnos presentan serias dificultades de operatoria y en la resolución

de inecuaciones se hacen visibles.

Luego de realizar un recorrido por varias investigaciones que abordaron este te-

ma, se realizó una actividad de diagnóstico cuya finalidad fue la de indagar sobre
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los procesos puestos en juego a la hora de resolver inecuaciones para posterior-

mente poder analizarlos y detectar errores y dificultades presentadas en cada acti-

vidad. Las dificultades que considero más relevantes y que confirman las hipótesis

planteadas en la presente investigación fueron las siguientes:

dificultades en torno a las operaciones, es decir, errores del tipo aritmético o

algebraico. A lo largo de toda la actividad de diagnóstico se han observado:

errores de operatoria; de mal uso de las propiedades algebraicas y de orden de

los números reales; errores tales como mal uso de la propiedad distributiva,

de pasaje de términos, de simplificación; errores en la separación de términos,

de despeje, etc. Este tipo de errores se observaron, en general, en la mayoŕıa

de las actividades propuestas. Esto confirma la cuarta hipótesis planteada,

es decir, confirma que varios alumnos ingresantes a la carrera PESM tienen

dificultades para operar algebraicamente.

dificultades para interpretar los resultados. Se han observado algunos casos

en los que los estudiantes proceden de manera correcta hasta cierto punto,

pero llegado el caso de situaciones como 0 < 7 o bien 0x < 7 no logran

interpretar la desigualdad y hasta, en algunos casos, intentan despejar x di-

vidiendo por cero ambos miembros de la desigualdad. Situaciones como esta

me llevan a pensar que los estudiantes no sólo no saben interpretar los re-

sultados sino que también tienen dificultades para comunicarlos pues hubo

casos en los que la justificación a la respuesta dada consist́ıa en el relato orde-

nado de las acciones que fueron llevadas a cabo. Esto evidencia que algunos

estudiantes tienen dificultades para argumentar pues confunden argumenta-

ción con explicación de lo realizado. Ante situaciones como las presentadas,

tampoco se detuvieron a reflexionar: ¿qué significa una expresión del tipo

0x < 7?, ¿para qué valores resultaŕıa verdadera o falsa la desigualdad?, etc.

Simplemente, en muchos casos, siguieron despejando de manera automática

sin detenerse a pensar en lo que estaban haciendo. Esto da muestras de lo

planteado en la segunda hipótesis de esta investigación, pues muchos alumnos

poseen falta de argumentación y problemas de comunicación.

dificultades para representar gráficamente. Estos casos fueron los más obser-
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vados a lo largo de toda la actividad. La gran mayoŕıa de los estudiantes no

supo graficar las situaciones pedidas y aquellos que lo hicieron, lo graficaron

mal. Fue notoria la gran cantidad de casos en los que manifestaron no saber

representar funciones en el plano cartesiano. Considero que este tipo de difi-

cultades está vinculado al hecho de que el tratamiento que se le otorga a la

resolución de inecuaciones es meramente algebraico, es decir, no se vincula

la resolución de inecuaciones a otros contextos que no sea el algebraico, por

lo que esta situación me lleva a confirmar la tercera hipótesis planteada que

afirma que el tratamiento que se la otorga a la resolución de inecuaciones no

considera todos los componentes necesarios para su aprendizaje a partir de

su complejidad.

Todos los errores detectados y analizados en el Caṕıtulo 6 dejan en evidencia que

son muchos los alumnos que cometen errores en la resolución de las inecuaciones

y que poco se reflexiona sobre el trabajo realizado, pues han dado respuestas a

los ejercicios que se contradicen con el proceso de resolución llevado a cabo. Estas

situaciones confirman que los alumnos ingresantes al PESM no sólo presentan

dificultades en la resolución de inecuaciones sino que tampoco reflexionan sobre

ello, tal como se planteó en la primera hipótesis de la presente investigación.

Analizados ya los resultados y teniendo mayor claridad acerca de cuáles fueron

las dificultades que presentaron los estudiantes, se ofreció una serie de actividades

con sugerencias metodológicas que invitan a replantear la manera de enseñar y

de aprender estos temas, sobre todo porque estos estudiantes serán profesores de

matemática que también deberán enseñar inecuaciones en la escuela secundaria. El

objetivo entonces es lograr disminuir los posibles errores que los alumnos cometen

en relación a este objeto matemático. Por ello, se diseñó una serie de actividades

que integran muchos de los contenidos trabajados en el espacio curricular donde

se llevó a cabo esta experiencia, haciendo hincapié en las ventajas que ofrece el

enfoque gráfico a la hora de resolver inecuaciones.

El trabajo realizado develó la necesidad de ofrecer a los estudiantes, en este caso

que ingresan a una carrera docente, herramientas que le permitan llevar a cabo

un proceso de resolución de inecuaciones de una manera más simple, integral y
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fluida con el objetivo de garantizar un aprendizaje efectivo, con clara aprehensión

de conceptos y minimización de errores. Considero que es importante que se esti-

mule la reflexión en cuanto a los errores cometidos, como aśı también a contrastar

distintas maneras de resolución, elegir estrategias y poder visualizar las distintas

situaciones planteadas, pensar en problemas equivalentes a los dados, etc. A su

vez, esto ofrece un abanico de posibilidades en torno a la resolución que apunta a

minimizar los errores y permite a los estudiantes adquirir herramientas de argu-

mentación y validación de los resultados cuya finalidad es mejorar la comprensión

del estudio de, en este caso, las inecuaciones.

El propósito de esta tesis no sólo fue estudiar y analizar los errores cometidos por

los estudiantes en torno a la resolución de inecuaciones, sino también ayudar a que

el docente reflexione junto a sus alumnos sobre los errores cometidos en relación a

la resolución de inecuaciones y también a los diferentes objetos matemáticos que

estarán presente a lo largo de toda su estad́ıa en el profesorado y en su futura

vida profesional.

9.2. Trabajos futuros

El estudio realizado acerca de los errores cometidos en la resolución de inecua-

ciones permitió reflexionar y ofrecer una serie de sugerencias metodológicas para

su abordaje. Los desaf́ıos que quedan por delante son:

implementar la secuencia metodológica en el primer año del Profesorado de

Matemática, analizar los resultados obtenidos y compararlos con los resul-

tados de la prueba diagnóstica realizada en el marco de este trabajo.

ampliar el estudio a otros contenidos matemáticos del espacio curricular con

el fin de mejorar la comprensión de los mismos en estudiantes del PESM.
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Boletim de Educação Matemática, 30 , 670-690.
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teoŕıa de las funciones semióticas a la didáctica del análisis infinitesimal. Recherches
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Revista de Educación Matemática. San Luis.
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Salas, F. D. (2022). Estrategia didáctica para el aprendizaje conceptual de las des-

igualdades a través de las representaciones semióticas. Revista Bolet́ın Redipe, 11 (2),
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Apéndice A

Producciones de los alumnos

En este apartado se encuentran las producciones realizadas por los alumnos que

trabajaron con los ejercicios propuestos en el diagnóstico.

(a) pág.1 (b) pág.2

Figura A.1: Resolución Alumno 1.
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(a) pág.1

Figura A.2: Resolución Alumno 2.

(a) pág.1

Figura A.3: Resolución Alumno 3.
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(a) pág.1

Figura A.4: Resolución Alumno 4.

(a) pág.1

Figura A.5: Resolución Alumno 5.
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(a) pág.1 (b) pág.2

(c) pág.3

Figura A.6: Resolución Alumno 6.

(a) pág.1

Figura A.7: Resolución Alumno 7.
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(a) pág.1 (b) pág.2

Figura A.8: Resolución Alumno 8.

(a) pág.1 (b) pág.2

Figura A.9: Resolución Alumno 9.
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(a) pág.1 (b) pág.2

Figura A.10: Resolución Alumno 10.

(a) pág.1 (b) pág.2

Figura A.11: Resolución Alumno 11.
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(a) pág.1 (b) pág.2

Figura A.12: Resolución Alumno 12.

(a) pág.1

Figura A.13: Resolución Alumno 13.
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(a) pág.1 (b) pág.2

(c) pág.3 (d) pág.4

Figura A.14: Resolución Alumno 14.
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(a) pág.1 (b) pág.2

Figura A.15: Resolución Alumno 15.
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(a) pág.1 (b) pág.2

(c) pág.3 (d) pág.4

Figura A.16: Resolución Alumno 16.
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(a) pág.1 (b) pág.2

Figura A.17: Resolución Alumno 17.

(a) pág.1 (b) pág.2

Figura A.18: Resolución Alumno 18.
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(a) pág.1 (b) pág.2

Figura A.19: Resolución Alumno 19.
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(a) pág.1 (b) pág.2

(c) pág.3

Figura A.20: Resolución Alumno 20.
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(a) pág.1 (b) pág.2

Figura A.21: Resolución Alumno 21.

(a) pág.1 (b) pág.2

Figura A.22: Resolución Alumno 22.
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(c) pág.3 (d) pág.4

Figura A.23: Resolución Alumno 23.
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(a) pág.1 (b) pág.2

Figura A.24: Resolución Alumno 24.

(a) pág.1 (b) pág.2

Figura A.25: Resolución Alumno 25.
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(a) pág.1 (b) pág.2

Figura A.26: Resolución Alumno 26.

(a) pág.1

Figura A.27: Resolución Alumno 27.
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(a) pág.1 (b) pág.2

Figura A.28: Resolución Alumno 28.
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