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Resumen

El anélisis de los errores y dificultades en el aprendizaje de la Matematica es un
tema de interés desde hace mucho tiempo y en la actualidad ha cobrado especial
relevancia para los investigadores en Educaciéon Matematica. Es claro que los
errores y dificultades generan preocupacién en la mayoria de los docentes debido

a que influyen en el aprendizaje de los diferentes contenidos.

A lo largo de este trabajo, se estudian y analizan los errores y dificultades en la
resoluciéon de inecuaciones que presentan los alumnos que ingresan al Profesora-
do de Educacion Secundaria en Matematica del Instituto Superior de Formacién
Docente N° 23, Lujan, Buenos Aires, tomando como herramienta tedrica y me-
todoldgica la Teoria de Funciones Semidticas, la cual es utilizada por el Enfoque
Ontosemidtico de la Cognicién y la Instruccion Matematica para el estudio de la

construccién de significados de objetos matematicos.

Para realizar dicho analisis, se disena una prueba diagnodstica cuyo objetivo es
reconocer algunos de los conocimientos previos que ya han adquirido los estu-
diantes antes del inicio de los estudios de su carrera docente. Dicha evaluacion
consta de una serie de ejercicios de resolucion de inecuaciones y desigualdades que
los estudiantes debieron resolver, explicando y argumentando todas las decisiones

tomadas a la hora de responder.

Posteriormente, se identifican los errores cometidos por los estudiantes para
luego analizar, caracterizar y clasificarlos en funcion de la categorizacién propuesta

por Radatz.

Una vez analizados los resultados de la evaluacién diagnéstica, se ofrece un

aporte didactico que consiste en una serie de sugerencias metodologicas para el



ii

logro de una comprension eficiente del objeto matematico en estudio, y que pro-
pone la implementacion de tareas que impliquen el uso de diferentes sistemas de

representacion y permitan la articulacion coherente entre ellas.

Palabras claves: Errores, Inecuaciones, Teoria de Funciones Semidticas.



Abstract

The analysis of errors and difficulties in the learning of mathematics has been
a topic of interest for a long time and nowadays it has gained special relevance for
researchers in Mathematics Education. It is clear that these errors and difficulties
generate concern in most teachers because they influence in the learning process

of different contents.

Throughout this work, the errors and difficulties present in the resolution of
inequalities in students who entered the Secondary Education Teacher Training
Course in Mathematics N° 23 of Lujdn, Buenos Aires, are studied and analysed.
We have adopted as theoretical and methodological tool the Theory of Semiotic
Functions which is used by the Ontosemiotic Approach to Cognition and Mathe-
matical Instruction for the study of the construction of meaning of mathematical

objects.

In order to carry out this analysis, a diagnostic test has been designed with
the objective of recognizing the previous knowledge that students had acquired
before the beginning of their teaching career. This evaluation consisted of six
exercises about inequalities that students had to solve through explaining and

arguing about the decisions taken in every answer.

Subsequently, the errors made by the students have been identified, analyzed,

characterized and classified according to the categorization proposed by Radatz.

Once the results of the diagnostic evaluation have been analyzed, a didactic
contribution was offered. It consisted of a series of methodological suggestions
for the achievement of an efficient understanding of the mathematical object un-

der study. This methodological approach proposes the implementation of tasks

iii
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that involves the use of different representation systems and allows the coherent

articulation between these representations.

Key words: Errors, Inequations, Semiotic Function Theory.
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Capitulo 1

El tema de investigacion

1.1. Introduccion

Aprender matemaética no es tarea facil y mucho menos lo es ensenarla. El alumno
que ingresa a una carrera docente no solo aprendera contenidos nuevos, sino que
también aprenderd a ensenarlos, y por eso es fundamental reflexionar sobre los

procesos de ensenanza y aprendizaje.

En mi experiencia como docente de primer ano del Profesorado de Educacién
Secundaria en Mateméatica (PESM) he podido observar errores y dificultades en
la resolucién de problemas en general y de inecuaciones en particular. Ello ha
motivado a estudiar, analizar y reflexionar sobre dichos errores con la finalidad
de ofrecer una serie de sugerencias metodoldgicas que inviten a recapacitar sobre
los procesos de ensenanza y aprendizaje respecto de la resolucién de inecuaciones,
contribuyendo al desarrollo del pensamiento reflexivo, al acrecentamiento de la
claridad conceptual y al aprendizaje significativo, teniendo en cuenta que dicho

contenido es transversal practicamente a toda la carrera.

Muchos investigadores han abordado el estudio en torno a las dificultades que
presentan los estudiantes al utilizar desigualdades en diversos niveles del sistema
educativo. Entre ellos podemos mencionar a Diez (1995), Garrote et al. (2004),
Barbosa (2006), Borello y Lezama (2009), Heredia y Palacios (2014), Bernardis
(2014), Ortiz (2021), entre otros.



1.2. JUSTIFICACION

Bernardis (2014) manifiesta que vivimos en un mundo donde representar lo co-
tidiano y contextualizar la ensenanza nos obliga a pensar en los modos de ensenar
pues el alumno debe estar preparado para reconocer, evaluar hechos y tomar deci-
siones y es aqui donde aparecen las desigualdades, aunque paradéjicamente toma
mas fuerza la ensenanza y los aprendizajes en “el reino de lo igual”. Esta autora
sostiene que se evidencia por parte de los alumnos un mejor uso de las cuestio-
nes que involucran a las igualdades que a las desigualdades pero recuerda que el
mundo en el que vivimos no es armonico ni exacto por lo que se hace necesario
asumir el desafio de como expresar e interpretar lo desigual. También considera
que existen otros conflictos entre el mundo real y el diseno del mundo que hicieron
en la escuela secundaria, por ello cree que es relevante el estudio de las dificultades
en el trabajo con desigualdades, dado que esto puede contribuir a favorecer una
transiciéon menos traumatica de la matematica que traen aprendida de la escuela

secundaria a la matemética avanzada que estudiardn en un nivel superior.

1.2. Justificacién

El trabajo con el concepto de desigualdad matemaética y, por consiguiente, de las
inecuaciones, es fundamental en la ciencia y la tecnologia dado que se encuentra

presente en practicamente todos los temas de matematica.

Particularmente, en la carrera PESM, podemos mencionar, entre otros ejemplos,
que el uso de inecuaciones se encuentra presente en varios espacios curriculares.
Como ser, entre los temas abordados en Andlisis Matematico pueden encontrarse
inecuaciones en la definicién de dominio y rango de una funcion, valor absoluto, las
funciones trigonométricas y sus inversas, limite, funciones por partes, el concepto
de continuidad, diferenciabilidad, monotonia, concavidad, aproximacién de raices,
series, etc.; entre los temas de Algebra puede encontrarse tanto en el concepto de
orden numérico, 6rdenes de magnitud, problemas de programacién lineal, etc.,
entre los temas de Probabilidad y Estadistica, en el calculo de probabilidades,
cotas para probabilidades desconocidas, intervalos de confianza y prediccién o
test de hipotesis y el estudio de desigualdades famosas como la Desigualdad de

Chebyshev, o bien las desigualdades que aparecen en la geometria plana cuando se
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comparan longitudes, dngulos, areas o para determinar la existencia o inexistencia

de ciertas figuras particulares.

Al tratarse de un tema transversal de la carrera, el estudio de los errores co-
metidos en su resolucion, despierta un real interés dado que muchos docentes de
la Institucién coinciden en que la mayoria de los alumnos cometen los mismos
errores de forma reiterada, y como consecuencia de ello, senalan dificultades que
tienen en su aprendizaje a lo largo de todo el recorrido de la carrera. Es interesan-
te estudiar la procedencia de estos errores puesto que en muchos casos se tiende
a culpar al alumno por la falta de interés, por aplicar algoritmos que memorizan
y utilizan reiteradas veces sin comprender las reglas y procedimientos de céalculo,
por la falta de estudio o de atencion, etc., cuando en realidad, ponen de manifies-
to una fuerte carencia de comprension. Este interés por descubrir las dificultades
que presentan los estudiantes al momento de abordar la resolucion de inecuaciones
lleva a plantear una investigacién de caracter exploratorio descriptivo que profun-
dice la relacion entre el uso de los registros grafico y algebraico con el objetivo
de procurar que los alumnos alcancen el éxito al estudiar los temas mencionados,
especificamente en el contexto del Instituto de Formacién Docente N° 23 de la

ciudad de Lujan, en el primer ano de la carrera PESM.

Para llevar a cabo este trabajo de analizar cualitativamente los errores, se
tendran en cuenta las herramientas que ofrece la Teoria de Funciones Semidticas
(TFS) inmersas en el marco teérico Enfoque Ontolégico-Semiético de la cognicién
e instruccién matematica (EOS) propuesto por Godino (2003). Bajo este enfoque,
las funciones semidticas serviran para caracterizar los significados que se ponen en

juego durante la actividad matematica en el proceso de ensenanza y aprendizaje.

Muchas veces, en el trabajo matematico, los simbolos (significantes) estan en
lugar de las entidades conceptuales (significados) a quienes hacen referencia. Sin
embargo, el punto fuerte de la instruccién matematica no se encuentra, segin Go-
dino (2003), en el dominio de la sintaxis del lenguaje simbdlico matematico, sino
en la comprension de su semantica, es decir, en la naturaleza de los propios concep-
tos y su relacion con los contextos y situaciones de cuya resolucién provienen. Por

otra parte, el proposito de la ensenanza de las matematicas es ofrecer condiciones
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para que los estudiantes entiendan y comprendan el proceso que llevan a cabo
para la resolucion de un problema. Deben saber que hay situaciones que pueden
abordarse desde distintos enfoques y que cada uno de ellos requiere de formas re-
presentacionales equivalentes y manipulaciones simbdlicas particulares. Esto exige
al docente buscar alternativas que permitan facilitar la resolucion, en este caso, de
inecuaciones. Es por ello que el uso de distintos sistemas representacionales puede
brindarle a los alumnos herramientas y elementos argumentativos sélidos que, a

futuro, puedan constituirse como mecanismos de verificacion de resultados.

Una vez analizados los errores como asi también las dificultades vinculadas a
los temas de inecuaciones, se ofrece un aporte diddctico que consiste en una serie
de sugerencias metodoldgicas que conlleve a una comprension eficiente del objeto
matematico en estudio (inecuaciones) proponiendo la implementacién de tareas
que impliquen el uso de diferentes sistemas de representaciéon y promuevan la

articulacién coherente entre dichas representaciones.

Por todo lo expresado anteriormente es que surge el interés de la presente in-
vestigacion: “Estudio de los errores en la resolucion de inecuaciones en alummnos

ingresantes al Profesorado de Matemdtica”.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Este trabajo tiene por objetivo estudiar los errores que cometen los alumnos
ingresantes al PESM a la hora de resolver inecuaciones y desarrollar una propuesta
de actividades que pueda ser utilizada para salvar dichos errores y que, a su vez, les
permita lograr un mayor manejo de la argumentacién y comunicacion de saberes.

Este estudio sera llevado a cabo en el marco del EOS utilizando como herramienta
la TFS.
1.3.2. Objetivos especificos

Considerando lo expuesto anteriormente, este trabajo tiene por objetivos es-

pecificos:
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= [dentificar y caracterizar, a través de una evaluacion diagnéstica, los errores
cometidos por los alumnos ingresantes al primer ano de la carrera PESM en

la resolucién de inecuaciones.

= Analizar los errores y reflexionar sobre los obstaculos y dificultades que se
presentan en la resolucién de inecuaciones bajo la lupa de distintas teorias o

aportes realizados por otros investigadores.

= Proponer una aproximacion metodoldgica de ensenanza que promueva el
aprendizaje reflexivo y la disminucién de errores en el desarrollo de estrate-

gias de resolucion de inecuaciones.

1.4. Hipotesis

De los objetivos propuestos es que se plantean las siguientes hipotesis de inves-

tigacion:

= Numerosos alumnos ingresantes al PESM presentan dificultades en la resolu-
cién de inecuaciones y no reflexionan acerca de los errores durante la cursada

o en instancias de evaluacion.

= Muchos alumnos tienen dificultades para argumentar y comunicar los re-
sultados obtenidos en la resolucién de problemas, en particular en aquellos

relacionados con las inecuaciones.

= En general, el tratamiento que se le otorga a la resoluciéon de inecuaciones
no considera todos los componentes necesarios para su aprendizaje a partir

de su complejidad.

= Varios alumnos ingresantes a la carrera PESM tienen dificultades para operar

aritmética y algebraicamente.

1.5. Metodologia

La investigacién propuesta tiene un balance tedrico y experimental, donde se
complementan el estudio y analisis del estado del arte en cuanto al estudio de los

errores en matematica y particularmente en la resolucion de inecuaciones, con el
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diseno experimental de situaciones donde se busca indagar sobre la forma en que
estudiantes que ingresan al Profesorado de Matematica son capaces de resolver
distintos tipos de inecuaciones. Dicha indagacion tiene por objetivo identificar
las dificultades que tienen los alumnos y analizar los errores que cometen en la
resolucion de inecuaciones para luego ofrecer una propuesta de ensenanza que

intente remediar dichas dificultades y propender a un aprendizaje significativo.

Para tal fin, en la presente tesis, se realiza un estudio del estado del arte sobre el
tema de investigacion en el que se presentan trabajos de distintos investigadores
que analizan las dificultades y errores cometidos por estudiantes de diferentes
niveles educativos. Sin embargo, se pudo observar que existe muy poca o escasa
bibliografia que se detenga a analizar los errores cometidos por los estudiantes de

una carrera de formacién docente.

Una vez analizada la bibliografia se procede a la elaboracion de la prueba
diagnostica. Esta tiene como objetivo reconocer algunos de los conocimientos pre-
vios y construcciones mentales que ya han adquirido los estudiantes antes del inicio
de los estudios de su carrera docente. Las actividades propuestas en la evaluacién
diagnoéstica involucran la puesta en juego de las capacidades vinculadas con la
produccién y la comunicacion de la informacion dado que deben explicar y argu-
mentar durante el proceso de resolucion y es por ello que constituyen informacién
relevante sobre los procesos de conceptualizacion de los alumnos. Esta evaluacion
diagnostica proporcionara datos para disenar una propuesta en funcién del punto
de partida real del grupo con el que se va a trabajar y prever la realizacion de

modificaciones en esa planificacion con la intencién de mejorar los aprendizajes.

Una vez realizada la actividad de diagnéstico se procede al anélisis cualitativo
de los resultados. Este andlisis consiste en verificar el grado de conocimiento que
los alumnos poseen sobre inecuaciones y, sobre todo, en identificar los errores y
dificultades presentadas durante la resolucién. La informacién obtenida sera el

punto de partida para la elaboracién de las sugerencias didacticas.



1.6. ORGANIZACION DEL TRABAJO

1.6. Organizacién del trabajo

El presente trabajo se organiza de la siguiente manera. En el Capitulo 2 se
realiza inicialmente un breve recorrido sobre los aportes del marco teérico EOS
y, puntualmente, de la TFS inmersas en este marco, y cémo estas teorias fueron
utilizadas en diversas investigaciones por diferentes autores, culminando con una
tipologia de las mismas. En el Capitulo 3 se aborda el tema de la desigualdades en
la historia para luego hacer un recorrido por distintos estudios realizados en torno
a las inecuaciones y culminar con el abordaje de la ensenanza de las mismas. En
el Capitulo 4 se detallan los motivos por los cudles estudiar los errores, se presen-
tan definiciones de error y posibles causas de sus apariciones en la resolucién de
actividades de matematica, citando diversas investigaciones que destacan la im-
portancia de su estudio para luego culminar con la clasificacién y categorizacién
de dichos errores. Tanto el Capitulo 3 como el Capitulo 4 muestran los antece-
dentes que motivan a la presente investigacion. En el Capitulo 5 se presentan las
caracteristicas de la evaluacion diagnéstica, su disenio e implementacion, y se es-
tablecen las funciones semioticas esperadas para cada ejericicio propuesto. En el
Capitulo 6 se realiza un analisis detallado de los errores detectados en cada uno
de los ejercicios de la evaluacién diagnostica. Luego se agrupan estos errores en
categorias para posteriormente analizar las dificultades observadas. En el Capitu-
lo 7 se presenta una serie de sugerencias metodoldgicas para la ensenanza de las
inecuaciones que atiende a las dificultades detectadas en el Capitulo anterior. Por
ultimo, en el Capitulo 8 se exponen los resultados y finalmente en el Capitulo 9

se presentan las conclusiones.



Capitulo 2

El marco teorico

2.1. Introduccion

Como se ha mencionado en el Capitulo anterior, el marco tedrico que sustenta
esta investigacién es el EOS propuesto por Godino (2003). Contreras y Ordénez
(2006) presentan una sintesis de este marco y consideran que este enfoque se

configura en torno a tres modelos:

1. Teoria de los significados sistémicos, institucionales y personales de los ob-
jetos matemadticos que seria el equivalente, al menos en parte, a la teoria
antropoldgica desarrollada por Chevallard (1992). Esto significa que conside-
ra las matematicas como una actividad humana, mediada por instrumentos

lingiiisticos o de otro tipo.

2. Teoria de las funciones semioticas cuyos elementos basicos son las entidades

primarias con sus diferentes facetas o dimensiones del conocimiento.

3. Teoria de las configuraciones didécticas, en la que se modeliza la ensenanza
y aprendizaje del contenido matematico como un proceso estocastico multi-

dimensional compuesto por seis subprocesos.

Contreras et al. (2005) sostienen que para la TFS, la construccién del conoci-
miento se realiza desde la actividad préactica, donde el dominio de las herramientas

semidticas es un elemento basico, ya que son esenciales para la actividad cognitiva.
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2.2. El Enfoque Ontolégico Semiético

Para Godino (2003), el EOS surge de “un enfoque tedrico unficado de la cog-
nicion y la instruccién matematica, a partir de una ontologia matematica y una
semidtica propia, adaptada a las necesidades de investigacién en didactica de las
matemadticas” (p. 23). La construccién de dicho enfoque atravesé distintas etapas.
Godino y Batanero (1994), en una primera instancia, precisaron las nociones de
significado institucional y personal de un objeto matematico centrando el interés
en los conocimientos institucionalizados, pero sin perder de vista al alumno como
sujeto individual al que se dirige el esfuerzo educativo. Un objeto personal involu-
cra la generacién de una regla de comportamiento en el sujeto. Es decir, el sistema
de practicas personales que utiliza un estudiante para resolver los problemas de
los que surge el objeto en un momento dado. Contreras et al. (2005) sostienen
que si bien los significados y los objetos personales son de caracter individual,
no se debe perder de vista que el alumno se encuentra sumido en instituciones
educativas donde se dan distintas interacciones, por lo tanto, tienen un caracter
colectivo. Entonces hay que considerar también los objetos institucionales y sus
significados que son los que constituyen el conocimiento objetivo. Siguiendo esta
linea, Godino (2003) afirma que “la distincién entre las facetas personal e ins-
titucional de los conocimientos matematicos nos parece fundamental para poder
describir y explicar las interacciones entre el profesor y los alumnos en los procesos

de ensefianza y aprendizaje” (p. 137).

Continuando con la segunda etapa de construccion del EOS se estudian los sis-
temas de précticas manifestados por un sujeto (o en el seno de una institucion)
ante una clase de situaciones-problemas. En esta fase se estudié con mayor pro-
fundidad las relaciones dialécticas entre el pensamiento (las ideas matematicas),
el lenguaje matemético (sistemas de signos) y las situaciones-problemas para cu-
ya resolucion se inventan tales recursos. Es decir, se estudiaron los procesos de
interpretacion de los sistemas de signos matematicos puestos en juego en el seno
de los sistemas didéacticos, ampliando la idea de funcién semidtica y ontologia

matemadatica asociada.

En una tultima instancia, se pule el modelo tedrico sobre la instruccién ma-
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tematica, entendida como “ensenanza y aprendizaje organizado en el seno de los
sistemas didacticos”. Aqui se definen seis dimensiones de la instruccion matemati-

ca:
1. Epistémica. Relativa al conocimiento institucional.
2. Docente. Relativa a las funciones del profesor.
3. Discente. Relativa a las funciones del estudiante.
4. Mediacional. Relativa al uso de recursos instruccionales.

5. Cognitiva. Relativa a la cronogénesis de los significados personales de los

estudiantes.

6. Emocional. Relativa a los afectos, valores, sentimientos implicados en el es-

tudio de un contenido matematico.
Segin su Godino (2003), el EOS

... proporciona criterios para identificar los estados posibles de la
trayectoria epistémica, y la adopcion de la “negociacion de significado”
como nocion clave para la gestion de las trayectorias didacticas. El
aprendizaje matemaético se concibe como el resultado de los patrones

de interaccién entre los distintos componentes de dichas trayectorias

(p. 26).

El punto de partida del EOS es la formulacién de una ontologia de objetos ma-
tematicos que tiene en cuenta tres aspectos de la matematica: la propia actividad
de resolucion de problemas, un aspecto social dado que dicha actividad es compar-
tida y un lenguaje simbdlico y légicamente organizado. Tomando como punto de
partida una situacién problematica, se definen los conceptos tedricos de: practica,
objeto (que puede considerarse personal e institucional) y significado, con el fin
de manifestar, por un lado los tres aspectos de la matematica antes mencionados
y, por otro, la génesis personal e institucional del conocimiento matematico, sin

descuidar la interdependencia entre ellos.

En concreto, EOS considera que los objetos matematicos son emergentes de

sistemas de practicas y son, ademas, complejos de explicar dado que se puede

10
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considerar, como minimo, dos niveles de objetos que emergen de la actividad
matematica. En el primer nivel podemos mencionar aquellas entidades que se
pueden observar en un texto matematico (problemas, definiciones, proposiciones,
etc.) y en un segundo nivel tenemos los tipos de objetos que surgen de las distintas

maneras de ver, hablar, operar, etc. sobre los objetos del nivel anterior.

Es asi que para realizar una practica matematica y la interpretacion de los
resultados como satisfactorios se necesita poner en marcha determinados cono-
cimientos. Ahora bien, si se consideran los componentes del conocimiento para
la realizacién y evaluacién de la préactica que permite resolver una situacion o
problema (ejemplo, plantear y resolver una inecuacién con una incégnita) vemos
que es necesario el uso de lenguajes, verbales y simbdlicos. Estos lenguajes son
la parte ostensiva de una serie de conceptos, proposiciones y procedimientos que
intervienen en la elaboracion de argumentos que permiten decidir si las acciones

que componen la practica son satisfactorias.

En cuanto a los objetos matemaéticos primarios definidos en el EOS, Godino et

al. (2007) proponen la siguiente tipologia:

» Elementos lingiiisticos (términos, expresiones, notaciones y graficos) en sus

diversos registros (escrito, oral, gestual, etc.)

» Situaciones—problemas (aplicaciones extra-matematicas, tareas, ejercicios,

etc.)

» Conceptos-definiciones (introducidos mediante definiciones o descripciones)

(recta, punto, nimero, media, funcién, etc.)
» Proposiciones (enunciados sobre conceptos, afirmaciones, etc.)
» Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de célculo, etc.)

A su vez, estos objetos se organizan en entidades mas complejas, como ser

sistemas conceptuales, teorias, etc.

Godino (2003) considera a los objetos que intervienen en las précticas ma-
tematicas segun el juego de lenguaje en el que participen y los considera segin

las siguientes dimensiones duales:

11
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= Personal — institucional. Si los sistemas de practicas se llevan a cabo en
una institucion, los objetos se consideran objetos institucionales, mientras
que si estos sistemas son especificos de una persona se consideran como

objetos personales.

= Ostensivo — no ostensivo. El objeto se considera ostensivo si es publico y
puede mostrarse a otros. En cambio los objetos institucionales y personales

tienen una naturaleza no ostensiva.

» Expresion — contenido. Resultan ser el antecedente y consecuente de cual-
quier funcién semidtica. Los objetos no deben pensarse como entidades ais-
ladas, sino mas bien se relacionan unos con otros. Esta relacién se establece
por medio de funciones semidticas. Dichas funciones son entendidas como
una relacién entre una expresién o significante (antecedente) y un contenido
o significado (consecuente) que establece una persona o institucién teniendo

en cuenta una regla de correspondencia.

» Extensivo — intensivo. En este caso el objeto interviene como un caso
particular o en una clase mas general. Esta dualidad ofrece la posibilidad
de enfocar la atencion entre lo particular y lo general y esa es una cuestion

clave en la construccién y aplicacién del conocimiento matematico.

= Unitario — sistémico. En ciertas ocasiones los objetos matematicos parti-
cipan como entidades que se suponen son conocidas previamente, entidades
unitarias, mientras que otras intervienen como sistemas que se deben des-

componer para su estudio.

El EOS entiende que la comprension es una competencia y no tanto un proceso
mental, dado que considera que un sujeto comprende un determinado objeto ma-
tematico cuando lo usa de manera competente en diversas practicas. Es aqui donde
las funciones semidticas cobran un papel importante en el proceso de relaciones
entre entidades o grupo de ellas que se llevan a cabo en las practicas matematicas
dado que éstas permiten al EOS entender la comprension en términos de funciones

semioticas.

En los ultimos anos, algunos investigadores han utilizado el EOS para estudiar

12
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dificultades en el aprendizaje de algunos contenidos de matemaética. Por ejem-
plo, Distéfano et al. (2012) realizaron un anélisis de las dificultades y errores que
se generan cuando los alumnos usan las representaciones aritmético-algebraica y
geométrica-vectorial de los nimeros complejos, utilizando como una de las herra-
mienta de andlisis la TEF'S cuya descripcion se puede ver en la Seccién siguiente.
Por su parte, Minnaard (2015) se enfocd en el estudio de los errores en Probabi-
lidad y Estadistica. En esta misma linea, Davila (2018) se propuso identificar los
indicadores epistémicos, ecologicos, afectivos, cognitivos, mediacional e interaccio-
nal adecuados para configurar una idoneidad didactica que permitiera potenciar
el aprendizaje de las medidas de tendencia central en los estudiantes de secun-
daria. En cambio, Chavez (2009) investigé y describi6 los distintos significados
institucionales y personales de la funcion afin para detectar algunos de los erro-
res en el aprendizaje del objeto en mencién. Ademas, explicé mediante el uso de
las funciones semidticas la causa de estos errores, ya sean debido a conflictos se-
mioticos de tipo cognitivo o epistémico. En cuanto a los estudiantes de carrera
docente, podemos mencionar a Marin Ortega (2020) quién realizé un anélisis de
textos y analisis de errores en futuros profesores de matematica frente a activida-

des evaluativas sobre la ecuacion cuadratica tomando como marco de referencia

al EOS.

Estos investigadores centraron su investigacién en el estudio de los errores en
diversos temas de la matematica tomando como marco teérico el EOS. Algunos
pocos aprovecharon las potencialidades que ofrece la TFS para completar sus

investigaciones.

2.3. Teoria de la Funciones Semidticas

2.3.1. Introduccion

Generalmente, en el quehacer matematico, utilizamos algunos objetos en re-
presentacion de otros, logrando asi una correspondencia, muchas veces implicita,
entre el objeto representante y el representado. Searle (1997) sostiene que “hay
palabras, simbolos u otros objetos ostensivos que significan o expresan algo, repre-

sentan o simbolizan algo que esta mas alla de ellos mismos, y lo hacen de un modo

13
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que es publicamente comprensible” (p. 76). Por objetos ostensivos se entiende que

son aquellos objetos caracterizados por ser percibidos y de gozar de materialidad.

Los conceptos y las situaciones problematicas se expresan mediante el lenguaje
a través del cual se describen sus propiedades. Las palabras, los simbolos, los
graficos y hasta los objetos fisicos cumplen el rol de sistemas de representacion.
Godino (2003) define a esto como “uso referencial del lenguaje”. Pero para la
TFS la representacion no es exclusiva del lenguaje, sino que los mismos objetos
abstractos, las situaciones problemaéticas, las acciones y argumentaciones pueden

ser signos de otras entidades.

2.3.2. ;Qué es una funcién semiética?
Godino (2003) brinda da la siguiente definicién de funcién semidtica:

Se trata de las correspondencias (relaciones de dependencia o fun-
cién) entre un antecedente (expresién o significante) y un consecuente
(contenido o significado), establecidas por un sujeto (persona o insti-
tucién) de acuerdo con un cierto criterio o cédigo de correspondencia.
Estos cédigos pueden ser reglas (habitos, convenios) que informan a los
sujetos implicados sobre los términos (funtivos) que se deben poner en

correspondencia en las circunstancias fijadas. (p. 286)

y considera que esta nocién de funcién semidtica permite hacer una interpreta-
cién del conocimiento y la comprension de un objeto O por parte de un sujeto X
(persona o institucién) en términos de las funciones semiéticas que X puede es-
tablecer, en unas circunstancias fijadas, en las que interviene el objeto O. Puesto
que cada funcién semiética implica un acto de semiosis por un agente interpretan-
te, constituye un conocimiento y hablar de conocimiento equivaldra a hablar de
significado, esto es, de funcién semiotica. También expresa que la TFS pretende
buscar explicaciones de las dificultades del aprendizaje matematico, atendiendo
particularmente la interaccién comunicativa y los procesos de interpretacién que
tienen lugar en las clases de matematica, para luego buscar las causas de las

dificultades y conflictos cognitivos que presentan los estudiantes.

Es importante que los estudiantes conozcan el significado de los términos, ex-
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presiones y representaciones que se utilizan en matematica, es decir, que sepan a
qué hace referencia el lenguaje matematico en sus diversos registros. Este recono-
cimiento es muy valioso dado que el problema semantico del lenguaje matematico
es muy complejo debido a la gran variedad de registros semioticos utilizados en

este contexto.

2.3.3. ;Para qué se utilizan las funciones semié6ticas?

Muchos investigadores consideran que las funciones semiéticas constituyen he-
rramientas metodolégicas muy potentes para el estudio de la construccion de
significados de objetos matematicos. Godino et al. (2005) describen un modelo
ontologico y semidtico para el conocimiento matematico del tema combinatoria.
Aplicaron la TFS para analizar el proceso de resolucion de algunos problemas
combinatorios por parte de estudiantes con alta formacién matematica. Dicho
trabajo muestra la utilidad que tienen estas herramientas para proporcionar una
explicacion semiotica a la dificultad del razonamiento combinatorio. En cambio
Contreras et al. (2005) realizaron un andlisis semidtico de textos cuyo objetivo
fue mostrar cémo el uso y aplicacién de la TFS ponen en evidencia determina-
dos fenémenos didacticos relacionados con la complejidad semidtica asociada a
la funcién derivada. Una tarea similar realizaron Contreras y Ordoéfniez (2006) al
analizar la introduccion del concepto de integral definida presentada en un libro
de texto de bachillerato. El uso de TFS en este estudio ha dejado en evidencia
diversos conflictos semidticos que deben ser considerados en la ensenanza del tema
integral definida. Por su parte, Tamayo et al. (2008) analizaron un proceso de en-
senanza y aprendizaje de la definicién de limite funcional segin Weierstrass. Para
ello, descomponen dicho objeto matematico en unidades para poder identificar las
funciones semioticas que se establecen en el proceso de ensenanza y aprendizaje
implementado en una institucién escolar en un ambiente de tecnologia digital.
También Aznar et al. (2016) utilizaron dichas herramientas como instrumento
de diagnéstico y abordaje de errores en producciones de alumnos que se encon-
traban cursando materias béasicas de las carreras de ingenieria de la Universidad
Nacional de Mar del Plata, Argentina. En dicho trabajo se describié el uso de las

funciones semioticas para abordar distintas probleméticas de aprendizaje en los
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2.3. TEORIA DE LA FUNCIONES SEMIOTICAS

estudiantes universitarios. Estos investigadores consideran que las funciones se-
miodticas permiten visibilizar el nivel de complejidad de una determinada préactica
matematica, evaluar detalladamente estas practicas de los estudiantes para detec-
tar discrepancias de significados y favorecer el rediseno de secuencias didacticas,
contemplando las complejidades y conflictos detectados. Ademds, dicho anélisis
ha permitido identificar los conflictos de significados que pueden obstaculizar el
aprendizaje en un proceso de instruccién y obtener informacién relevante para el

diseno de estrategias de ensenanza.

En resumen, se han mostrado algunas investigaciones que utilizan las funciones
semioticas como herramientas metodoldgicas del EOS en distintos contextos y
con diversas finalidades. Ninguno de los trabajos mencionados hace uso de la TFS
para describir la problematica asociada al objeto matematico inecuaciones en el

nivel superior para una carrera de formacién docente.

2.3.4. Tipos de funciones semidticas

En una funcién semiética, el objeto inicial y/o final puede estar formado por
uno o mas elementos primarios que desempenan el papel de expresion o de conte-
nido, resultando asi diferentes tipos de funciones que pueden interpretarse como
procesos cognitivos especificos. Teniendo en cuenta los contenidos (el significado),

Godino (2003) distingue los siguientes tipos de funciones:

= Significado lingiiistico: Cuando el contenido es un término, expresion,
grafico u otro elemento lingiiistico. Por ejemplo, cuando el simbolo > se usa

en lugar de la expresién “es mayor o igual que”.

» Significado situacional: Cuando el objeto final es una situacién-problema.
Por ejemplo, la descripcién verbal, grafica o mixta de una situacién-problema

reemplaza a la situacion problematica real.

» Significado conceptual: Cuando el contenido es un concepto o definicion.
Por ejemplo, en la definiciéon de inecuacion “Desigualdad entre dos expre-
siones algebraicas de una o mas incégnitas, que puede o no verificarse para
ciertos valores de esas incognitas”, la palabra inecuacion remite a la defini-

cién correspondiente.
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2.3. TEORIA DE LA FUNCIONES SEMIOTICAS

= Significado proposicional: Cuando el contenido es una propiedad o atri-
buto de un objeto. Por ejemplo, “los niimeros positivos son mayores que los

negativos”.

» Significado actuativo: Cuando su contenido es una accién u operacién (un
algoritmo o procedimiento). Por ejemplo, el 20 % de 50 indica que a 50 se lo

multiplica por 20 y luego se lo divide por 100.

» Significado argumentativo: Cuando el contenido es una argumentacion.

Por ejemplo, la demostracion de una propiedad.

Ademas de estos tipos de funciones semioticas podemos identificar variantes

segun la faceta de las cuales se consideran dichas entidades:

Personal-institucional: segiin el agente que interprete el objeto.

Elemental-sistémico: segin el grado de complejidad del objeto.

Extensiva-intensiva: segun el nivel de abstraccion.

Ostensiva-no ostensiva: segun el cardcter ostensivo del objeto.

Referencial-instrumental: segiin el papel desempenado por la expresion.

Este marco tedrico (EOS) tiene un enfoque pragmético pues intenta explicar
la asociacién de significados de los objetos matematicos que se producen en el
proceso de ensenanza y aprendizaje de las mateméticas. Godino (2003) sostiene
que el aprendizaje significativo por parte de un estudiante es modelizado como una
secuencia de actos de comprension o actos de superacion de obstaculos que el EOS
interpreta como el establecimiento de funciones semioticas de distinto tipo. En
este contexto se puede inferir que los errores se deben a la falta de establecimiento
de las funciones semidticas o bien con el establecimiento de funciones semidticas

incorrectas.
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Capitulo 3

Desigualdades

3.1. Desigualdades en la historia

Se puede considerar que el nacimiento del Algebra como una ciencia que rela-
ciona los nimeros con las letras data de mas de 3600 anos. Durante muchos siglos,
se resolvieron problemas en su mayoria de caracter geométrico y con ellos surgié
la necesidad de la utilizacién de simbolos para su resolucion. También se observé
que en algunas de las estrategias utilizadas para resolver estos problemas se uti-
lizaron igualdades y desigualdades. El tema no consistia en resolver un problema
de desigualdades sino que éstas surgian como estrategias de resolucién, tal como

se menciona en Boyer y Merzbach (2011).

Si bien el origen de las inecuaciones no se puede precisar, se cree nacieron
poco después de las ecuaciones (1700 a. C. - 1700 d. C.) debido al surgimiento
de problemas en los cuales la respuesta podia contener un grupo de nimeros.
Una de las caracteristicas de dicho periodo fue la invencién gradual de simbolos
y la resolucién de ecuaciones. Alli se presenta un Algebra desarrollada por los
griegos (300 a. C.), llamada Algebra Geométrica, rica en métodos geométricos
para resolver ecuaciones algebraicas. Esta notacion simbdlica surgié de la mano de
Viete (1540-1603) y marca el inicio de una nueva etapa en la que posteriormente se
logra un avance importante en la teorfa de las inecuaciones. Fue Descartes (1596-
1650) quien fija y ubica a los ntiimeros positivos hacia la derecha del eje horizontal

y hacia arriba en el eje vertical del plano que hoy lleva su nombre. A partir
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de ese momento, el Algebra se convierte en la ciencia de los cdlculos simbdlicos
y de las ecuaciones. Mas tarde, Euler (1707-1783) la define como la teoria de
los céalculos con cantidades de distintas clases haciendo referencia a calculos con
nimeros racionales enteros, fracciones, raices cuadradas y cibicas. Y a partir del
siglo XVII, de la mano de Newton (1643 - 1727) y Leibniz (1646 -1716), aparece

el calculo infinitesimal y sus aplicaciones.
Respecto de la historia de las desigualdades, Bernardis et al. (2017) expresan:

Inicialmente, las desigualdades no tienen un estatus especial en ma-
tematica, sino que se consideraron peculiaridades o herramientas ma-
tematicas para el desarrollo de otras teorias. Dos milenios y acciones
personales cambiaron el estado de las desigualdades, desde considerarse
una herramienta para la matematica hasta afianzarse como una disci-

plina real de estudio. (p. 181)

Tanto la historia como los ejemplos citados y muchos mas, dan cuenta que la
desigualdad, junto con sus préacticas, siempre han estado presentes en el seno de
la matematica. Sin embargo Borello y Lezama (2009) afirman que, durante mu-
chos siglos, no se percibié la necesidad de implementar técnicas para manipular
expresiones que surgen del planteamiento de una desigualdad. Ademas, manifies-
tan que encontramos algunas huellas claras de las inecuaciones, asi como hoy la

conocemos, solo a partir del siglo pasado.

3.2. Algunos estudios sobre inecuaciones

Al inicio de una carrera de nivel superior, como puede ser el PESM, muchos
estudiantes encuentran grandes dificultades en el aprendizaje de la matematica,
particularmente, en el aprendizaje de las inecuaciones. Por ello, resulta interesante
para el profesor conocer y estudiar los errores basicos cometidos por los alumnos,
dado que esta tarea provee de informacién sobre la forma en que los estudiantes

aprenden.

Numerosas investigaciones han abordado el estudio de las dificultades y erro-

res cometidos en la resolucion de inecuaciones en los distintos niveles del sistema
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educativo. Entre ellas podemos mencionar a Heredia y Palacios (2014) quienes pre-
sentaron reflexiones, elementos conceptuales y metodologicos para posibles pro-
puestas didacticas hacia maestros en formacién y en ejercicio, en relacion a la
ensenanza y el aprendizaje de las desigualdades e inecuaciones lineales. Vargas
(2013) estableci6 algunos de los errores mas frecuentes que cometen los alumnos
al resolver ejercicios sobre inecuaciones y a partir de la revisién de algunos do-
cumentos y bibliografia presenté algunas ideas para la implementacion de una
propuesta. Torres (2013) profundizé la relacién entre el uso de los registros gréfico
y algebraico y el éxito alcanzado al estudiar los temas de funciones e inecuaciones,
analizando los conflictos semiéticos que surgen al estudiarlos. Sanchez (2012) de-
tallo la elaboracion, aplicacion y analisis de resultados de una secuencia didactica
orientada a superar las dificultades que tienen los estudiantes tanto en la com-
prension de los procesos de resolucién de inecuaciones cuadraticas como en la
resolucion de problemas que requieren el uso de este objeto matematico. Borello
y Lezama (2009) realizaron un estudio acerca de las desigualdades a partir de
las practicas didacticas del profesor cuyo objetivo fue ofrecer herramientas meto-
dolégicas y didacticas que ayuden a los maestros en su quehacer cotidiano. Barbosa
(2003) expuso un conjunto de construcciones mentales que pueden desarrollar los

alumnos universitarios a fin de que entiendan el concepto de inecuaciones.

Algunas de estas investigaciones coinciden en que la ensenanza de las inecua-
ciones se reduce a tareas mecanicas y no de apropiacion del contenido seméntico
de inecuaciones, como también apuntan al establecimiento de relaciones entre los
diferentes sistemas de representacién semiotica de las desigualdades. Por ello, es
importante abordar la ensenanza de las inecuaciones desde distintos sistemas de
representacion pues se considera que este hecho podria ayudar a reducir los errores
cometidos en la resolucién de inecuaciones promoviendo asi un aprendizaje mas

reflexivo.

3.3. Abordaje de la ensenanza de inecuaciones

El tratamiento que generalmente se hace en las escuelas de nivel medio sobre

las inecuaciones es puramente algebraico y centrado en la resolucién de inecua-
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ciones de distinto tipo. Acerca de ello, Bernardis et al. (2017) conjeturan sobre
la existencia de una ruptura entre los abordajes aritmético y algebraico que im-
pacta en la comprension de algunos contenidos y consideran que los estudiantes
que acceden al nivel superior presentan serias dificultades en el manejo de algunas
desigualdades. Estas autoras postulan que no existe un paso natural del algebra
al calculo ni un desarrollo continuo y regular del conocimiento, sino que se da
un desarrollo cadtico. Ademads, consideran que, si bien las desigualdades no son
puramente geométricas, pueden ser visualizadas a través de la representacién de
objetos geométricos por la relacion de comparaciones entre las relaciones métricas
(longitudes, areas, volimenes). No son exclusivamente algebraicas a pesar de que
pueden ser traducidas al lenguaje algebraico y tampoco intrinsicamente del anéli-
sis, aunque estan presentes en las nociones de limites y convergencia, entre otros.
En este punto y, coincidiendo con las autoras, se cree que para una mejor com-
prension del objeto inecuaciones es necesario presentar el contenido en distintos
contextos: algebraico, geométrico, numérico y funcional, ya que, de esta manera,
reconoceran a la desigualdad como un concepto transversal que estd presente en
gran parte de los contenidos de matematica. Siguiendo esta linea, pero refiriéndose
a las ecuaciones, Cai y Knuth (2011) establecen que la ruptura semidtica de la
igualdad es uno de los aspectos que es preciso tomar en consideracion en el transi-
to de la aritmética al algebra. Esta transicién es dificil para muchos estudiantes,
incluso para aquellos estudiantes que son bastante competentes en aritmética,
ya que a menudo requiere que ellos piensen de maneras muy diferentes. Estos
investigadores sostienen que esta ruptura es una de las causales de la falta de
comprensién del tema inecuaciones. Para Garrote et al. (2004), por ejemplo, la
ausencia de significado es uno de los principales problemas que se plantean en el
trabajo con inecuaciones por lo que es importante que el alumno tenga una idea
clara del concepto de inecuacion equivalente, pues es éste el que da significado a

las técnicas de resolucidn.

Con respecto al abordaje de las inecuaciones desde distintas perspectivas, algu-
nos autores consideran de suma importancia el enfoque grafico en el tratamiento
de este tema. Por ejemplo, Fuentes y Ramos Rodriguez (2018) analizaron cémo

los alumnos que se encuentran cursando Matematica Aplicada en el nivel superior
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pueden resolver inecuaciones de forma grafica y presentaron un plan de clases
desde el marco de la Teoria-Accion-Proceso-Esquema de Dubinsky. La idea que se
propone en su investigacién es identificar los mecanismos y construcciones men-
tales para el concepto y resolucion de inecuaciones. Desde una perspectiva inno-
vadora ofrecida por las herramientas didécticas sustentadas en el enfoque grafico,
Torres (2013) analizd la relacién entre el uso de los registros gréficos y algebraicos.
Dicho trabajo, llevado a cabo en la Universidad Nacional Experimental del Téachi-
ra, Venezuela, le permitié observar que los alumnos que utilizan el enfoque gréfico
muestran una mayor claridad conceptual y que, conforme aumenta esta solidez
tedrica, también mejoran y aumentan las distintas representaciones utilizadas. Al
respecto, Borello (2013) sostiene que la importancia del método grafico para la

ensenanza de las inecuaciones radica en los siguientes elementos prioritarios:

= el acercamiento visual resulta “natural” para los alumnos de las nuevas ge-
neraciones, ya que viven inmersos en un contexto socio-cultural en que pre-
valece la cultura de la imagen en detrimento de aquellas habilidades ligadas

a la capacidad de abstraer y de reflexionar,

= el enfoque grafico cambia el centro de la actividad matematica, pues lleva
inevitablemente a trabajar con funciones acercandose el concepto de inecua-
cién al objeto funcién, favoreciendo una real comprension de los simbolos
de desigualdad e igualdad en el momento en que aprende a “moverse” en el
plano cartesiano relacionando correctamente la abscisa y la ordenada de los

puntos de la funcion,

= favorece el aprendizaje y la forma de razonamiento creativo que contrasta la
idea “tristemente muy difundida” que las matemaéticas sélo tratan de técnicas

y que no tienen que ver con nada de todo lo que es creativo.

Siguiendo esta misma linea, se encuentran investigaciones que consideran que
las propuestas de ensenanza y aprendizaje de las inecuaciones mayormente solo
fomentan el aprendizaje de algoritmos vacios que se aprenden de memoria. Tal es
el caso de Gatica y Maz Machado (2012) quienes afirman que los estudiantes no
aprenden las inecuaciones de manera conceptual y esto genera dificultades en el

aprendizaje por ausencia de significados. También, Lemus-Cortez y Escobar (2021)
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identifican una problematica en torno a la resoluciéon de inecuaciones, dado que
consideran que el énfasis se pone en la resolucion algebraica y no en los conceptos
o representaciones graficas. Estos ultimos pueden llegar a producir situaciones
didacticas para construir conceptualmente la conexién entre la matematica y la
realidad de los estudiantes, lo que favorece la comprension conceptual del objeto de
estudio. Luego de llevar a cabo la experiencia llegaron a la conclusion que las tareas
de modelacion promueven el desarrollo de habilidades y mejora el aprendizaje de
las matematicas, puesto que relacionan elementos matematicos con la realidad
lo que dota de sentido y significado a lo que aprende el estudiante. Por su parte,
Salas (2022) propone una investigacién que busca comprender, describir y analizar
las interpretaciones que realizan los estudiantes en el proceso de aprendizaje del
concepto de desigualdad con el objetivo de proponer una estrategia didactica para
el aprendizaje conceptual de las desigualdades. Este autor, al igual que D’amore
(2003), considera que los procesos de conceptualizacién de la actividad matematica
necesariamente deben pasar por registros de representacion semidtica para ser

comunicados y aprendidos.

Estos investigadores reconocen las dificultades que presentan los estudiantes a
la hora de resolver inecuaciones y muchos coinciden en que se debe abordar el
tema desde distintos contextos. Por tales motivos y en concordancia con ello se
considera que es necesario proponer enfoques metodoldgicos y soportes didacticos
a fin de ofrecer herramientas que ayuden a tomar decisiones adecuadas para poder
abordar el tema con la complejidad de los problemas que se presentan. Es asi que
este trabajo, en su Capitulo 7, ofrece una propuesta metodoldgica de ensenanza
de inecuaciones que adopta una postura coincidente con la de Barbosa (2003),
quien afirma que hay que valorar las oportunidades de estudio de las funciones
para el desarrollo del pensamiento matematico y cambiar la manera de ensenar las
inecuaciones, proponiendo actividades que involucren no sélo la interpretacion y
la resolucion algebraica, sino también resoluciones graficas ya que éstas favorecen

a la flexibilidad de pensamiento.
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Capitulo 4

Errores

4.1. ;Por qué estudiar los errores?

El andlisis de los errores y dificultades en el aprendizaje de la Matematica es
un tema de interés desde hace mucho tiempo y en la actualidad se ha vuelto un
tema relevante para los investigadores en Educacion Matematica. Es evidente que
estos errores y dificultades generan preocupacion en la mayoria de los docentes
debido a que éstos influyen en el aprendizaje de los diferentes contenidos. Por ello,
es necesario que se estudien y analicen los errores y dificultades que presentan
los alumnos al ingresar, en este caso, al PESM, dado que este andlisis servira a
los docentes para organizar estrategias que apunten a lograr un aprendizaje mas

significativo y reflexivo.

Algunos investigadores y docentes coinciden que, en general, lo que mas preo-
cupa es la persistencia y la masividad con la que se presentan los errores y es
claro que esto influye en el aprendizaje de los diferentes contenidos. Por ende
resulta imprescindible que los estudiantes los reconozcan y asuman la necesidad
de superarlos a fin de obtener logros de aprendizaje. Por tales razones, muchos
investigadores en Educacién Matematica sugieren que se diagnostiquen y se tra-
ten seriamente los errores. Tal es el caso de Pochulu (2009) quien sugiere que
los errores se comenten con los alumnos, que se pueda discutir con ellos aquellas
concepciones erréneas para luego poder brindarles propuestas y situaciones que

les permitan ajustar sus ideas. En esta misma linea, Engler et al. (2004) sostienen
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que:

El protagonismo que como docentes le damos al error y la forma
en que trabajamos con él influyen en el aprendizaje y en el rendimien-
to académico de nuestros alumnos. Si pretendemos aprendizajes sig-
nificativos es prioritario el conocimiento y el tratamiento del tema en

conjunto, docentes y alumnos. (p. 23)

Por ello se considera que el andlisis de los errores no soélo sirve para mejorar el
proceso de aprendizaje, sino que también ayuda al personal docente en la seleccién,
creacién y organizacion de estrategias orientadas al logro de una mejor educacion.
En este sentido, detectar las dificultades, los errores y accionar sobre ellos permite
evaluar los contenidos para que cada alumno pueda identificar sus dificultades para
luego intentar superarlas y asi poder lograr nuevos aprendizajes y retroalimentar

los conocimientos ya adquiridos.

Es asi que analizar los errores que cometen los alumnos en el proceso de aprendi-
zajey, en el caso puntual de este trabajo, en la resolucion de inecuaciones, brindara
informacion valiosa acerca de como los alumnos, futuros docentes de matematica,
construyen el conocimiento matematico. Ademds, permite constituir una herra-
mienta para registrar el estado de conocimiento de los alumnos que ayudara a

analizar el proceso de ensenanza y aprendizaje a fin de mejorar los resultados.

4.2. Investigaciones en torno al tema

A lo largo del tiempo, muchos investigadores han abordado el estudio de los
errores. Algunos puntualmente, los errores y dificultades que presentan los alum-
nos cuando estudian los contenidos de matematica con el objetivo de mejorar la
calidad de la ensenanza y aprendizaje. A continuacién se presenta una sintesis de

los més relevantes en orden cronoldgico.

Radatz (1980) realiz6 un recorrido por diversas aproximaciones tedricas en las
cuales se intenta dar explicacion acerca de las causas de los errores de los estu-
diantes en el proceso de aprendizaje de la matematica. Este investigador senald

razones por las cuales el estudio de los errores es importante y manifiesta la nece-
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sidad de brindar un marco tedrico. Ademas sostiene que los docentes necesitan de

esos modelos tedricos para poder diagnosticar y corregir aprendizajes erréneos.

Booth (1984) analizé la naturaleza de los errores cometidos por los alumnos. De
este andlisis observé que muchos de ellos podian ser atribuidos a la naturaleza y el
significado de los simbolos y las letras, al objetivo de la actividad y la naturaleza
de las respuestas en algebra, a la comprensién de la aritmética por parte de los

estudiantes y al uso inapropiado de férmulas o reglas de procedimiento.

Rico (1995) presenté algunas reflexiones tedricas de filésofos de la ciencia y
de epistemélogos que se han preocupado por el estudio de los errores y senala
que estos estudios han sido orientados por las corrientes pedagdgicas y psicoldgi-
cas predominantes en cada época y también se han visto condicionados por los
objetivos y formas de organizacion del curriculo de matemaética en los sistemas
educativos. Al mismo tiempo describié las caracteristicas generales que presentan
los errores y senald cuatro lineas de investigacién relativas al estudio de los errores

en el aprendizaje de la matematica:

estudios relativos al andlisis de errores, causas que los producen o elementos

que los explican, taxonomias y clasificaciones de errores detectados,

= estudios dedicados al tratamiento curricular de los errores del aprendizaje

en matematicas,

= estudios dedicados a determinar qué conviene que aprendan los profesores

en formacién en relacién con los errores que cometen los alumnos y

= trabajos de cardcter técnico que implementan y sostienen una determinada

clase de anélisis sobre errores.

Engler et al. (2004) presentaron una revisiéon bibliografica sobre la evolucién
del estudio de los errores a través de los anos, caracteristicas principales, cate-
gorizacién y clasificacion de los mismos y algunas recomendaciones acerca de su

tratamiento y su estudio.

Del Puerto et al. (2006) se ocuparon del estudio de los errores cometidos por

alumnos de nivel medio, terciario y universitario en el aprendizaje de las ma-
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tematicas y presentaron algunos de los resultados obtenidos a partir de la im-
plementacion de cuestionarios para su deteccion y posterior analisis para luego

sugerir una postura superadora con respecto al error.

Socas (2007) realiz6 un estudio sobre las dificultades y errores en el aprendizaje
de la matematica, puntualmente en la construccion del lenguaje algebraico, to-
mando como marco de referencia el Enfoque Logico Semiotico, desarrollando un
modelo que permite profundizar en dichas dificultades y errores. Ademas sostiene
que es necesario diagnosticar y tratar mas seriamente los errores de los alumnos
dado que esta informacién permitird a los docentes arbitrar los procedimientos

para ayudar a los estudiantes en la correccion de dichos errores.

Cadenas (2007) presenté una investigacién en la que llevé a cabo una evaluacion
diagnostica acerca de los conocimientos matematicos, que permitié determinar
carencias, dificultades y errores en alumnos del primer semestre de la Escuela
de Educacion de la Universidad de los Andes, Colombia. Los resultados obtenidos
revelaron que la mayoria de los estudiantes muestran grandes carencias sobre todo

de tipo aritmético y algebraico.

Gamboa Graus y Fonseca Pérez (2017) presentaron una reflexién teérica del
tratamiento a los errores en la ensenanza de la matematica, realizaron una cla-
sificacion y categorizacion de los errores basadas en diversos investigadores para

luego ofrecer una serie de sugerencias acerca de su tratamiento.

Arnawa et al. (2019) analizaron los errores, conceptos erréneos y sus causas
en el aprendizaje del dlgebra lineal elemental en estudiantes de Quimica de la
Universidad de Andalas, Indonesia. Dicho estudio utilizé métodos cualitativos
para explicar cémo razonan los estudiantes para formar errores y concepciones

erroneas.

Gamboa Araya et al. (2019) han mostrado que un alto porcentaje del alum-
nado que ingresa a la Universidad Nacional de Costa Rica,Costa Rica, comete
errores matematicos que se muestran durante el proceso de construccién de los
nuevos contenidos y que impactan su rendimiento académico en la disciplina. El

trabajo realizado por estos investigadores se orienté hacia el andlisis de los errores
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cometidos por los estudiantes que ingresan a la universidad.

Diaz Quezada y Poblete (2019) realizaron un estudio para identificar y caracteri-
zar las competencias matematicas y los errores de los estudiantes de ingenierias en
la resolucion de problemas de limites de funciones reales, a través de la aplicacion
de instrumentos evaluativos con problemas de respuesta abierta, en la Universidad

de Los Lagos, Chile.

Mendoza et al. (2021) realizaron una investigacién destinada a identificar y ana-
lizar los errores y dificultades en torno al razonamiento cuantitativo que muestran
los estudiantes de primer ano de las carreras de ingenierias de la Universidad Fran-
cisco de Paula, Colombia, en las asignaturas de Matematicas I y II. Del analisis
de los resultados concluyeron que los estudiantes presentan dificultades y errores
méas evidentes en relacién con competencias argumentativas, con items relacio-
nados a temas de algebra, cdlculo y estadistica y también errores significativos

relacionados con el razonamiento cuantitativo.

Rosales (2022) considera que los estudiantes que resuelven problemas de fisica,
recaen reiteradamente en equivocaciones matematicas y cree que la posibilidad de
equivocarse es menos probable en contextos educativos superiores. Por tales razo-
nes, realizé una indagacion sobre los tipos errores de matematica que cometen los
estudiantes de secundaria de la Unidad Educativa Maria Reina, Venezuela. De los
resultados obtenidos observo, entre otros, errores por falta de verificacién, errores
por conflicto de objetivos, errores de lenguaje matematico, errores de ejecucién,
errores arbitrarios, errores al operar con niimeros reales, errores de procedimiento,
errores por deduccién incorrecta de informacion, etc., y sugiere el diseno de estra-
tegias instruccionales que permitan a los alumnos la adquisiciéon de aprendizajes

significativos en el area de la matematica relacionada con la fisica.

Aguerrea et al. (2022) plantearon que los estudiantes siguen cometiendo errores
en conceptos y procedimientos que deberian haber sido superados en la escuela
secundaria, y muchos de estos errores son altamente persistentes. En su traba-
jo de investigacion recurrieron al uso de software en situaciones de aprendizaje
relacionadas con la modelizacién dado que consideraron que eso ayudaria a los

alumnos a remediar esos errores. Cabe destacar que de los investigadores antes
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mencionados, estos ultimos fueron los tinicos que trabajaron con estudiantes de

Pedagogia en Matematica, es decir, con docentes en formacion.

También han abordado el estudio de los errores realizando una categorizacion
de ellos Esteley y Villarreal (1990), Esteley y Villareal (1996), Pochulu (2009); y

quiénes han estudiado al error como medio de ensefianza, tal como Astolfi (2004).

Hasta aqui una breve resena de investigaciones que abordaron el estudio de los
errores en distintos niveles del sistema educativo y en distintas asignaturas de ma-
temética o vinculadas a ella. Sélo uno de los trabajos mencionados se lleva a cabo
con estudiantes de una carrera docente y ninguno estudio los errores cometidos

en la resolucién de inecuaciones.

4.3. Definiciones de error

A través de la historia, el concepto de error ha ido variando y los estudios se
fueron orientando segin las corrientes pedagogicas y psicolégicas predominantes,
asi como por el curriculo matematico en los diferentes sistemas educativos. Sin
embargo, existen varias definiciones de error, de diversa naturaleza, manifestadas
por expertos en el tema. Es asi como Gamboa Araya et al. (2019) realizan una
breve recopilacién de definiciones dadas por algunos autores. Entre ellas se men-
cionan, por ejemplo, la definicién propuesta por Godino (2004) quien expresa que
“Hablamos de error cuando el alumno realiza una préctica (accién, argumenta-
cion, etc.) que no es valida desde el punto de vista de la institucién matemética
escolar” (p. 73). También la definicién propuesta por Lucchini et al. (2006) quiénes
sostienen que “Se podria definir “error” como un concepto equivocado o juicio fal-
so. Por su parte, la equivocacién se define como el tener o tomar una cosa por
otra, juzgando u obrando desacertadamente” (p. 3). Y, por iltimo, estos autores
exponen la definicién dada por Miranda (2007) quien dice: “Se considera que el
error es un conocimiento deficiente, insuficiente, imperfecto, defectuoso, escaso o

incompleto; una desviacién de un conocimiento establecido” (p. 20).
Abrate et al. (2006), definen el error desde una visién filoséfica:

El estudio del conocimiento humano y de la capacidad del hom-
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bre para comprender ha sido siempre una preocupacién constante de
la Filosofia, determinando que el error es atribuible a la capacidad de
considerar verdaderos conceptos y procedimientos que estan deficien-
temente desarrollados, que incluyen ideas contradictorias o interpreta-
ciones y justificaciones falsas. Esto se confirma, inclusive, en la misma
historia de la Matematica, donde podemos encontrar proposiciones que
se consideraron como verdaderas y que con el tiempo se demostré su

falsedad. (p. 21)

Otra definicién es la propuesta por De La Torre (2004) quien define el error de

la siguiente manera:

Desde una perspectiva constructiva, el error es un desajuste entre
lo esperado y lo obtenido. Hace referencia a criterio, norma o valor;
pero no comporta actitud sancionadora ni punitiva. En otros tiempos
se castigaba duramente al sujeto que no lograba los aprendizajes pre-
vistos, sin analizar sus causas. Esa practica carece de sentido educativo
mediante las calificaciones, sin analizar a qué se deben tales fallos. Sin
embargo, el error en la practica escolar, simplemente pone de manifies-
to una ocurrencia inadecuada, la existencia de fallos en el proceso de

aprendizaje. (p. 80)

En cambio Matz (1980) expresa que los errores son intentos no exitosos de
adaptar los conociemientos adquiridos a una nueva situacién. Por ello, considera
que el error es un esquema cognitivo inadecuado y no necesariamente se debe a la

falta de conocimiento.

Muchos investigadores y docentes coinciden en que el aprendizaje de la Ma-
temética genera dificultades en los estudiantes y, segun Socas (1997), éstas pue-
den ser de distinta naturaleza. Algunas se originan en el macrosistema educativo
pero se concretan en el micrositema educativo (alumno, asignatura, profesor e
institucién escolar). Es por ello que las dificultades pueden abordarse desde varias
perspectivas segun si el énfasis esta puesto en el desarrollo cognitivo del estudian-
te, en el curriculo de matematica o en los métodos de ensenanza. Es asi como estas

dificultades se conectan en complejas redes que se manifiestan en la practica en
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forma de obstaculos y aparecen en las producciones de los estudiantes en forma de
errores. Coincidiendo con Socas (1997), Del Puerto et al. (2006), consideran que el
alumno tiene un saber anterior, y estos conocimientos anteriores pueden ayudar
al nuevo conocimiento, pero a veces son un obstaculo . Esto provoca una rees-
tructuracion del conocimiento. Por ello sostienen que los errores cometidos por los
alumnos en Matematica son una manifestacion de esas dificultades y obstaculos

propios del aprendizaje.

Tanto Del Puerto et al. (2006) como muchos de los investigadores mencionados
consideran, al igual que la autora de este trabajo, que en las concepciones actua-
les, el error debe ser considerado como una fuente valiosa de informacién y no
como algo que debe penalizarse. Es por ello que el proceso de ensenanza y apren-
dizaje se debe reorientar para aprovechar al maximo las oportunidades que ofrece
aprender de los errores. Ademas, el error debe ser considerado como una fuente de
motivacién y de oportunidades que se le presentan al alumno y que les permitira
argumentar, discutir y rever sus conocimientos, para lograr un aprendizaje mas

reflexivo y favorecer asi a una mejor comprension.

4.4. Origen de los errores

Motivos de la aparicion y persistencia de los errores en el aprendizaje de la
Matematica hay muchos. Es por eso que parece necesario avanzar en el estudio
del origen y causas posibles de los errores cometidos por los estudiantes a fin de
tener una explicacién general de cada error o de los errores cometidos por cada

alumno de manera tal que se pueda actuar sobre ello.

En cuanto al origen de los errores, tanto Davis (1984) como Pozo y Gémez
(2006) afirman que los errores no son producto del azar, sino que aparecen como
consecuencia de conocimientos adquiridos previamente y es posible predecir ciertos
patrones comunes de errores y dificultades que se presentan de forma similar en
distintos estudiantes. Es claro que la aparicion de estas dificultades emerge de
un marco conceptual consistente, y todo proceso de instruccion es potencialmente
generador de errores y dificultades debido a diversas causales, algunas de las cuales

se presentan reiteradas veces y otras son inevitables. En esta mimsa linea, Socas

31



4.4. ORIGEN DE LOS ERRORES

(2007) sostiene los errores no surgen de manera accidental, sino que los estudiantes
recurren a experiencias anteriores en matematica y emplean estrategias y reglas
personales en la resolucién de problemas. Generalmente se acepta que muchos
alumnos tienen una actuacién aparentemente satisfactoria, pero es muy probable
que oculten serios errores operacionales, estructurales y procesales de los objetos

matematicos que dificultan los aprendizajes subsiguientes.

Pochulu (2009) afirma que las dificultades que pueden tener los alumnos al
abordar los contenidos de Matematica que se presentan en el nivel medio no
son triviales, y requieren de mucho tiempo para su apropiacién y consolidacién.
También expresa que no se debe pasar por alto que las oportunidades que tienen
los estudiantes de aprender matematica dependen mucho del entorno, del tipo
de tareas, de la formacion y experiencia previa, etc. De estas oportunidades y
otros factores dependera lo que aprenden y cémo se implican en las actividades

matematicas y las actitudes que tienen hacia esta ciencia.

Por otro lado, no se debe olvidar que, durante la pandemia, el sistema educativo
sufrié un cambio abismal en la manera de trabajar. Pasar de la presencialidad a la
virtualidad total fue un desafio muy importante para muchos docentes e institu-
ciones y un cambio méas abrupto atin para los alumnos en la manera de aprender.
Algunos investigadores como Soto-Meza et al. (2022), analizaron el impacto de la
educacién virtual en el aprendizaje de la matematica en los estudiantes del nivel
primario y secundario en tiempos de pandemia. Para ello realizaron un anéli-
sis documental de literatura relacionada al aprendizaje virtual, aprendizaje de la
matematica y propuestas para el aprendizaje de la misma en pandemia. De dicho
analisis surgen dos conclusiones contrapuestas. La primera de ella ofrece una mi-
rada favorable pues, algunas investigaciones analizadas como, por ejemplo, las de
Doz (2021), Gonzalez et al. (2020), Meeter (2021) y Gore et al. (2021), demues-
tran un avance en los resultados de aprendizaje de la matemaética en comparacion
con los resultados antes de la pandemia. Pero a su vez, Soto-Meza et al. (2022)
consideran que estos resultados no necesariamente demuestran la realidad dado
que las calificaciones que se obtienen no reflejan realmente el logro de aprendizajes

en matematica, pues se cree que muchos docentes decidieron otorgar mayor im-
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portancia y valoracion a la participacién y a la presentacion de trabajos. La otra
conclusion refiere a los resultados desfavorables. Investigaciones tales como las de
Engzell et al. (2021), Schult et al. (2022), Zierer (2021) y Azevedo et al. (2021)
coinciden en que los resultados de los aprendizajes han disminuido en la etapa
de la pandemia. Se habla de que hay una brecha de oportunidades que se hace

evidente con la realidad de muchos sectores de la sociedad muy desfavorecidos.

Si bien los errores pueden ser originados por diversas causas, es muy importante
tener un conocimiento general de los fundamentos tedricos y préacticos sobre esta
problemética y como esto repercute en el desarrollo curricular de manera tal, que
los docentes puedan adquirir herramientas que les permitan hacer un diagnéstico

y aportar un tratamiento para la superacion de los errores.

4.5. Caracteristicas de los errores

Como se ha visto en la Secciéon anterior, el error puede tener diferentes proce-
dencias y poder abordar la caracterizacion general de los errores cometidos por
los estudiantes es de gran importancia. Tal es asi que, por ejemplo, Abrate et al.

(2006) consideran las siguientes caracteristicas de los errores:

Los errores aparecen, por lo general, durante la clase y de una manera es-
pontanea. Aunque estos errores pudieron gestarse mucho antes, suelen sor-

prender al profesor.

= Dependen de cada alumno en particular. Son persistentes y dificiles de su-
perar porque requieren de una reorganizacion de los conocimientos en el

alumno.

» Existe un mayor predominio de los errores sistematicos con respecto a los
errores por azar u ocasionales. Estos errores sisteméticos muestran que los
procesos mentales han llevado a los estudiantes a una comprensién equivo-

cada.

= Los errores sistematicos son, en general, el resultado de concepciones inade-

cuadas de los fundamentos de la matematica.
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= Muchos alumnos no son conscientes de los errores cometidos dado que no
cuestionan lo que les parece obvio y no consideran el significado de los con-

ceptos, reglas o simbolos con que trabajan.

= Algunos errores se gestan en la comprension o el procesamiento que hace el
alumno de la informacién que da el profesor. Es decir, inventan su propio

método en base al método descrito por el profesor.

Las caracterisitcas expresadas por los investigadores antes mencionados coinci-
den en algunos puntos con Rico (1995), quien propone como caracteristicas gene-

rales de los errores cometidos por los estudiantes, las siguientes:

= Los errores son sorprendentes. Los errores cometidos por los estudiantes ge-
neralmente surgen de manera sorprendente, dado que, por lo general, se han

mantenido ocultos para el profesor durante algin tiempo.

» Los errores son extremadamente persistentes. Pueden reflejar el conocimiento
de los alumnos sobre un concepto o el uso particular de reglas nemotécni-
cas. Generalmente son resistentes a cambiar por si mismos debido a que la
correccion de errores puede necesitar de una reorganizacion fundamental del

conocimiento de los alumnos.

= Los errores pueden ser sistemédticos o por azar. Los errores sistematicos se
toman como sintomas que senialan un método equivocado subyacente en el
estudiante, pero éste los utiliza y considera como correctos. En cambio, los
errores por azar reflejan falta de cuidado y lapsus ocasionales y no tienen

gran importancia.

= Los errores ignoran el significado, de este modo, las respuestas incorrectas no
se ponen en cuestion. Los errores que cometen los estudiantes no consideran

el significado de los simbolos y conceptos con los que trabajan.

Gamboa Araya et al. (2019) expresan que los errores son manifestaciones de las
dificultades que presentan los estudiantes y que provienen de concepciones que
fueron utiles en su momento pero que, al aplicarlo en otros contextos, resultan
inapropiadas. A continuacién se presenta una breve descripcion de las dificulta-

des y las posibles causas de su aparicién con las que se encuentran los alumnos,
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realizada por Godino (2004).

1.

Dificultades relacionadas con los contenidos matemdticos.

Una de las posibles causas y dificultades en el aprendizaje es la abstracciéon
y generalizacion de las matematicas. A veces el error se produce porque el
alumno usa un conocimiento que es vélido en algunas circunstancias pero en

otras no, es decir, aplica un conocimiento indebidamente.
Dificultades causadas por la secuencia de actividades propuesta.

En este caso puede suceder que la propuesta de actividades que presenta
el docente a sus alumnos no sea significativa. Esto puede deberse a que el
docente no estructura de manera adecuada los contenidos que quiere ensenar,
a que los materiales elegidos para llevar a cabo la clase no sean claros o bien la

presentacion del tema que hace el docente no es clara ni esté bien organizada.

. Dificultades que se originan en la organizacion de la institucion.

Aspectos como el horario de la clase, nimero de estudiantes, materiales o
recursos didacticos insuficientes, entre otros, pueden dificultar el aprendizaje

de los estudiantes.

. Dificultades relacionadas con la motivacion del alumnado.

Puede suceder que las actividades propuestas por el docente sean poten-
cialmente significativas y que la metodologia sea la adecuada, pero que los
alumnos no encuentren motivacién en ella. Esto puede estar relacionado con

la autoestima y la historia escolar del alumno.
Dificultades relacionadas con el desarrollo psicologico de los alumnos.

Una fuente de dificultades de aprendizaje se debe al hecho de que algunos
alumnos atin no hayan superado la etapa previa al nivel académico requerido

para su edad.

. Dificultades relacionadas con la falta de dominio de los contenidos anteriores.

En algunos casos, el alumno no posee los conocimientos previos necesarios

para poder aprender el nuevo contenido. Esto provoca una distancia no ade-
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cuada entre el nuevo contenido y lo que sabe el alumno.

Los errores sistematicos propician la creacion de patrones de comportamiento
equivocados en la ejecucion de las tareas. Son patrones consistentes de errores.
Algunos investigadores como Miranda (2007) y Del Puerto et al. (2006) los han

diferenciado en dos niveles:

= Niwel individual: las personas muestran gran regularidad en su modo de

resolver ejercicios y problemas similares.

= Niwel colectivo: distintas personas cometen errores semejantes en determina-

das etapas de su aprendizaje.

Dadas estas regularidades con las que suelen presentarse los errores, es que
varios autores han realizado clasificaciones de los mismos en el aprendizaje de la

matematica, ya sea por su naturaleza, su posible origen o su forma de manifestarse.

4.6. Clasificacion y categorizacion de los errores

Este trabajo tiene por finalidad describir y estudiar los errores y dificultades
cometidos en la resolucién de inecuaciones por los alumnos que ingresan en el
primer ano de la carrera PESM del Instituto Superior de Formaciéon Docente N°
23. Es por ello que se considera de gran importancia realizar una clasificacion
y categorizacién de los errores cometidos en matematica, cuyo objetivo sea el
de centrar la atencion en los diferentes aspectos para reflexionar sobre ellos y
ofrecer una propuesta de ensenanza mas eficaz que ayude a los estudiantes en sus
dificultades cognitivas y colabore con el desarrollo de una actitud racional hacia

la matemaética.

Muchos investigadores han realizado distintas clasificaciones de los errores con
el propésito de crear esquemas para la interpretacion. A continuacion se presenta

una sintesis de algunas de las clasificaciones que se consideran relevantes.

4.6.1. Clasificacién propuesta por Radatz (1979)

Este autor realiza una clasificacién de los errores partiendo del procesamiento

de la informacion y establece cinco categorias generales:
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= Errores debido a la dificultad del lenguaje.

El aprendizaje de conceptos, simbolos y vocabulario matematico es para mu-
chos alumnos un problema similar al aprendizaje de una lengua extranjera.
Una falta de comprension semantica de los textos matemaéticos es fuente de
errores. Es decir, errores derivados del mal uso de los simbolos y términos

matematicos debido a su inadecuado aprendizaje.
» Errores debido a dificultades para obtener informacion espacial.

Muchos de estos errores matematicos emergen de las diferencias entre las
imégenes espaciales y el pensamiento espacial de los alumnos. Estos erro-
res aparecen cuando es necesario hacer una representacion espacial de una
situacién matematica o de un problema geométrico y no se logra realizarlo

con éxito.

La representacion icénica de las situaciones matematicas puede implicar
grandes dificultades en el procesamiento de la informacién. Ademas, el anali-
sis y la percepcion a menudo exigen mas del alumno que el problema ma-

tematico mismo.

= Errores debido a un aprendizaje deficiente de hechos, destrezas y conceptos

PTevios.

Entre ellos se pueden mencionar las deficiencias en el contenido y los pro-
blemas de conocimiento. Estas deficiencias pueden ser el desconocimiento de
algoritmos, manejo inadecuado de conceptos basicos, realizacion de procedi-

mientos incorrectos, incomprensién de simbolos, etc.
= FErrores debido a la rigidez de pensamiento.

En estos casos, los alumnos no pueden adaptar lo que ya conocen a situa-
ciones nuevas, es decir, existe una falta de flexibilidad en el pensamiento.

Dentro de esta clase de errores podemos mencionar los siguientes:

e Errores por perseveracion, en los que predominan elementos singulares

de una tarea o problema.

e Frrores de asociaciéon, que incluyen razonamientos o asociaciones inco-
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rrectas entre elementos singulares.

e Errores de interferencia, en los que operaciones o conceptos diferentes

interfieren con otros.

e Errores de asimilacion, en los que una audicion incorrecta produce faltas
en la lectura o escritura. Cuando la informacion es mal procesada debido

a fallas de percepcién.

e Errores de transferencia negativa a partir de tareas previas.

s Errores debido a la aplicacion de reglas o estrategias irrelevantes.

Se producen por el desarrollo incorrecto de algoritmos, la falta de estrategias
en la solucion de tareas matematicas, aplicacion de reglas o estrategias simi-
lares en contenidos diferentes, etc. El razonamiento por analogia no siempre

funciona en matematica.

4.6.2. Clasificacién propuesta por Movshovitz-Hadar et al. (1987)

Para estos autores, los errores pueden enmarcarse en las siguientes categorias:

» Datos mal utilizados.

Errores producidos por alguna discordancia entre los datos y el tratamiento
que le da el alumno, debido, por ejemplo, a que se agregan datos extranos o
se olvida algin dato primordial para la resolucién del problema, se respon-
den cuestiones que no se preguntan o no son necesarias, se utilizan valores
numéricos de una variable en otra o se realiza una lectura incorrecta del

enunciado, entre otras.
Interpretacion incorrecta del lenguage.

Errores debidos a una traduccién de hechos matematicos de un lenguaje a
otro. Por ejemplo, interpretacion incorrecta de simbolos graficos como térmi-

nos matematicos y viceversa.
Inferencias no vdlidas logicamente.

Aqui se encuentran aquellos errores que se producen por falacias de razona-
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mientos. Entre otros ejemplos se pueden mencionar: derivar de un enunciado
condicional su reciproco o su contrario, derivar del consecuente el anteceden-

te, incorrecta utilizacién de los cuantificadores, etc.
= Teoremas o definiciones deformados.

Es el caso de aquellos errores que surgen de alterar un principio, regla o
teorema como, por ejemplo, utilizar un teorema sin verificar las condiciones

iniciales o hipdtesis.
= Fualta de verificacion en la solucion.

Como, por ejemplo, desconexién entre lo analitico y lo grafico, respuestas
consecutivas incoherentes entre si y no comprobacion de que los resultados

obtenidos satisfacen las condiciones del problema propuesto.
= FErrores técnicos.

Aqui se encuentran, por ejemplo, errores de calculo, de distraccién, de ma-

nipulacion erratica de simbolos algebraicos, etc.

4.6.3. Clasificacién propuesta por Socas (1997)

Este investigador sostiene que los errores se deben a ciertas dificultades que se
pueden agrupar en cinco categorias: dificultades asociadas a la complejidad de los
objetos matematicos, dificultades asociadas a los procesos del pensamiento ma-
tematico, dificultades asociadas a los procesos de ensenanza desarrollados para el
aprendizaje de las matematicas, dificultades asociadas a los procesos de desarrollo
cognitivo de los alumnos y dificultades asociadas a las actitudes afectivas y emo-
cionales hacia las matematicas. A partir de estas dificultades, clasifica los errores

de acuerdo con su origen en:
= FErrores que tienen su origen en un obstdculo.

El obstaculo es un conocimiento adquirido, no una falta de conocimiento,
que ha demostrado su efectividad en ciertos contextos pero cuando el alumno
utiliza este conocimiento fuera de dichos contextos, origina respuestas inade-

cuadas.
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= Errores que tienen su origen en la ausencia de sentido.

Estos errores se originan en los distintos estadios de desarrollo que se dan en

los sistemas de representacién y se pueden diferenciar en tres etapas distintas:

1. Errores del algebra que tienen su origen en la aritmética. Para entender
la generalizacién de las relaciones y procesos se requiere que éstos antes

hayan sido asimilados en el contexto aritmético.

2. Errores de procedimiento. En este caso los alumnos usan de manera

inapropiada féormulas o reglas de procedimiento.

3. Errores del algebra debido a las caracteristicas propias del lenguaje al-
gebraico. Un ejemplo de este tipo de error es el sentido del signo igual
en algebra. El sentido de igualdad aritmética se conserva en el dlgebra
cuando se trabaja con tautologias algebraicas, pero no en expresiones
como por ejemplo 3x — 5 = 2x + 1 que solo es verdadera cuando z vale

6.

= Errores que tienen su origen en actitudes afectivas y emocionales hacia las

matemdticas.

Son ejemplos de este tipo de errores la falta de concentracién, la excesiva

confianza, los bloqueos, olvidos, etc.

4.6.4. Clasificacién propuesta por Astolfi (2004)

Este investigador propone una tipologia para los errores desde una perspectiva
general, la cual pretende romper con las categorias tradicionales adoptadas para

hablar sobre ellos y son las siguientes:
» Frrores debido a la redaccion y comprension de las instrucciones.

Provienen de la mala comprension de las consignas o instrucciones de trabajo
(orales o escritas) dadas en la clase. Muchas veces los términos utilizados para
la presentacion de las actividades o la introduccion de ejercicios y problemas
no son del todo claros. La dificultad en la lectura puede estar relacionada

con la comprension de las consignas.
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= Errores que provienen de los hdbitos escolares o de una mala interpretacion

de las expectativas.

Muchos de los errores de los alumnos provienen de la dificultades que ellos
encuentran para entender aspectos implicitos de la situacion o de la clase,
como ser el contrato didactico establecido con los docentes, lo que se espe-
ra de ellos, las costumbres dentro del aula, reglas propias aunque no estén

formalizadas, etc.
= Frrores como resultado de las concepciones alternativas de cada estudiante.

Las concepciones alternativas de los alumnos también son conocidas como
representaciones. Estas representaciones perduran a lo largo de la escolaridad
y afloran en las producciones y respuestas de forma inesperada, es decir, los
alumnos no esperan a que les llegue un determinado contenido en una clase

para construir mentalmente un sistema coherente de explicaciones.
» Frrores ligados a las operaciones intelectuales implicadas.

Algunos de estos errores estan relacionados maés directamente con la di-
versidad de las operaciones intelectuales que deben utilizarse para resolver
los problemas y que, aparentemente, estan al alcance de los alumnos. Por
ejemplo, los problemas de suma son mas faciles si se corresponden con una

ganancia que con una pérdida.
= Frrores en los procesos adoptados.

Los errores en los recorridos empleados pueden ser muy diversos y muchas
veces el docente espera el uso de un procedimiento estandar, no llegando a
comprender el camino o la intencion del alumno. Es decir, a veces los alumnos
optan por un procedimiento o estrategia de resolucion distinta a la esperada

por el profesor, entonces éste lo considera como un error.
» Frrores debido a la sobrecarga cognitiva en la actividad.

La capacidad de trabajo es limitada y se subestima frecuentemente la car-
ga cognitiva de la actividad. Asi la sobrecarga cognitiva puede darse, por

ejemplo, cuando el nimero de operaciones mentales que deben efectuarse y
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conservarse es muy superior al limite soportado.
= FErrores que tienen su origen en otra disciplina.

Estos errores se presentan cuando los alumnos transfieren conocimientos pre-
vios de otras disciplinas o dentro de la misma. El parecido superficial de
situaciones en disciplinas distintas, o incluso en la misma, juega un papel
esencial frente a los alumnos. Muchas veces transfieren un saber indebida-

mente porque creen que existen parecidos entre las situaciones.
= FErrores causados por la complejidad propia del contenido.

Este error esta relacionado con la complejidad interna del contenido. Por
ejemplo, muchas veces se trabaja un contenido como ampliacion de otro con-
tenido estudiado anteriormente, pero dicha ampliacion en ocasiones se consi-
dera como una simple generalizacién de las adquisiciones anteriores cuando

en realidad requiere de una renovacion tedrica importante.

Hasta el momento, se ha presentado y detallado algunas de las clasificaciones
y categorizaciones mas relevantes respecto de los errores en matemaética a fin de
poder entender su procedencia. Rico (1995) sostiene que el estudio de errores en
el aprendizaje de la matematica es un proceso muy complejo, lo que lo hace una
tarea dificil a la hora de delimitar las causas posibles. Su dificultad radica en el
hecho de que se debe tener en cuenta la interacciéon de muchas variables, como
ser, el bagaje de conocimientos previos que traen los estudiantes, el docente y
su modo de dar las clases, el curriculo, el entorno social en el que se encuentra
enmarcada la institucion, el medio cultural y sus relaciones, asi como las posibles
interacciones entre estas variables. Esta es una tarea dificil pero fundamental. Es
asi que la importancia de este trabajo no solo radica en la deteccién y clasificacién
de los errores cometidos por estudiantes de PESM, sino también tiene por objeto

ofrecer una propuesta de ensenanza que ayude a reflexionar sobre ello.

Dentro del ambito de las matematicas, una de las clasificaciones mas utilizadas
es la de Radatz (1979), que, como se ha dicho, estd basada en las teorias del
procesamiento de la informacion. Por ello es que para llevar a cabo esta tarea se

utilizara dicha clasificacién debido no sélo a la importancia sino también a que
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se considera la mas apropiada para poder analizar los errores cometidos en la

resolucion de la actividad diagnostica.

4.7. Errores en el aprendizaje de las inecuaciones

Tal como se ha mencionado en la Seccién 3.2, varios investigadores han abor-
dado el estudio de los errores y dificultades en torno al tema inecuaciones, con la
intencion de buscar alternativas didacticas y metodolégicas que ayuden a mejorar
la comprension del objeto matematico en estudio. La deteccién de las dificultades
que presentan los estudiantes en la resolucion de inecuaciones y su posterior anéli-
sis son un tema de interés para investigadores de todo el mundo. Tal es el caso de
Vargas (2013) quien senala dificultades en la resolucién de inecuaciones lineales de
estudiantes de nivel secundario en Costa Rica. Tras realizar un andlisis cualitativo

de los resultados de la prueba diagndstica obtuvo los siguientes resultados:

= No es claro cuél de los simbolos < y > significa “mayor que” y cuédl “menor

7

que”.

= No comprenden que la afirmaciéon x > a, con a € R, incluye como soluciones
todos los nuimeros reales mayores que a. Muchas veces consideran que las

soluciones son Unicamente nimeros enteros.

= Algunos estudiantes aprenden el procedimiento algoritmico sin comprenderlo
y memorizan reglas tales como “se le da vuelta al simbolo”; sin entender la
razoén por la que se cambia el simbolo mayor a menor o viceversa durante el

proceso de resolucion de la desigualdad.

= Reproducen ideas erréneas aprendidas al resolver operaciones con polinomios

o ecuaciones lineales.

En cuanto a la resolucién de inecuaciones cuadraticas, Sdnchez (2012) sostiene
que esta probleméatica también se puede percibir en los estudiantes de las carreras
de humanidades de la Universidad Senor de Sipan, Peru. Alli, en los primeros
cursos de matematica, se han observado las siguientes limitaciones y dificultades

en la ensenanza y aprendizaje de este objeto matematico:
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= En el dictado de clases, se presenta la definicién, la notacion formal y rapi-

damente las técnicas de resoluciéon como simples pasos a seguir.

= En el caso particular de la ensenanza de las inecuaciones cuadraticas no se

consideran aplicaciones mediante problemas contextualizados.

= En la resolucion de este tipo de inecuaciones, los estudiantes aprenden las
técnicas algebraicas de manera mecanica sin ninguna fundamentacion y no

tienen una visualizacion clara de lo que es resolver una inecuacién.

= En los procesos de resolucion de inecuaciones cuadraticas los alumnos utili-
zan los mismos procedimientos que en la resolucién de ecuaciones cuadrati-
cas, determinan las raices de la funcién cuadratica y no logran continuar
con el procedimiento, ocasionado limitaciones para determinar el conjunto

solucién.

= Dificultades para identificar las inecuaciones equivalentes, especialmente cuan-

do el término cuadrético tiene signo negativo.

= Dificultades para determinar el conjunto solucién de la inecuacion cuadratica

cuando su expresion no puede factorizarse en R.

En Espafa, Garrote et al. (2004) llevaron a cabo una investigacion con el objeto
de describir y analizar algunos errores y dificultades de los alumnos del primer
curso de bachillerato de las modalidades tecnologico y ciencias de la naturaleza y

la salud en el aprendizaje de las inecuaciones y senalan las siguientes dificultades:

» Los estudiantes tienen dificultades para establecer diferencias significativas

entre los conceptos de inecuacién y de ecuacion.

= Existen problemas para reconocer la equivalencia de las expresiones z > a y
a < x, con a € R. Usualmente los alumnos resuelven los ejercicios colocando
la variable en el miembro izquierdo de la inecuacién, ya que si cambian la

presentacion tienen problemas para interpretarla.

» Presentan serias dificultades al pasar de un enunciado literal a una expresion

algebraica, sobre todo si se incluye una doble desigualdad.

= No interpretan adecuadamente la solucién de una inecuacion.
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= Para muchos alumnos, el algebra es “operar” con ntimeros y letras, sin otro
objetivo que el de obtener valores para las mismas aplicando algoritmos de

resolucién.

= Hay dificultades propias de la aritmética que dificultan la solucién de inecua-

ciones, por ejemplo, el uso de la reglas de los signos.

» Utilizan las expresiones literales (variables) sin atribuir ningin tipo de sig-

nificado.

= Los alumnos utilizan inicamente el lenguaje algebraico para el abordaje de
diferentes problemas propuestos, en parte como consecuencia de la forma en

la que los docentes abordan el tema en clase.

= Hay ausencia de significado en el trabajo con inecuaciones. Debe reforzarse

el concepto de inecuaciones equivalentes.

Estos autores sostienen que los resultados obtenidos en su investigacion mues-
tran las dificultades de interpretacién que tienen los alumnos, dado que cuando
resuelven inecuaciones no son capaces de sacar conclusiones. Esta situacion tam-

bién se observa en algunos de los ejercicios inconclusos que dejan los alumnos.

Anteriormente, Barbosa (2003) determiné que la resolucion de las inecuaciones
por parte de los alumnos de ensenanza media y superior conllevan innumerables
errores de concepcién, de entendimiento y de empleo de las propiedades del cuer-
po ordenado de los niimeros reales y tales errores son bastante comunes en los

diferentes niveles del sistema educativo.

Hasta el momento se han mostrado diversos problemas y dificultades que pre-
sentan los estudiantes durante el proceso de aprendizaje de las inecuaciones, y es
por ello que muchos investigadores intentan ofrecer respuestas y alternativas que
permitan a los estudiantes alcanzar una compresién adecuada de este concepto.
Estos errores y dificultades deben ser estudiados y analizados para poder ofrecer
propuestas con sugerencias metodolégicas que ayuden a paliar las dificultades que
se presentan pero, a su vez, ayuden a reflexionar sobre los errores y a capitalizar

dicho trabajo en pos de una mejora en la comprension de estos temas.
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Capitulo 5

El diagnéstico

5.1. Introduccion

Para llevar adelante esta investigacion se realizé una actividad con los alumnos
ingresantes a la carrera PESM del Instituto Superior de Formacion Docente N° 23
de la ciudad de Lujan, provincia de Buenos Aires. Esta actividad de diagnostico
tiene la intencién de conocer el grado con que los estudiantes que ingresan a la ca-
rrera docente antes mencionada dominan las inecuaciones. Es decir, intenta poner
en evidencia las dificultades y errores cometidos en la resolucién de inecuaciones,
contenido que trabajaran a lo largo de toda su estadia en el profesorado, en las

diferentes unidades curriculares de matematica.

5.2. ;Qué es la evaluacion diagnéstica?

El diagnostico o evaluacién diagnostica es una actividad que tiene por objetivo
conocer el tipo y nivel de conocimientos que tienen o han adquirido los estudian-
tes al inicio de clases, de un tema o de un periodo académico. Socas (1997) lo ha
definido como un conjunto de situaciones de aprendizaje las cuales son planteadas
para reconocer y estudiar las dificultades especificas del aprendizaje, que trata de
determinar la naturaleza de las mismas. Dicha evaluacion se realiza, en general, al
inicio de cada unidad didactica, sin embargo, para analizar los errores y dificulta-

des en este trabajo de investigacion se hace necesario implementarla al comienzo
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de la cursada del espacio curricular Introduccién al Calculo. También Serradell
et al. (1987) consideran que el diagndstico es un proceso que trata de describir,
clasificar, predecir y explicar el comportamiento de un sujeto dentro del marco
escolar. Incluyen un conjunto de actividades de medicién y evaluacion de un su-
jeto (o grupo de sujetos) o de una institucién con el fin de dar una orientacién.
Molla (2001) considera que es un proceso metodoldgico, también una actividad
basada en la ciencia y que tiene por finalidad indagar sobre los conocimientos que
poseen los estudiantes con la intencion de fortalecer el aprendizaje de los mismos
cuando los resultados no son los esperados. Una vez conocidos los resultados de la
evaluacion diagnostica se hacen los cambios pedagogicos para mejorar los procesos

de ensenanza.

Cabe destacar la importancia de llevar a cabo este tipo de actividades pues es
necesario realizar periodicamente un analisis del proceso educativo, de lo que se
estd ensenando, conocer y valorar mediante la evaluacion las competencias basicas
que tienen los estudiantes, el grado de conocimientos y de logros que ellos han
adquirido mediante el proceso ensenianza y aprendizaje. Una de las finalidades de
dicha actividad es poder reflexionar sobre los cambios que se deben realizar con el
objeto de tener una vision sobre las mejoras pedagdgicas a realizar y ofrecer una

orientacién sobre cémo enfocar el aprendizaje de los estudiantes.

5.3. Diseno e implementacion

El objetivo de esta evaluacién es indagar acerca de las dificultades y errores
que presentan los alumnos que ingresan al PESM en el estudio de las inecuacio-
nes. Para la elaboracion de dicha actividadad se toman como referencia algunas
dificultades y errores arrojados por investigaciones presentadas en los Capitulos
3 v 4 de este trabajo. Los aspectos matematicos fundamentales que se pretenden

indagar con esta evaluacion diagndstica son los siguientes:
= La definiciéon de desigualdad y su aplicacién.

= Interpretacién de desigualdades numéricas y su representacion en la recta

real.
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» La traduccion del lenguaje coloquial al lenguaje algebraico.

» La resolucion algebraica de inecuaciones lineales con una sola incégnita me-

diante el uso de propiedades algebraicas y de orden de los niimeros reales.
= Andlisis de las soluciones de distintos tipos de inecuaciones lineales.
= Resolucion de inecuaciones cuadraticas.

s Resolucién de inecuaciones racionales vinculando la resolucion de las inecua-
ciones con el estudio de las desigualdades a través del andlisis grafico de

funciones.

Dicha actividad consta de una serie de seis ejercicios de resolucién de inecua-
ciones y desigualdades que deben resolver explicando y argumentando todas las
decisiones tomadas a la hora de responder. La evaluacién diagnéstica fue entre-
gada a 28 alumnos que ingresaron al PESM durante el ano 2022, en el espacio
curricular de Introducciéon al Calculo que tiene destinadas cinco horas semana-
les (dos horas los dias martes y tres horas los dias jueves). La implementacién
del diagnostico se llevd a cabo durante una clase de tres horas de duracién en el

transcurso del primer mes de clases.

Cabe mencionar que esta actividad sélo tiene como objetivo recabar informa-
cion acerca de los conocimientos previos con los que ingresan los estudiantes al
profesorado, es por ello que no tendrd ningin impacto en su desempeno durante
el ano, es decir, no llevara ninguna calificacion ni determinara la aprobaciéon del
espacio curricular en el que se lleva a cabo. También es importante aclarar que
fue implementada al inicio del ciclo lectivo y durante ese periodo no se han de-
sarrollado atin los temas correspondientes al primer ano en el espacio curricular

antes mencionado.

5.4. El diagnoéstico

A continuacién se muestra la evaluacién diagnéstica presentada a los estudian-

tes:
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Resolver las siguientes actividades en una nueva hoja en la que
figuren:
= Nombre

s Edad

Colegio del que proviene

Ano de egreso

Ano de ingreso al profesorado

Justificar cada una de las respuestas dadas explicando los

procesos o pasos que te llevaron a dar esas respuestas.

=« EJERCICIO 1:
a. Sabiendo que k es un nimero real, escribir la siguiente afirmacién
mediante expresiones matematicas: “k es menor o igual que —1
y mayor que —3.
b. Mencionar al menos 4 valores de k que hagan verdadera la expre-
sion anterior.
c. Representar graficamente todos los posibles valores de k que cum-
plen con la condicién anterior.
= EJERCICIO 2:
Hallar el conjunto solucién de la siguiente inecuacién: 2(x —3) > 5x+9
» EJERCICIO 3:
Dada la siguiente inecuacién: 4 —2(3 —x) < 7 —2(1 — z)
a. ;Existe al menos un nimero real que la verifique?
b. Hallar el conjunto de nimeros reales que verifica la inecuacion.
= EJERCICIO 4:
Hallar el conjunto solucién de la siguiente inecuacién: 22 — 5z > —6 y

verificar para algunos elementos del conjunto.
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» EJERCICIO 5:
Sean las funciones f(x) = é yg(z)=1
a. Graficar ambas funciones en un mismo sistema de ejes cartesianos.
b. ;Para qué valores de z se tiene que f(z) = g(z)?
c. Hallar analiticamente todos los valores de x para los cudles

f(z) < g(x). Verificar graficamente las soluciones halladas.

« EJERCICIO 6:
r—2

x+1
Verificar para al menos 3 elementos del conjunto solucién.

Hallar el conjunto solucién de la siguiente inecuacion: > 2

Con la informacién recabada en dicho diagndstico, el trabajo se centra en el
analisis de los errores que cometen los alumnos ingresantes y, mediante el uso de
las funciones semidticas, tratar de explicar las posibles causas que originan esos
errores. En cada ejercicio el estudiante debe explicitar, como si les explicara a sus
companeros, el desarrollo de la resolucién del problema, mostrando las estrategias
puestas en juego. Una vez detectados y analizados los errores cometidos por los
estudiantes en los ejercicios del diagndstico, se confecciona una propuesta de en-
senanza cuyas sugerencias metodolédgicas se describen el Capitulo 7 y que apuntan

a trabajar sobre las dificultades detectadas en dicha actividad.

En el primer cuatrimestre de Introduccién al Célculo se estudian los conjuntos
numéricos, sus propiedades algebraicas y de orden para luego resolver ecuaciones
e inecuaciones de manera algebraica. Posteriormente, en el segundo cuatrimestre
de la misma asignatura, se trabaja con el analisis esquematico de funciones polino-
miales, racionales, exponenciales, logaritmicas y trigonométricas. La intencion que
manifiesta la propuesta didactica desarrollada en el Capitulo 7 es la de retomar el
tema de inecuaciones trabajandose desde un enfoque grafico debido a que, en esta
segunda mitad del calendario académico, los alumnos realizan anélisis grafico de

funciones.
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5.5. Establecimiento de funciones semidticas

Segun la TFS, el conocimiento se construye desde la actividad préactica, donde
el dominio de las herramientas semiodticas son un elemento basico, pues dichas
herramientas, segiin Duval (2000), son esenciales para la actividad cognitiva. Las
funciones semidticas se pueden interpretar, metaféricamente, como una correspon-
dencia entre conjuntos, poniendo en juego tres componentes, tal como se muestra

en la Figura 5.1.

Regla de Plano del
correspondencia contenido

Plano de la
expresion
P — Objeto final:
significado del

codigo interpretativo 5igno

Objeto inicial: signo

Figura 5.1: Funciones semi6ticas.

Para Godino (2003), la nocién de funcién semidtica es caracterizada mediante
la pareja expresién/contenido o significante/significado que presupone una regla
de correspondencia entre las componentes de dicha pareja y, por lo tanto, un
acto de interpretacion. Asi, la comprensién de un objeto mateméatico por parte
de los sujetos puede ser interpretada en términos de las funciones semidticas que
éstos puedan establecer al poner en juego dicho objeto, ya sea como expresiéon o

contenido de tales funciones.

Tal como se explico en el Capitulo 2, tanto el objeto inicial como el final pueden
estar constituidos por entidades primarias que desempenan el papel de expresién
o de contenido en las funciones semioticas, resultando, por tanto, diferentes tipos

de tales funciones. Segun el plano del contenido, se resumen en la Figura 5.2 los
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tipos de funciones semioticas.

Tipo de FS Contenido

Lingtiisti érmino, expresion, grafico u
AIpHITEEs otro elemento linglistico

Situacional Situacion-problema

' Concepto o definicion

Conceptual

it Propiedad o atributo del
Proposicional

objeto

o procedimiento

Figura 5.2: Tipos de funciones semidticas segin su contenido.

‘ r\ccién, operacion, algoritmo

A continuacion, se utiliza esta teoria para establecer las funciones semidticas
en cada uno de los ejercicios del diagndstico. Cabe aclarar que se propone una
serie de funciones semidticas para cada ejericicio pero que no son unicas. Podrian
establecerse otro tipo de funciones dependiendo del abordaje que se haga en cada
ejercicio. Esta nocién, la de funcién semidtica, permite proponer una interpreta-
cién del conocimiento y la comprension del objeto que tienen los estudiantes en
términos de las funciones que puede o no establecer. Las funciones semiéticas que
se establecen en los ejercicios se basan en la tipologia realizada por Godino (2003)
que fue explicada en la Seccién 2.3.4. y se tratara de vincular con la categorizacién

de los errores propuesta por Radatz (1979), detallada en la Seccién 4.6.1.

El enunciado del Ejercicio 1 decia lo siguiente:
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EJERCICIO 1:
a. Sabiendo que k es un numero real, escribir la siguiente afirmacion
mediante expresiones matematicas: “k es menor o igual que -1 y mayor
que -3.”7.
b. Mencionar al menos 4 valores de k que hagan verdadera la expresion
anterior.
c. Representar graficamente todos los posibles valores de k£ que cumplen

con la condicién anterior.

En la Figura 5.3 se muestran las funciones semidticas que podrian establecerse
en el item a. La funcién f; relaciona el enunciado del problema en lenguaje co-
loquial con los simbolos matematicos necesarios para expresar la afirmacién que
propone el item. Las funciones f, y f3 establecen la asociacién entre las proposicio-
nes enunciadas en lenguaje natural y las expresiones matematicas simbdlicas que
las representan. La funcion f; establece una conjuncion de proposiciones, es decir,
los estudiantes deberian reconocer que las proposiciones 1 y 2 se cumplen en si-
multaneo y como consecuencia reconocer el simbolo matemético A para completar

la tarea pedida en el primer item.

Antecedente Consecuente
Enunciado del problema. h . Simbolos matematicos.
Proposicion 1: k es un fa
ndmero menor o igual —_— k=-1.
gue —1.
Proposicion 2: k es un Iz
ndmero mayor gue —3. —_— k=-1.
Proposicion 1
p d f_4. Simbolo A.

proposicion 2.

Figura 5.3: Funciones semidticas establecidas en el Ejercicio 1 a.
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De las funciones establecidas en este primer item, f; es la de menor complejidad
pero es elemental pues no seria posible reconocer el uso de un simbolo ni interpretar
el sentido de una expresion que lo involucra sin conocer, en principio, cémo se lo

denomina.

En cuanto al item b., en la Figura 5.4 se establece una tnica funcién semiotica:
f5, que relaciona los nimeros reales elegidos por los estudiantes con las expresiones
matematicas expresadas en lenguaje simbolico, pues los niimeros elegidos deben

verificar simultaneamente las relaciones de desigualdad que escribieron.

Antecedente Consecuente
Eleccion de ndmeros fe Desigualdades propuestasen
reales.  E— simbolos matematicos.

Figura 5.4: Funcién semidtica establecida en el Ejercicio 1 b.

En cuanto al item c. la Figura 5.5 muestra la funcién semiotica fg. Esta funcién
establece la vinculacién entre todos los nimeros reales que verifican las desigual-
dades planteadas y su representacién en la recta nunérica. Aqui no sélo deben
representar los nimeros reales elegidos en el item b. sino que deben identificar
todos los ntimeros reales que verifican las desigualdades presentadas en el item a.
En este caso deben reconocer que dicha representacion es mediante un intervalo

de nuimeros reales.

Antecedente Consecuente
Todos los valores reales de
2 fe La rectareal.
_—]

Figura 5.5: Funcién semidtica establecida en el Ejercicio 1 c.

Respecto a la clasificacién de las funciones semiéticas involucradas en este pri-
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mer ejercicio, las funciones fi, fa, f3 v fs son de tipo lingiiistica, en cambio f4 es
de tipo conceptual y actuativa, pues deben reconocer el concepto de conjuncién
de proposiciones, identificar los intervalos que intervienen, para luego representar
la interseccién entre ellos. La funcién f5 es de tipo actuativa y fg, ademas de ser

de tipo actuativa tambien es de tipo linguistica.

En caso de establecer una posible relacién entre las funciones semioticas con
la clasificacién de los errores propuesta por Radatz (1979) mencionada en la Sec-
cién 4.6, se podria decir que, una posible falta de establecimiento de funciones
semidticas de tipo linguistico o establecimiento incorrecto de ellas, se podria vin-
cular directamente a la categoria “Errores debido a la dificultad del lenguaje”. Es
esperable que los estudiantes que tienen dificultades para leer, por ejemplo, un
simbolo matematico como puede ser >, arrastren esas dificultades hacia el resto

de las actividades propuestas.

Se establecen ahora las funciones semiéticas referidas al Ejercicio 2, cuya con-

signa era la siguiente:

EJERCICIO 2:
Hallar el conjunto solucién de la siguiente inecuacion:

2(x—3) > 5z +9

Para este ejercicio se podria establecer una funcion semidtica f; que es de ti-
po actuativa y que se puede observar en la Figura 5.6. Esta funcion relaciona la
inecuacién presentada en el ejercicio con su resolucién. Para ello, es necesario que
los estudiantes reconozcan y apliquen correctamente las propiedades algebraicas
y de orden de los ntimeros reales y luego puedan establecer el conjunto solucién.
Ademas, la funcién identificada es del tipo actuativa y proposicional, dado que
en el proceso de resolucion se deberian reconocer y aplicar algunas proposiciones
para llegar a un resultado correcto. Por ejemplo, es necesario reconocer la propie-
dad distributiva del producto respecto de la suma, la propiedad asociativa y las
propiedades de orden de los nimeros reales. También, al despejar la variable en
la desigualdad, deberian reconocer algunas propiedades, como por ejemplo, que al

sumar a ambos miembros de una desigualdad una expresién, no cambia el sentido
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de la desigualdad pero que, al multiplicar ambos miembros de una desigualdad por
un numero, deberian reconocer que si dicho niimero es positivo, la desigualdad se
conserva, en cambio si es negativo, deberan invertir el sentido de la desigualdad.
Y si es cero el valor por el que se multiplica, la desigualdad se transforma en una

igualdad por ser cero el elemento absorbente para el producto.

Antecedente Consecuente

f Propiedades algebraicas y de

Condicion del problema. 2
% ordende los nimeros reales.

Figura 5.6: Funcién semiotica establecida en el Ejercicio 2.

En cuanto a la relacién con las categorias de errores, la falta de establecimiento
de esta funcién o el establecimiento incorrecto, podria vincularse a la categoria
denominada “Errores debido a un aprendizaje deficiente de hechos, destrezas y
conceptos previos”, pues no reconocer o aplicar correctamente propiedades alge-
braicas y de orden, pueden llevar a cometer errores no sélo de operatoria sino

también de interpretacion.

Respecto del Ejercicio 3, recordemos que su consigna era la siguiente:

EJERCICIO 3:
Dada la siguiente inecuacién: 4 —2(3 —x) <7 —2(1 — z)
a. jExiste al menos un niimero real que la verifique?.

b. Hallar el conjunto de ntimeros reales que verifica la inecuacion.

Las funciones semioticas para este ejercicio se presentan en la Figura 5.7. La
funcién fi, establece la relacién entre la inecuacion presentada y la eleccion de los
nimeros reales que la verifiquen. En este caso, cualquiera sea la eleccion que ha-
gan, verficard la inecuacion pues el conjunto solucién es toda la recta real. Una vez
que los estudiantes elijan los valores reales deberan sustituir dichos valores en la
inecuacién presentada y realizar las operaciones. Alli se establece la funcion f5 en

la cual deberian reconocer las propiedades algebraicas y de orden de los niimeros
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reales para poder operar correctamente con ellos. Por tltimo, la funcién f3 rela-
ciona las propiedades algebraicas y de orden con la resolucién de la inecuacién,
dado que para poder hallar el conjunto soluciéon deberan resolver la inecuacién
aplicando las propiedades antes mencionadas y realizar una interpretacion de los

resultados obtenidos.

En este caso, las tres funciones son de tipo actuativa. Sin embargo, la funcién
f3 es también una funcion de tipo argumentativa, dado que al poder establecer al
menos un numero real que verifique la desigualdad deberian poder interpretar y

argumentar que no es solo uno el que la verifica sino todo nimero real.

Antecedente Consecuente

Condicidn delproblema. h . Eleccion de ndmeros reales.
Eleccion de nimeros f2 Propiedades algebraicasy de
_— -
reales. orden de los ndmeros reales.
Propiedades algebraicasy s Interpretacion de los
deordende [05 NUMEros — se—— resultados.

reales.

Figura 5.7: Funciones semidticas establecidas en el Ejercicio 3.

La falta de establecimiento o establecimiento incorrecto de esta funcién f3 se
podria vincular nuevamente con la categoria definida como “Errores debido a
la dificultad del lenguaje”, pero también podria asociarse a la categoria definida
como “Errores debido a un aprendizaje deficiente de hechos, destrezas y conceptos
previos”, pues la lectura incorrecta de la inecuacién resultante del proceso de
resolucion algebraico o el mal uso de propiedades algebraicas y de orden de los
numeros reales podria llevar a errores en la respuesta, ya sea de interpretacién o

de operatoria.

En cuanto al Ejercicio 4, se recuerda que la consigna decia:
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EJERCICIO 4:
Hallar el conjunto solucién de la siguiente inecuacién: 22 — 5z > —6 y

verificar para algunos elementos del conjunto.

Las funciones semidticas que podrian establecerse en este ejercicio se presentan
en la Figura 5.8. La funcién f; relaciona la expresion algebraica con una inecuacién
cuadratica. Dicha inecuacién cuadratica debe ser resuelta y para ello se hace
necesario elaborar alguna estrategia de resolucion, pues, asi como es presentada,
no es posible despejar la variable z. La funcién f establece una relacién entre
la inecuacion y una de las posibles estrategias de resolucién que podria ser la de
vincular la desigualdad planteada con otra equivalente, 22 —5x—6 > 0 y estudiarla
desde el punto de vista funcional. Es decir, se establece una relacién entre el
conjunto solucion de la inecuaciéon y el conjunto de positividad de la funcién
cuadratica interviniente. Para ello es necesario que se establezca la funcion f3 que
vincula el conjunto de positividad de una funcién con las raices o ceros de dicha
funcion, pues se necesitan los ceros para poder construir los intervalos donde la
funcién es positiva o negativa. Una vez hallados los ceros de la funcién cuadréatica,
se define la funcién f; que permitird, con la informacién obtenida, poder hallar los
intervalos de la recta real y estudiar el signo de la funcién en ellos. Una vez que
se estudia el signo de la funciéon cuadratica en cada intervalo abierto en los que
intervienen los ceros, la funcion f5 establece la relacion de dichos intervalos con el
conjunto soluciéon. Cabe aclarar que estas funciones fueron establecidas tomando
como ejemplo un modo de resolucién. Dado que los ejercicios pueden abordarse
con distintas estrategias, el establecimiento de las funciones semioticas para cada

variante no necesariamente sera el mismo.

Teniendo en cuenta este proceso explicado que cominmente coincide con la re-
solucion planteada por el docente en la cursada, la funcién f; es de tipo conceptual
pues el problema consiste en resolver una inecuacion cuadratica que es muy dis-
tinto a resolver una ecuacion cuadratica. La funcién f5 es de tipo actuativa pues
deberan interpretar la inecuacion cuadrética, decidir y llevar a cabo un proceso
de resolucion de la inecuacion. Las funciones f3 y fy son de tipo conceptual y

acuativa dado que deben recordar la definicion de raiz o ceros de una funcién y
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la manera de calcularlos para luego poder establecer los intervalos en los que la
funcién interviniente es positiva. Por 1ltimo, la funcién f5 es de tipo proposicional
pues, definidos los ceros de la funcién cuadratica, deberan reconocer o describir
en qué intervalo o intervalos la funcién cuadratica interviniente es positiva y asi

poder establecer una relacion entre esto y el conjunto solucién que deben hallar.

Antecedente Consecuente
Desigualdad presentada i . .
S e | Inecuacion cuadratica.
Inecuacion cuadritica. fz Conjunto de positividad de la

funcidn cuadratica asociada.
Conjunto de positividad de I3 Raices cerosde la funcion
la funcion cuadratica. cuadratica.
Raices o erosde la funcion Ia Signo de la funcionenun
et = —— 3
cuadratica. intervalo.
Intervalo de niimeros f5
reales que verifican la — Conjunto solucion.
desigualdad.

Figura 5.8: Funciones semidticas establecidas en el Ejercicio 4.

La falta de establecimiento de las funciones previamente definidas podrian lle-
var a mecanismos automaticos de resolucién, como ser, aplicar la férmula de la
resolvente para hallar las raices de una ecuacién cuadratica (pues generalmente
se relaciona a la funcién cuadratica directamente con esa férmula) y no poder
establecer relacién entre ello y la inecuacion planteada. Este hecho podria vincu-
larse con la categroria de errores definida como “Errores debido a la rigidez de

pensamiento”.

En cuanto al Ejercicio 5, su consigna era:
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EJERCICIO 5:
Sean las funciones f(z) =2 y g(z) =1
a. Graficar ambas funciones en un mismo sistema de ejes cartesianos.
b. ;Para qué valores de z se tiene que f(z) = g(z)?
c. Hallar analiticamente todos los valores de x para los cuales
f(z) < g(z).

Verificar graficamente las soluciones halladas.

Se establecen en la Figura 5.9 las posibles funciones semioticas para este ejerci-
cio. La funcién f; establece que se reconozcan y grafiquen en un mismo sistema de
ejes cartesianos las funciones dadas en el enunciado. Se trata de dos funciones rela-
tivamente simples de graficar. La funcién f;5 relaciona las funciones mediante una
igualdad. La funcién f3 interpreta esa igualdad de funciones como una ecuacién
que deben resolver para dar respuesta al item b. La funcién f; relaciona ambas
funciones con una desigualdad, en este caso, compara f(x) < g(x). La funcién
f5 propone el planteo de la inecuacion y su resolucién para poder dar respuesta
parcial al item c. Por 1ltimo, la funcién fg vincula todo el proceso llevado a cabo
hasta el momento, pues para obtener el conjunto solucién se indica la verificacién
grafica. De no establecerse correctamente los procesos anteriores es probable que

no puedan dar respuesta al item c. o bien la respuesta no sea correcta.

Las funciones fi, f3 y f5 son de tipo actuativa pues las acciones a llevar a cabo
son graficar, resolver una ecuacién y resolver una inecuacién, respectivamente.
Estas dos ultimas funciones ademas son de tipo proposicional pues para resolver
tanto la ecuacién como la inecuacion deberan aplicar propiedades algebraicas y
de orden de los numeros reales. En cambio las funciones fs y f; son de tipo
linguistica, dado que el objeto final es una expresion que deben interpretar para
luego resolver. La funcién fg es de tipo argumentativa pues deberian reunir todo
el proceso llevado a cabo y construir una respuesta que sea acorde y coherente con
todo lo trabajado. Es decir, el conjunto solucién que se propone en la respuesta
debe poder verse reflejado en la gréfica de las funciones realizada y debe coincidir
con el proceso algebraico llevado a cabo durante la resolucién de la inecuacién

planteada en el item b.
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Antecedente Consecuente
Enunciado del
: pEtktetna fi Funciones.
ItEI'I"l a —
Enunciado del problema =
3 = — lgualdad entre las funciones
item b.
lgualdad entre las fa g
g i Planteo de la ecuacidn.
funciones.. EEEE—
Enunciado del problema fa Desigualdad entre las
iterm c. — funciones
Desigualdad entre las fs
Hinclonc=S  E— Planteo de la inecuacion.

Figura 5.9: Funciones semidticas establecidas en el Ejercicio 5.

El no establecimiento de estas funciones podria asociarse a la categoria definida
por Radatz (1979) como “Errores debido a dificultades para obtener informacién

espacial.

Por dltimo, se recuerda que el enunciado del Ejercicio 6 decia lo siguiente:

EJERCICIO 6:

Hallar el conjunto solucion de la siguiente inecuacién: i—j > 2.

Verificar para al menos 3 elementos del conjunto solucién.

En la Figura 5.10 se observan las funciones semidticas establecidas para este
ejercicio. Se identifican s6lo dos funciones semiéticas de tipo actuativas dado que
la consigna es muy explicita. Ademas, la funcion f; es de tipo proposicional pues
deberian recordar las propiedades de orden de los ntimeros reales para poder

resolver la inecuacion planteada.
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Antecedente Consecuente
Hallar el conjunto fi i B
% Resolver la inecuacian.
Verificar para algunos fz Eleccion de nimeros reales
valores. dentro del conjunto solucion.

Figura 5.10: Funciones semiéticas establecidas en el Ejercicio 6.

El establecimiento incorrecto de estas funciones se vincula con la categoria
de errores denominada “Errores debido a un aprendizaje deficiente de hechos,

destrezas y conceptos previos”.

Hasta aqui se ha descripto la evaluacién diagnostica y la utilizacion de fun-
ciones semidticas para analizar cada uno de los ejercicios propuestos en dicha
actividad. Estas funciones permiten entender cémo los estudiantes construyen los
significados durante las préacticas. Para profundizar respecto de este tema, se han
desglosado los ejercicios definiendo funciones semidticas que el estudiante tendria
que establecer para poder resolver los ejercicios correctamente. El establecimien-
to deficiente de funciones semidticas se manifiesta en practicas calificadas como
erroneas. Estos errores, asociados al incorrecto establecimiento de algunos tipos de
funciones semidticas, fueron ubicados o relacionados con las distintas categorias.
En el Capitulo siguiente, se identificaran puntualmente los errores cometidos por
los estudiantes en la resolucion de los ejercicios de la evaluacion diagnéstica, para
poder agruparlos especificamente en las categorias descriptas en la Seccion 4.6.1 y
analizarlos con la finalidad de entender las causas que los producen y ofrecer, en el
Capitulo 7 una propuesta de ensenanza y reflexiones metodoldgicas que atiendan

esta problemaética.
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Capitulo 6

Resultados de la prueba

diagnéstica

6.1. Correccion de los trabajos

Una vez revisados todos los trabajos producidos por los 28 alumnos, se procede a
la correccion de los ejercicios. Una primera correccion arrojoé resultados que fueron
agrupados en cuatro categorias: BIEN, que se senala con B y hace referencia al
ejercicio bien resuelto, REGULAR, que refiere al ejercicio que estd parcialmente
bien resuelto y se senala con R, MAL, senalado con M que obviamente hace
referencia al ejercicio mal resuelto y por ultimo, NO RESUELTO que refiere a
aquellos que no resolvieron la actividad y son simbolizados con NR.. Esta primera
categorizacion se ve reflejada en el Cuadro 6.1. A su vez, los ejercicios parcialmente
bien resueltos, los senalados con R, se subdividieron en tres categorias: R TIPO
1 indica que resuelve bien pero omite la respuesta, R TIPO 2 indica que resuelve
bien pero responde mal y R TIPO 3 indica que el ejercicio esta incompleto, es
decir, no lo termina de resolver. Por otro lado, también se subdivide a los ejercicios
mal resueltos utilizando dos categorias: M TIPO 1 indica que no muestra el
procedimiento que lo lleva a responder mientras que M TIPO 2 establece que,

si bien indica la respuesta, comete errores.
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ALUMNO EJ1 EJ 2 EJ 3 EJ 4 EJ 5 EJ 6
1 B R TIPO 1 | RTIPO 2 | R TIPO 3 NR M TIPO 2
2 M TIPO 2 | R TIPO 2 NR NR NR NR
3 M TIPO 2 NR M TIPO 2 NR NR NR
4 M TIPO 2 | M TIPO 2 | M TIPO 2 NR NR NR
5 B NR NR NR NR NR
6 B M TIPO 2 | M TIPO 2 NR M TIPO 2 NR
7 R TIPO 2 | M TIPO 2 NR NR NR NR
8 R TIPO 2 | R TIPO 2 | M TIPO 2 NR M TIPO 2 | M TIPO 2
9 B M TIPO 2 | R TIPO 2 NR NR M TIPO 2
10 M TIPO 2 | M TIPO 2 | M TIPO 2 | M TIPO 2 | M TIPO 1 NR
11 M TIPO 2 | M TIPO 2 | M TIPO 2 | M TIPO 2 NR NR
12 M TIPO 2 | M TIPO 2 NR M TIPO 2 NR NR
13 R TIPO 2 | M TIPO 2 NR NR NR NR
14 B M TIPO 2 | R TIPO 2 | M TIPO 2 NR M TIPO 2
15 B M TIPO 1 | M TIPO 2 | R TIPO 2 | M TIPO 2 | M TIPO 2
16 M TIPO 2 | M TIPO 2 | M TIPO 2 | M TIPO 2 NR NR
17 B M TIPO 2 | M TIPO 2 NR M TIPO 2 | M TIPO 2
18 B R TIPO 1 NR NR NR M TIPO 2
19 B M TIPO 2 | R TIPO 1 | M TIPO 2 NR NR
20 B M TIPO 2 | R TIPO 3 | R TIPO 3 | M TIPO 1 NR
21 B RTIPO1 | RTIPO1 | M TIPO 2 | M TIPO 1 | M TIPO 2
22 R TIPO 1 B B B NR M TIPO 2
23 B RTIPO1 | RTIPO2 | M TIPO 1 | M TIPO 2 | M TIPO 2
24 B M TIPO 1 | M TIPO 1 | M TIPO 1 NR M TIPO 1
25 B R TIPO 2 | M TIPO 2 NR NR NR
26 B RTIPO1 | RTIPO2 | M TIPO 2 | M TIPO 1 | M TIPO 2
27 B M TIPO 1 B R TIPO 2 | M TIPO 1 | M TIPO 1
28 B M TIPO 2 | R TIPO 1 NR NR NR

Cuadro 6.1: Correccién de las actividades: primera categorizacion.

Con los resultados expuestos en el Cuadro 6.1 se realiza un primer analisis des-
criptivo de los errores. Para mostrar de manera mas directa esta correccién, se
cuantificaron los datos segin las categorias expuestas anteriormente y se analiza-

ron discriminados por ejercicio.

En primer lugar observamos en la Figura 6.1 la cantidad de errores cometidos
en el Ejercicio 1 segtn esta primera categorizacion. Se observa que 17 de los 28
estudiantes evaluados, que representa el 60.7 %, responden en forma correcta la
primera consigna propuesta. Esto parece indicar que la mayoria de los alumnos re-
conoce las desigualdades presentadas en lenguaje coloquial, escribe correctamente
las inecuaciones correspondientes y verifica dichas desigualdades para algunos va-
lores. También estos estudiantes han representado correctamente esta situacién
en la recta numérica. En cambio, 7 de los 28 alumnos, o sea, el 25 %, si bien han

respondido a la consigna lo han hecho de manera errénea. Los 4 estudiantes res-
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tantes, lo que representa el 14,3 %, ha resuelto bien pero omitieron la respuesta o

han respondido mal.

Recuento de correccionesdel Ejercicio 1
18
16
14
12
10

LT - - L - ]

; - I

B RTIPO 1 RTIPOZ RTIPO3 MTIPO1 MTIPO2Z MR

Figura 6.1: Cantidad de errores del Ejercicio 1.

Con respecto al Ejercicio 2, tal como se observa en la Figura 6.2, 17 de los 28
estudiantes resuelve mal la inecuacion lineal, esto representa el 60,7 % mientras
que 8 de 28 estudiantes, o sea, el 28,6 % procede relativamente bien pero omite la
respuesta o bien responde mal. Tan s6lo 2 alumnos, el 7%, ha dejado el ejercicio

sin resolver.

Recuento de correccionesdel Ejercicio 2
16

14
12

10

=

[}

-II ] [
B

RTIPO 1 RTIPOZ RTIPO3 MTIPO1 MTIPO2Z MR

Figura 6.2: Cantidad de errores del Ejercicio 2.
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En la Figura 6.3, se presentan los resultados obtenidos respecto al Ejercicio
3. Se observa nuevamente una mayor cantidad de ejercicios mal resueltos. En este
caso, 11 de 28 alumnos, lo que representa el 39,2 %, ha respondido mal. En cambio
9 de los 28 alumnos, lo que representa un 32,1 %, han procedido relativamente bien,
encontrandose 3 alumnos que omitieron la respuesta, 5 que han respondido mal
y solo 1 que ha dejado el ejercicio incompleto. Esto tltimo pareciera indicar que
no han podido o sabido interpretar de manera correcta la conclusion obtenida.
Cabe mencionar, que el nimero de alumnos que no ha resuelto la actividad se ha
incrementado respecto de los ejercicios anteriores, representando el 21,5 % de los

Casos.

Recuento de correccionesdel Ejercicio 3

[=x]

I

(=]

B RTIPO 1 RTIPO 2 RTIPO3 MTIFO1 MTIPO2 MR

(=]

Figura 6.3: Cantidad de errores del Ejercicio 3.

En la Figura 6.4 se pueden observar los resultados del Ejercicio 4. Con respecto
a este ejercicio, en el que debian resolver una inecuacion cuadratica, nuevamente
llama la atencién el crecimiento del niimero de casos que no han resuelto el pro-
blema. Se puede observar que 13 de los 28 alumnos, lo que representa el 46,4 %,
es decir, practicamente la mitad de los alumnos, no han sabido cémo encarar si-
quiera la resolucion. Quienes si han abordado la resolucién pero procedieron mal
o no completaron el procedimiento son 10 de los 28 alumnos, lo que representa el
35,7 %, y tan sélo 4 han encarado la resolucién relativamente bien pero han dejado

inconcluso el problema, responden mal o directamente omiten la respuesta.
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Recuento de correccionesdel Ejercicio 4
14

12

10

: I .
, 1

B RTIPO 1 RTIPO 2 RTIPO3 MTIFO1 MTIPO2Z MR

Figura 6.4: Cantidad de errores del Ejercicio 4.

En lo que respecta al Ejercicio 5, se puede observar en la Figura 6.5, que un
alto porcentaje de alumnos, concretamente el 64,3 %, no ha resuelto el ejercicio y

quienes lo han intentado lo hicieron mal.

Recuento de correccionesdel Ejercicio 5

20
18
16
14
12
10

L= T U S O = T« |

B RTIPO 1 RTIPO 2 RTIPO3 MTIFO1 MTIPO?2Z MR

Figura 6.5: Cantidad de errores del Ejercicio 5.

Para finalizar, en la Figura 6.6, se muestran los resultados obtenidos en el
Ejercicio 6. Se puede observar y es llamativo que ningiin alumno ha resuelto

correctamente el problema, que 13 de los 28 alumnos, lo que representa el 46,4 %,
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lo han resuelto mal y el resto directamente no lo ha resuelto.

Recuento de correccionesdel Ejercicio 6

B RTIPO 1 RTIPO 2 RTIPO3 MTIFO1 MTIPO2 MR

Figura 6.6: Cantidad de errores del Ejercicio 6.

De este analisis descriptivo se observa que, a medida que se iban complejizando
las actividades, el numero de estudiantes que no resolvian los ejercicios aumentaba
también. Particularmente, los tltimos dos ejercicios practicamente no han sido

abordados correctamente, ni siquiera de manera parcial.

6.2. Errores detectados en la prueba diagndstica

El objetivo de esta seccién es el de, mediante un andlisis cualitativo, realizar
un listado de los errores detectados en la resolucion de los ejercicios con el fin de
agruparlos luego, en la Seccién 6.3, segtin las categorias propuestas por Radatz
(1979), descriptas en la Seccién 4.6. En dicho anélisis se diferencian los tipos de
errores cometidos en cada uno de los ejercicios en relacion con las desigualdades e
inecuaciones. Cabe aclarar que la producciones completas de los estudiantes estan

disponibles para su consulta en el Apéndice A. Producciones de los alumnos.

6.2.1. Errores detectados en la resolucion del Ejercicio 1

Luego de la correccion, se han identificado los siguientes errores respecto del

Ejercicio 1.
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= Mal uso de las expresiones matematicas.

Aqui se observan errores de notacién matematica. Como, por ejemplo, el uso

incorrecto de los simbolos >; <; <;>. Dos ejemplos de esto se encuentran en las

Figuras 6.7 y 6.8.
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Figura 6.8: Respuesta del Alumno 4 al Ejercicio 1.

» Error de lectura de los simbolos.

En este caso, confunden el simbolo de mayor o igual con el de menor o igual, es

decir, lo leen en sentido contrario. Ejemplo de esto puede verse en la Figura 6.9.
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Figura 6.9: Respuesta del Alumno 10 al Ejercicio 1.

s Error al ubicar los resultados en la recta numérica.

Aqui se observan dos errores de distinta naturaleza. En la Figura 6.10, un
alumno ubica a los nimeros negativos a la derecha de cero. En la Figura 6.11, otro

alumno reduce las soluciones del problema ubicando sélo los ntimeros racionales

con una cifra decimal luego de la coma.
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Figura 6.11: Respuesta del Alumno 8 al Ejercicio 1.
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6.2.2. Errores detectados en la resolucién del Ejercicio 2

Durante la correccién del Ejercicio 2 se han identificado los siguientes tipos de

errores.
= Intentan resolver el problema como si se tratase de una ecuacion.

En la Figura 6.12 se puede observar cémo el alumno toma cada miembro de
la desigualdad y lo trabaja como si se tratase de una ecuacion. Se observa que
utiliza el conectivo légico de equivalencia para expresar el primer miembro de la
inecuacién como una igualdad que no tiene ningin sentido, pero que es resuelta
como si estuviese igualada a cero. Con el segundo miembro de la desigualdad

ocurre lo mismo pero sélo deja escrita la igualdad sin intentar despejar la variable.
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Figura 6.12: Respuesta del Alumno 4 al Ejercicio 2.

= No invierten el sentido de la desigualdad cuando multiplican o

dividen por un nimero negativo.

Este es uno de los casos mas observados. En los ejemplos presentados en las
Figuras 6.13 a 6.17 se puede ver cémo, en todos los casos, dividen ambos miem-

bros de la desigualdad por —3 y en ninguno de ellos invierten el sentido de la

desigualdad.
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Figura 6.13: Respuesta del Alumno 16 al Ejercicio 2.
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Figura 6.14: Respuesta del Alumno 9 al Ejercicio 2.

Figura 6.15: Respuesta del Alumno 20 al Ejercicio 2.
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Figura 6.16: Respuesta del Alumno 11 al Ejercicio 2.
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Figura 6.17: Respuesta del Alumno 14 al Ejercicio 2.

» Errores en el despeje y/o en las operaciones.

Se pueden observar varios casos. En la Figura 6.18 el alumno realiza mal los

pasajes de términos y cuando quiere reagrupar para calcular no separa en términos.

En la Figura 6.19 se ve que despeja mal reiteradas veces y aplica de manera

incorrecta la propiedad distributiva del producto respecto de la suma. En la Figura

6.20 se observa que el alumno omite un signo al aplicar la propiedad distributiva

y pareciera que, como consecuencia de ello, despeja mal uno de los términos.

Por ultimo, en la Figura 6.21 hay un error de despeje que parece debido a una

distraccién, dado que fue el inico error cometido.
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Figura 6.19: Respuesta del Alumno 10 al Ejercicio 2.
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Figura 6.20: Respuesta del Alumno 13 al Ejercicio 2.
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Figura 6.21: Respuesta del Alumno 17 al Ejercicio 2.

= A partir de un caso particular generalizan las soluciones.

En la Figura 6.22 se presenta un caso donde el alumno no muestra el procedi-

miento de resolucion y su respuesta se basa inicamente para el caso en el que se
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anula uno de los términos de la desigualdad.

Figura 6.22: Respuesta del Alumno 15 al Ejercicio 2.

= Error en la escritura del conjunto solucion.
Aqui se pueden observar dos casos:

1. Ejercicios que fueron bien resueltos pero se ha escrito mal el conjunto solu-

cién. Ejemplos de ello se pueden observar en las Figuras 6.23 y 6.24.
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Figura 6.24: Respuesta del Alumno 8 al Ejercicio 2.
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Es probable que estos errores sean debido nuevamente a la interpretacion

que hacen de la simbologia, es decir, que confunden el simbolo de mayor con

el de menor.

2. Ejercicios resueltos con errores donde el conjunto solucién nuevamente no

coincide con lo hallado analiticamente, como el ejemplo que se presenta en

la Figura 6.25.
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Figura 6.25: Respuesta del Alumno 6 al Ejercicio 2.

El ejemplo propuesto en la Figura 6.25 muestra que, si bien no escribe correcta-

mente el conjunto soluciéon, llama particularmente la atencién la pregunta que se

formula el alumno al dar la respuesta al item b., pues de alguna manera reconoce

estar cometiendo un error.

También se observan ejercicios mal resueltos, incompletos o sin resolver en los

que los alumnos dan respuesta equivocada al conjunto soluciéon. Como se puede

observar, en la Figura 6.26 y en la Figura 6.27. En ambos casos no resuelven la

inecuacién pero de todos modos dan un conjunto solucién erréneo y mal escrito. En

la Figrua 6.28, si bien el ejercicio esta correctamente resuelto de manera algebraica,

el conjunto solucion no representa a la respuesta dada en el item a.

76



6.2. ERRORES DETECTADOS EN LA PRUEBA DIAGNOSTICA

e’*‘c!_'_h’i_f.f_l PR

ssdinics

|. .|

Apiad)

Qﬂa‘.&&m,aﬂfrf \-fj%

% @) 15:C%)

Mw.n.nu‘ﬂ-.u 7_91.091-

%méz b ‘o l Ak é};ﬁ.li
=% ) 5 _A#WIFH%_J-W?:/M’WW
et

fé&&.ir___

tET*Lh—?T\\\\\L

N I ey e A

-1-5§

\ P AL F‘,rm{-ﬁm‘l&‘ .Hﬂ, m

d‘*’-'e .N [ BP W =

Figura 6.28: Respuesta del Alumno 25 al Ejercicio 2.

6.2.3.

Finalizada la correccion del Ejercicio 3, se han identificado los siguientes tipos

de errores.

Errores detectados en la resolucion del Ejercicio 3

= Mala interpretacion del resultado.

En muchos casos, los alumnos logran despejar la variable x encontrandose con
: 14 79 : 3 :
expresiones como “0 < 7”7 o similares que no saben interpretar, lo que los lleva

a responder de manera errénea o simplemente no responder. Ejemplos de esto se
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ven en las Figuras 6.29 a 6.36.
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Figura 6.29: Respuesta del Alumno 14 al Ejercicio 3.
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Figura 6.30: Respuesta del Alumno 1 al Ejercicio 3.
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Figura 6.33: Respuesta del Alumno 21 al Ejercicio 3.
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Figura 6.34: Respuesta del Alumno 23 al Ejercicio 3.

Figura 6.35: Respuesta del Alumno 26 al Ejercicio 3.

Figura 6.36: Respuesta del Alumno 28 al Ejercicio 3.
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= Dividen por cero al despejar la variable.

Se observa en la Figura 6.37 que, si bien no explicita la division por cero, en
el ultimo paso de la resolucion el ntimero cero que acompana a x ya no aparece
y por alguna razon invierte el sentido de la desigualdad. En cambio en la Figura

6.38 la divisién por cero si es explicita.
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Figura 6.37: Respuesta del Alumno 8 al Ejercicio 3.
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Figura 6.38: Respuesta del Alumno 25 al Ejercicio 3.

= Errores de operatoria y despeje.

Tal como se puede observar en la Figura 6.39, el alumno no separa en términos
y por lo tanto las operaciones que efectia en el primer paso no son correctas. En
la Figura 6.40 se observa una mala separacién de términos y suma los términos
numeéricos con los términos literales. En la Figura 6.41 realiza pasaje de términos
de manera incorrecta dos veces. Por tltimo, en la Figura 6.42 se puede ver que el
alumno no sélo separa mal en términos sino que también aplica mal la propiedad

distributiva en el primer miembro de la desigualdad.
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Figura 6.39: Respuesta del Alumno 17 al Ejercicio 3.
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Figura 6.40: Respuesta del Alumno 3 al Ejercicio 3.
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Figura 6.41: Respuesta del Alumno 11 al Ejercicio 3.
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Figura 6.42: Respuesta del Alumno 6 al Ejercicio 3.

6.2.4. Errores detectados en la resolucion del Ejercicio 4
Los errores detectados en el Ejercicio 4 fueron los siguientes.

» Encuentran las soluciones de la ecuacién cuadratica con la férmula
resolvente pero no dicen cual es el conjunto solucién o bien res-

ponden mal.

En todos los ejemplos que se muestran a continuacion, los alumnos utilizan la
formula resolvente para hallar las soluciones de la ecuacion cuadrética. Se puede
observar en la Figura 6.43 que el alumno no responde al problema, en la Figura
6.44 da como respuesta el conjunto de todos los ntimeros reales exceptuando las
soluciones de la ecuacién halladas con la formula y, en la Figura 6.45, el alumno

manifiesta no saber qué hacer con los valores obtenidos de la formula resolvente.

Figura 6.43: Respuesta del Alumno 1 al Ejercicio 4.
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Figura 6.44: Respuesta del Alumno 15 al Ejercicio 4.
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Figura 6.45: Respuesta del Alumno 20 al Ejercicio 4.

» Errores de despeje y/o de operatoria.

En los siguientes ejemplos se muestran algunos errores cometidos por los es-
tudiantes en el despeje y las operaciones realizadas al resolver una inecuacion
cuadratica.

En la Figura 6.46 se observa que el alumno despeja mal una potencia par pues
en el pasaje de términos cancela el cuadrado de x poniendo médulo. Ademés deja

dos expresiones con médulo conectadas mediante el conectivo logico A y responde

que el problema no tiene solucion sin dar ningin tipo de explicacion.
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Figura 6.46: Respuesta del Alumno 11 al Ejercicio 4.

En el ejemplo mostrado en la Figura 6.47 se observa que el alumno cancela la
potencia dos con una raiz cuadrada en sélo uno de los términos de la inecuacion,
dejando expresada la raiz cuadrada del nimero —6 e indicando que dicho niimero
es un numero decimal. Opera los términos restantes sin terminar de despejar la

variable. Este alumno no da respuesta al ejercicio.

—HR 5 bA AieoBitE e

Figura 6.47: Respuesta del Alumno 12 al Ejercicio 4.

En cuanto al ejemplo mostrado en la Figura 6.48, el alumno transforma la
inecuacion cuadratica en una inecuacién lineal dividiendo ambos miembros de la
desigualdad por z. Esta division no es correcta pero sigue operando hasta llegar
a una expresion que no tiene ninguna relacién aparente con la tltima desigualdad

escrita.
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Figura 6.48: Respuesta del Alumno 14 al Ejercicio 4.

En el ejemplo mostrado en la Figura 6.49 se ve que el alumno suma dos mo-
nomios de distinto grado convirtiendo la inecuacion cuadréatica en una ctbica y
explica que ha sumado los exponentess al agrupar los términos que contienen x.

Este alumno tampoco da respuesta al problema.

En la Figura 6.50 despeja el término lineal de la inecuaciéon pero omite la va-
riable con lo cual obtiene dos términos numéricos que puede sumar quedandole
planteada una desigualdad entre un término cuadratico y uno numérico, desigual-

dad que interpreta que no tiene solucion.
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Figura 6.50: Respuesta del Alumno 19 al Ejercicio 4.

Por ultimo, en las Figuras 6.51 y 6.52, los alumnos factorizan el primer miembro
de la desigualdad pero al paso siguiente descartan uno de los factores del produc-
to sin razon aparente, transformando la inecuaciéon cuadratica en una lineal. El
conjunto solucién que escriben es idéntico en ambos casos y no refleja la dltima

desigualdad escrita en el proceso de resolucion.

Esexacoy
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Figura 6.51: Respuesta del Alumno 21 al Ejercicio 4.

87



6.2. ERRORES DETECTADOS EN LA PRUEBA DIAGNOSTICA

O s B 0 T
greeice Y= ERERMmEEmwENEEEN

BN R TR e P
X (7(*5)?74’ A ECEpEEENENELEE S
P e LA
AR S e NN ] | ; 2
= O e O I

2 EauENpEnERERRRERED T | RSN
VeREiGH £ (=B P=E e
EERRNES TR REREN R e e v
.'GP‘QH ,---}%g; 65__:'61)_,! 5%@»0'-6

e e F DI T

. Lok
] 1 A= _"m_l | I N P P S 1
NO UCE—IT\ L L in Aot 2. PERD

Figura 6.52: Respuesta del Alumno 26 al Ejercicio 4.

s Resuelven como si fuera una ecuacion.

En la Figura 6.53 el alumno utiliza el conectivo légico de equivalencia (<)
para indicar que la inecuacién presentada en este ejercicio es equivalente a resolver

la ecuacién cuadratica y da como respuesta las soluciones halladas en la ecuacién

cuadratica.
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Figura 6.53: Respuesta del Alumno 27 al Ejercicio 4.

Cabe senalar que sélo 1 de los 28 alumnos logré resolver el ejercicio correcta-

mente. Este caso se observa en la Figura 6.54.
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Figura 6.54: Respuesta del Alumno 22 al Ejercicio 4.

6.2.5. Errores detectados en la resolucién del Ejercicio 5

En el andlisis de los errores detectados en el Ejercicio 5, se observa un mayor
desconocimiento del tema. Recordemos que, para este ejercicio, 13 de los 28 alum-
nos expresan en la hoja donde han desarrollado las actividades no haber visto
funciones o no recuerdan cémo hacerlo y 5 dejaron el ejercicio sin resolver. En los

demaés casos, se presentan dos tipos de situaciones.
= Grafican mal las funciones.

En los ejemplos presentados en las Figuras 6.55 y 6.56, se observa que la funciéon
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constante es graficada correctamente mientras que la funcién f(x) = é estd mal
graficada. En ambos casos, los alumnos utilizan tabla de valores para graficar.
Responden correctamente el item b. planteando y resolviendo la ecuacion, pero
cuando deben dar respuesta a la desigualdad lo hacen de manera incorrecta sin

siquiera observar si lo que estan respondiendo es coherente con el grafico realizado

en el {tem a.
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Figura 6.55: Respuesta del Alumno 23 al Ejercicio 5.
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Figura 6.56: Respuesta del Alumno 17 al Ejercicio 5.

En el ejemplo presentado en la Figura 6.57 nuevamente estd mal realizado el
grafico de la funcién homografica pero, a diferencia de los ejemplos anteriores, el
error en el grafico es que trazo las ramas de la funcion de manera rectilinea. El
hecho de trazar las ramas verticales de esta forma hace que la grafica no represente

a una funcion.

En cambio, en la Figura 6.58, se observa que el alumno realiza algunos calculos
erréneos con la intencién de hallar los puntos de ambas funciones. A pesar de ello,
realiza mal un tnico gréfico, sin distinguir a qué funcién hace referencia. Responde
el item b. de manera correcta sin realizar ningin planteo pero el dltimo item lo

responde mal.

Por tltimo, en la Figura 6.59, el alumno toma valores no negativos de la variable
para representar ambas graficas por separado. Las demads respuestas se basan en

el grafico y en la tabla de valores sin realizar ningtn tipo de planteo.
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Figura 6.57: Respuesta del Alumno 8 al Ejercicio 5.
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Figura 6.58: Respuesta del Alumno 15 al Ejercicio 5.
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Figura 6.59: Respuesta del Alumno 6 al Ejercicio 5

= No grafican las funciones.

En los ejemplos presentados a continuacién, en las Figuras 6.60 y 6.61, se observa
que los alumnos no han representado graficamente las funciones intervinientes y

han dejado escrito que no saben o no recuerdan como hacerlo. Las respuestas del

item c. no estan acompanadas de ninguna explicacién
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Figura 6.60: Respuesta del Alumno 20 al Ejercicio 5.
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Figura 6.61: Respuesta del Alumno 26 al Ejercicio 5.

6.2.6. Errores detectados en la resolucién del Ejercicio 6

Por tltimo, se analiza el Ejercicio 6. Para este caso, recordamos que se han
encontrado 8 alumnos que manifiestan explicitamente no saber hacerlo y 7 que
escriben el nimero de actividad pero no lo resuelven o simplemente omiten la
transcripcion del ejercicio. En la Figura 6.62 se presenta el caso del tinico alumno
que resuelve parcialmente bien este ejercicio. Si bien la respuesta es correcta,

en el procedimiento llevado a cabo copia mal una expresién lo que supone una
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distraccién al transcribir. De todos modos, responde correctamente a lo que pide

el enunciado.

5|x> WS :
X34 L

Figura 6.62: Respuesta del Alumno 22 al Ejercicio 6.

Respecto de los demas casos, los errores més frecuentes encontrados en el Ejer-

cicio 6 son los siguientes.

= Multiplican ambos miembros de la inecuacién racional por la ex-
presion algebraica que figura en el denominador pero no tienen en

cuenta el signo

En todos los ejemplos que se presentan a continuacién y que se pueden observar
en las Figuras 6.63 a 6.70, los estudiantes han multiplicado ambos miembros de la
desigualdad por la expresién algebraica (x 4 1) sin haber estudiado los distintos
casos de signos posibles para dicha expresién. Este hecho los lleva a responder un

intervalo solucién que no es el correcto.
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Figura 6.63: Respuesta del Alumno 1 al Ejercicio 6.
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Figura 6.64: Respuesta del Alumno 23 al Ejercicio 6.
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Figura 6.65: Respuesta del Alumno 26 al Ejercicio 6.
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Figura 6.66: Respuesta del Alumno 15 al Ejercicio 6.

Figura 6.67: Respuesta del Alumno 21 al Ejercicio 6.
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Figura 6.68: Respuesta del Alumno 9 al Ejercicio 6.
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Figura 6.69: Respuesta del Alumno 18 al Ejercicio 6.
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Figura 6.70: Respuesta del Alumno 17 al Ejercicio 6.

= Estudia la desigualdad por casos de manera incorrecta

Este error es cometido en un tnico caso que se muestra en el Figura 6.71. Se
puede observar que el alumno analiza dos casos. En el primero de ellos, compara el
numerador de la expresion con el niimero 2 y, en el segundo, compara la expresién
del denominador con el nimero 2. En ningin momento del desarrollo explica el
porqué de esta separacién en casos. Se observa también que el conjunto solucién

esta formado por nimeros naturales.
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Figura 6.71: Respuesta del Alumno 14 al Ejercicio 6.
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= Errores de despeje.

El siguiente ejemplo presentado en la Figura 6.72, muestra que el estudiante
despeja los términos independientes tanto del numerador como del denominador
y luego simplifica mal la fraccién que obtuvo. Se observa también que en el dltimo
paso invierte el sentido de la desigualdad sin dar ningiin tipo de justificaciéon pero

no lo ha tenido en cuenta en el conjunto solucion..
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Figura 6.72: Respuesta del Alumno 8 al Ejercicio 6.

6.3. Clasificacion de los errores detectados

A continuacién se presenta una posible categorizacién de los errores detectados
en el diagndstico teniendo en cuenta la clasificacion hecha por Radatz (1979),
presentada en la Seccién 4.6. Los tipos de errores detectados y analizados en
la seccion anterior son senalados en esta seccion con una letra mayuscula y un
nimero, segin la categoria a la que mejor se ajusten, a los efectos de lograr una
mejor visualizacion en los graficos presentados posteriormente. Cabe aclarar, que
cada categoria presentada por Radatz llevara una letra distinta y que, dentro de

cada categoria, los errores distintos llevaran nimeros distintos.

100



6.3. CLASIFICACION DE LOS ERRORES DETECTADOS

Categoria 1: Errores debido a la dificultad del lenguaje.
= A1l: Mal uso de las expresiones matematicas.

= A2: Error en la lectura de simbolos.

= A3: Error en la escritura del conjunto solucién.

= A4: Mala interpretacion de los resultados.

Categoria 2: Errores debido a dificultades para obtener informacién

espacial.
= B1: Error al ubicar los resultados en la recta numérica.
= B2: Grafican mal las funciones.
= B3: No grafican las funciones.

Categoria 3: Errores debido a un aprendizaje deficiente de hechos,

destrezas y conceptos previos.

C1: No invierten el sentido de la desigualdad cuando multiplican o dividen

por un nimero negativo.

C2: Errores en el despeje y/o en las operaciones.

C3: Dividen por cero al despejar la variable.

= C4: Multiplican ambos miembros por la expresion algebraica que figura en

el denominador pero no tienen en cuenta el signo.
Categoria 4: Errores debido a la rigidez de pensamiento.
= D1: Intentan resolver el problema como si se tratase de una ecuacion.

= D2: Encuentran las soluciones de la ecuacién cuadratica con la férmula re-

solvente pero no dicen cudl es el conjunto solucién o bien responden mal.

Categoria 5: Errores debido a la aplicacion de reglas o estrategias

irrelevantes.
= E1: A partir de un caso particular generalizan las soluciones.

= E2: Estudia la desigualdad por casos de manera incorrecta.
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Una vez identificadas las categorias y los errores que corresponderian a cada
una de ellas, se asigné a la correccién de cada ejercicio uno o mas tipos de error,
de acuerdo a las resoluciones observadas y mencionadas en la Secciéon 6.2. Cabe
aclarar que como se contabilizan los tipos de error en los distintos ejercicios, el
nimero total de errores por categoria podria superar al nimero de estudiantes.
Los resultados de la clasificacion hecha por ejercicio y por alumno pueden verse

en el Cuadro 6.2.

ALUMNO EJ1 EJ2 | EJ3 [ EJ4 | EJ5 EJG6
1 - - A4 D2 - C4
2 Al A3 - - - -
3 Al - C2 - - -
4 Al D1 D1 - - -
5 - - - - - -
6 - C1 C2 - B2 -
7 Al B1 C2 - - - -
8 B1 C2 A3 C3 - B2 C4
9 - C1 A4 - - C4
10 A2 B1 C2 C2 C2 B3 -
11 Al A2 B1 C1 C2 C2 - -
12 B1 C2 A3 - C2 - -
13 Al C2 - - - -
14 - C1 A4 C2 - E2
15 - El C2 D2 B2 oz
16 Al B1 C1 C2 C2 - -
17 - C2 C2 - B2 C4
18 - - - - - C4
19 - C2 A4 C2 - -
20 - C1 A4 D2 B3 -
21 - - - C2 B3 C4
22 - - - - - C2
23 - - A4 El B2 C4
24 - A3 A4 A3 - A3
25 - A3 C3 - - -
26 - - A4 C2 B3 C4
27 - A3 - D2 B3 A3
28 - C1 A3 A4 - - -

Cuadro 6.2: Errores segun la categorizacion de Radatz.

A efectos de una mejor interpretacién de los errores observados, en lo que sigue

se presenta un analisis grafico para cada categoria.
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Categoria 1: Errores debido a la dificultad de lenguaje

Como se observa en la Figura 6.73, la mayor cantidad de errores detectados
corresponde a la incorrecta escritura del conjunto solucién (A3) y a la mala in-
terpretacion de los resultados (A4). Esto pareciera estar relacionado con el mal
uso de las expresiones matematicas, (A1) pues es de esperar que un alumno que
tiene dificultades con la lectura y/o escritura de las expresiones mateméaticas tam-
bién tenga dificultades para escribir otro tipo de expresiones relacionadas con ellas

como, por ejemplo, el conjunto solucién de una inecuacion.

Errores debido a la dificultad del lenguaje

-

| .

Al A2 A3 A4

=]

Figura 6.73: Cantidad de errores de la Categoria 1.

Categoria 2: Errores debido a dificultades para obtener informacién espacial

En la Figura 6.74 se observa que los errores detectados y agrupados en esta Ca-
tegoria son relativamente similares. De los 16 casos contabilizados, las dificultades

que se presentaron se encuentran entre el 31,25 % (B2) y (B3), y el 37,5 %, (B1).
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Errores debido a dificultades para obtener
informacion espacial
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Figura 6.74: Cantidad de errores de la Categoria 2.

Categoria 3: Errores debido a un aprendizaje deficiente de hechos, destrezas

y conceptos previos

Tal como se observa en la Figura 6.75, 23 de los 41 casos contabilizados en
esta Categoria, se corresponden con los errores de operatoria y/o despeje, (C2).
Estos errores de tipo aritméticos y algebraicos, representan el 56 % de los casos,
mientras que los errores que se derivan del mal uso de las propiedades de orden
de los numeros reales como, por ejemplo, invertir el sentido de una desigualdad
al multplicar por un nimero negarivo, (C1), son 7 de 41, lo que representa el
17% de los casos. En cuanto a los errores que devienen de analizar el signo de
una expresion algebraica que se multiplica a ambos miembros de una desigualdad,

(C4), se han observado 9 de 41 casos, lo que representa aproximadamente el 22 %.

104



6.3. CLASIFICACION DE LOS ERRORES DETECTADOS

Errores debido a un aprendizaje deficientede
hechos, destrezas y conceptos previos
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Figura 6.75: Cantidad de errores de la Categoria 3.

Categoria 4: Errores debido a la rigidez de pensamiento

Como se puede observar en la Figura 6.76, este tipo de errores son los menos
frecuentes, pues se han contabilizado tan sélo 6 casos. El que mas notoriedad
tiene es el (D2) que refiere a la utilizacién de la férmula resolvente para ecua-
ciones cuadraticas. Los alumnos que han encarado la resolucion de la inecuacion
cuadratica, no han podido o no han sabido trasladar los resultados obtenidos me-
diante la férmula a la situacion planteada por lo que no han dado respuesta al
problema o bien las respuestas dadas fueron incorrectas. Aqui ayudaria muchisimo

el enfoque grafico para dar respuesta a este problema.

Errores debido a la rigidez de pensamiento

=

D1 D2

Figura 6.76: Cantidad de errores de la Categoria 4.
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Categoria 5: Errores debido a la aplicacion de reglas o estrategias irrelevantes

En la Figura 6.77 se observa que los casos analizados en esta Categoria han
sido pocos. Se detectaron sélo 2 casos en los que trabajaron la inecuacién como

ecuacién (E1) y 1 que realizé un estudio de casos de manera errénea (E2).

Errores debido a la aplicacion de reglas o
estrategias irrelevantes

]

El E2

Figura 6.77: Cantidad de errores de la Categoria 5.

Este andlisis sobre los errores detectados en la resolucién de los ejercicios de
la prueba diagnéstica permite vislumbrar que muchos de los errores cometidos
por los estudiantes se deben a dificultades de tipo aritmética y/o algebraica. Es
decir, en casi todos lo casos, el abordaje de los ejercicios ha sido exclusivamente
algebraico, lo que ha puesto de manifiesto que muchos de los errores cometidos
en la resolucién fueron debido al incorrecto uso o aplicacion de las propiedades

algebraicas y de orden de los ntimeros reales.

También se han observado errores de interpretacion, ya sea por una lectura
incorrecta de la simbologia matemadtica, por no saber representar graficamente
determinadas situaciones o bien, por no poder vincular los gréaficos realizados con
los procesos algebraicos puestos en juego en la resoluciéon de algunos ejercicios.
Respecto de esto iltimo, la resolucion de aquellos ejercicios que sugieren la repre-
sentacion grafica, cuya intencién es apoyar el proceso algebraico realizado por los

alumnos, no se ha explicitado en ningin caso. Esta ausencia o deficiente habilidad
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para graficar hay que reforzarla o superarla, pues se considera que el enfoque grafi-
co muy probablemente ayudaria, en muchos casos, a responder a las situaciones

planteadas de una manera mucho mas simple.

A partir del analisis anterior, el cual nos permite contar con un entidimiento
exhaustivo de las dificultades que presentan los estudiantes en la resolucién de
ineuaciones, como uno de los objetivos especificos para este trabajo, se propone
generar un conjunto de sugerencias metodoldgicas que tengan en cuenta los errores
detectados y tales que ayuden a mitigar las dificultades encontradas. En este
sentido, teniendo en cuenta los aportes positivos que podria dar el enfoque gréfico
a la resolucién de este tipo de problemas, en el proximo Capitulo, se ofrece una
propuesta didactica en la que el enfoque grafico cobra gran importancia, pues
intenta otorgar mayor claridad conceptual y al mismo tiempo convertirse en una
herramienta que valide un procedimiento algebraico llevado a cabo en la resolucién
de inecuaciones. Ademas, es posible vincular este abordaje gréafico de resolucién
de inecuaciones con algunos aspectos del estudio esquematico de funciones, tema
central en las utlimas unidades del programa de la Unidad Curricular dénde se

llevé a cabo esta experiencia.
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Capitulo 7

Sugerencias metodoldgicas

7.1. Introduccion

Como se sabe, la inecuacién es un objeto matematico que se introduce en el
transcurso de la educacion secundaria. En el PESM, se retoma dicho objeto y se
estudia con mayor profundidad. Es por ello que para estos alumnos no deberia ser
un objeto matematico novedoso ya que se supone que han trabajado y estudiado
términos y simbologia presentes en las inecuaciones como ser las desigualdades
que, como es sabido, son introducidas cuando los estudiantes ordenan los niimeros
en la recta numérica. A pesar de que las inecuaciones se estudian durante la escuela
secundaria, en el nivel superior se siguen viendo muchas carencias y dificultades

a la hora de resolverlas, tal como se ha mostrado en el Capitulo 6.

Para minimizar este hecho, y en vistas de los errores cometidos detectados en
la prueba diagnostica, se propone una serie de actividades de integracion junto
con sugerencias metodoldgicas que pretende mejorar la ensenanza y aprendizaje de
las inecuaciones mediante la introduccién del enfoque gréafico cuya finalidad es dar
sentido a las inecuaciones y relacionar el significado con los métodos algebraicos
de resolucién. El abordaje de este objeto matematico desde este enfoque pretende
brindar a los alumnos herramientas para que éstos sean capaces de visualizar o
intrepretar los resultados y no simplemente realizar un procedimiento sin saber,

en mas de una ocasion, qué es lo que se esta realizando.
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Tal como se ha mencionado en el Capitulo 3, la representacion grafica esta
cobrando importancia a la hora de llevar a cabo el proceso de ensenanza y apren-
dizaje de las inecuaciones. En su trabajo de investigacion acerca de esta tematica,
Torres (2013) sostiene que ensenar desde un enfoque meramente procedimental
no necesariamente alcanza la comprension del objeto de estudio pues, a pesar de
que a priori puede parecer que el alumno es capaz de resolver las inecuaciones que
se le plantean, muchas veces da una solucién a los ejercicios sin comprender lo
que esta haciendo realmente. Las representaciones graficas ayudan a ensenar los
conceptos desde un enfoque distinto al tradicional o algebraico con el fin de que
los alumnos razonen esas soluciones y sobre todo puedan visualizarlas. Si bien en
muchas ocasiones no puedan dar un resultado tan exacto como desde un méto-
do algebraico, con un método de resolucion grafica si seran capaces de dar una

solucién aproximada y mas intuitiva.

7.2. Sobre el diseno curricular

La Direccién Provincial de Educacién Superior, en el diseno curricular del
PESM, establece que la finalidad del espacio curricular Introduccién al Célcu-
lo debe ser la articulacion entre el trabajo realizado en la escuela secundaria con
el nivel terciario, y este trabajo debe tender al fortalecimiento de la formacién de
los ingresantes a través de un aprendizaje activo y creativo que intente recupe-
rar los conocimientos de matematica adquiridos en el nivel anterior y abordarlos
con mayor profundidad junto con las otras asignaturas del primer ano en pos de
facilitar la insercion de los estudiantes a la carrera. Dicho diseno propone que el
estudiante, futuro profesor de Educacion Secundaria en Matematica, vaya constru-
yendo sus conocimientos progresivamente, recuperando y actualizandolos a partir
de situaciones intra y extra-matematicas que favorezcan la construccion y recons-
truccion de elementos propios del calculo, en funciones de una variable, ampliando
y profundizando los saberes previos sobre las funciones. Por ello, los propdsitos de
la unidad curricular donde se abordan, entre otros temas, los objetos matematicos

estudiados en la presente investigacion son:

= colaborar para que los estudiantes revisen conocimientos que han construido,

109



7.2. SOBRE EL DISENO CURRICULAR

los profundicen, enriquezcan y construyan otros nuevos en el marco de la

ensenanza de los mismos,

» dar lugar para revisar, ejercitar y profundizar algunos contenidos matemati-
cos indispensables para fortalecer las destrezas, técnicas y habilidades que

seguramente emplearan en las primeras asignaturas de la carrera,

= promover la utilizacién del Andlisis Matemaético para la resolucién de pro-

blemas,

= promover la valoracién e importancia de los conceptos fundamentales de

Analisis Matematico en el estudio de distintas ciencias, y

= promover el uso de herramientas tecnoldgicas para propiciar aprendizajes

especificos sobre los contenidos tratados en clase.

Los alumnos que ingresan al PESM inician el campo de la formacién especifica
con “Calculo real univariado” el cual se compone de las siguientes unidades cu-
rriculares: “Introduccién al calculo”, correspondiente al primer ano de la carrera,
cuya finalidad es articular el trabajo con los saberes previos adquiridos en el nivel
secundario; “Caélculo”, correspondiente al segundo ano de la carrera, destinada a
favorecer la construccion y reconstruccion de elementos propios del célculo diferen-
cial e integral con funciones de una variable real; y “Complementos de Calculo”,
correspondiente al tercer ano de la carrera, destinada al trabajo con funciones de
dos o mas variables reales. Es por ello que, desde la asignatura “Introduccion al
Calculo”, espacio en el cual se llevd a cabo esta experiencia, y, a través de este
trabajo, se ofrece una propuesta en la que se aborda la ensenanza y aprendiza-
je de las inecuaciones estudiadas en el nivel medio pero, se suma al estudio, el
analisis de funciones. Es decir, se propone hacer hincapié en la vinculacién entre
el estudio de funciones y las inecuaciones. Este hecho permite poner énfasis en el
registro grafico con el fin de lograr una mayor claridad conceptual a la hora de
resolver inecuaciones. Dicha propuesta, detallada en la Seccién 7.4, consta de una
serie de actividades en las que se propone a los estudiantes que ya ingresaron al
PESM, vincular los métodos de resolucion algebraicos con el estudio de funciones.

Esta vinculacién se va a obtener mediante el pedido de la deteccion y el posterior
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analisis de las funciones involucradas en las inecuaciones, pues el foco de la asig-
natura estd puesto en el andlisis de funciones y se considera un hecho oportuno
para poder vincular dos métodos de resoluciéon a fin de lograr una mayor claridad

conceptual.

7.3. Consideraciones generales

Teniendo en cuenta lo que propone el diseno curricular y el analisis de las
dificultades realizado en el Capitulo 6, en la Seccion 7.4 se presentan algunas
actividades similares a las trabajadas en la actividad de diagndstico y se sugiere su
abordaje desde el enfoque grafico con el objetivo de reflexionar sobre lo trabajado
en la actividad de diagnodstico y complementar el aprendizaje con lo estudiado a
lo largo de la cursada. Para ello se tiene en cuenta que la secuencia de actividades
serd introducida en el segundo cuatrimestre del primer ano, en la misma asignatura
donde se llevé a cabo la experiencia, al finalizar la Unidad 4 del programa de

que se muestra a continuacion.

Contenidos del programa de la asignatura Introducciéon al Calculo
Unidad 1: Revision de conceptos fundamentales.

Numeros. Numeros naturales. Nimeros enteros. Médulo o valor absoluto. Nime-
ros racionales. Expresién decimal. Operaciones. Fracciones y porcentaje. Niimeros
irracionales. Numeros reales. Potenciacion. Radicacion. Operaciones y propieda-

des. Intervalos acotados y no acotados. Ecuaciones e inecuaciones.
Unidad 2: Expresiones algebraicas.

Polinomios. Operaciones con polinomios: suma y resta, multiplicaciéon. Divi-
sion. Regla de Ruffini. Teorema del resto. Raices de un polinomio. Factorizacion.
Expresiones algebraicas racionales. Operaciones: suma y resta, multiplicacion y
division.

Unidad 3: Funciones de una variable.

Definicion. Representacion de funciones. Dominio e imagen. Anélisis grafico.

Raices. Funciones crecientes y decrecientes. Tasa de cambio promedio. Funciones
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pares e impares. Funciones basicas. Identidad, cuadratica, cibica, raiz cuadrada,
homogréfica. Funcién escalonada y definida por partes. Transformaciones rigidas
de funciones basicas. Traslaciones horizontales y verticales. Simetrias. Composi-

cién de funciones. Funcién inversa.
Unidad 4: Funciones polinomiales y racionales.

Funciones lineales. Rectas. Ecuacién de la recta. Paralelismo y perpendicu-
laridad. La funcién médulo. La funcién cuadratica. Parabolas. Elementos de la
parabola. Ecuacién de segundo grado. Funciones polinomicas de grado mayor a
dos. Esbozo graficas. Raices reales. Multiplicidad. Ceros de funciones polinomiales.
Funciéon potencia. Estudio y esbozo de funciones potencia. Funciones racionales.
Estudio esquematico de las funciones racionales.Dominio e imagen. Ceros. Nocio-
nes iniciales del concepto de limite. Asintotas de las funciones racionales. Esbozo

de graficas.
Unidad 5: Funciones exponenciales, logaritmicas y trigonométricas.

Funcién exponencial y logaritmica. Definiciones. Propiedades. Graficos. Ecua-
ciones e inecuaciones exponenciales y logaritmicas. Modelos exponenciales y lo-
garitmicos. Funciones trigonométricas. Nociones de trignometria plana. Medicién
de dngulos en grados y en radianes. Seno , coseno y tangente de un angulo. Gréficas

de las funciones seno, coseno y tangente. Amplitud y periodo. Traslaciones.

Las actividades que se proponen en el presente Capitulo integraran la resolucién
algebraica con el analisis de funciones, cuya intencién es lograr que el alumno
maneje de una mejor forma los distintos registros de representacion, y pueda, en el
futuro, resolver correctamente las situaciones problematicas planteadas en relacién
a las inecuaciones. Los contenidos abordados en las Unidades 1 y 2 proponen a
los estudiantes trabajar con ecuaciones e inecuaciones desde un enfoque algebraico.
La idea de esta propuesta es retomar la resolucién de aquellas inecuaciones, sobre
todo aquellas que presentaron mayor dificultad en la actividad de diagnostico, y
articular los contenidos estudiados en las cuatro primeras unidades del programa

con el fin de lograr una mayor comprension del objeto de estudio.
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Teniendo en cuenta el anélisis realizado en el Capitulo 6 donde se ha observado
una gran cantidad de casos en los que los alumnos manifiestan no saber representar
graficamente las funciones dadas o bien lo hacen de manera incorrecta y que la
propuesta se llevard a cabo en la asignatura Introduccién al Célculo, en la que el
foco se pone en el andlisis esquematico de funciones, es que para el diseno de las

actividades se pone énfasis en la resolucién mediante el enfoque grafico.

Se recuerda que la secuencia de actividades serd implementada en el segundo
cuatrimestre al finalizar la Unidad 4 del programa. Sera implementada en una
clase cuya duracion es de tres horas. Esta secuencia ofrecera a los estudiantes
un trabajo que, si bien es meramente practico, tiene la intencién de abordar las
actividades integrando los conceptos tedricos trabajados en la asignatura. De estos
contenidos trabajados se recuperaran o volveran a utilizar los conjuntos numéricos
junto a las operaciones y propiedades que fueron estudiados en la Unidad 1 para
justificar los procedimientos algebraicos, como asi también el estudio y analisis
de distintas funciones estudiadas en las Unidades 3 y 4 para realizar un estudio

grafico de las desigualdades.

7.4. Secuencia de actividades

La secuencia de actividades propuesta presenta cuatro ejercicios de inecuaciones
similares a los trabajados en la prueba diagnéstica. Tiene como finalidad no sélo
la de trabajar cada actividad integrando los enfoques algebraico y grafico y asi
lograr mejorar la comprension del objeto matematico en estudio sino también la de
reflexionar acerca de los errores y dificultades que se han detectado en el analisis

de los resultados de la prueba diagndstica presentada en el Capitulo 6.

7.4.1. Objetivos y conocimientos previos

Con las actividades que se proponen se espera que el alumno sea capaz de:

= abordar la resoluciéon de inecuaciones relacionando los conceptos tedricos
estudiados tanto en este espacio curricular como asi también en los disitntos

espacios curriculares que cursan;
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= dadas dos funciones, plantear una desigualdad entre ellas y resolver la inecua-
cién transformandola en otras equivalentes utilizando las propiedades alge-

braicas y de orden estudiadas en la Unidad 1 de este espacio curricular;
» interpretar una inecuacion planteada como una comparacion entre funciones;
» utilizar el marco funcional para poder visualizar las situaciones planteadas;

» utilizar el andlisis de las funciones estudiadas como herramienta para la

resolucion de una inecuacion;

= vincular el conjunto de positividad o negatividad de una funcién con la

resolucion de la inecuacion;
= hallar e implementar estrategias de resolucién de inecuaciones cuadraticas;
= hallar estrategias de resoluciéon de inecuaciones racionales;

= implementar mecanismos de verificacién, asignando a la variable diversos

valores que hagan que las desigualdades resulten verdaderas o bien falsas;

= integrar todo el trabajo realizado para construir el conjunto solucién. Refle-

xionar sobre lo trabajado.

Los conocimientos previos necesarios para el abordaje de las actividades co-
rresponden a las Unidades 1 a 4 que ya han sido enunciadas previamente y

estudiados durante el transcurso del primer cuatrimestre y mediados del segundo.

7.4.2. Actividades

A continuacion se presentan las actividades que conforman la secuencia meto-
doldgica sugerida junto con los posibles abordajes que realizarian los estudiantes

y las intervenciones esperadas a realizar por el docente.
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Actividad 1:

e N

Sean las funciones f(z) = —3xz + 1y g(x) = 4 definidas en su dominio
natural.
a. Plantear y resolver la siguiente desigualdad f(z) > g(x).
b. Elegir cuatro nimeros reales que verifiquen la desigualdad planteada
en el iftem anterior y cuatro nimeros que no la verifiquen.
c. Representar en un mismo sistema de ejes cartesianos ambas funciones
e identificar el valor de x para el cual ambas funciones coinciden.
d. Teniendo en cuenta todo lo realizado hasta el momento, escribir el
conjunto solucién utilizando la notacién de intervalos y marcar en el

grafico realizado dicho conjunto.

Intervenciones del docente

El problema presentado invita al alumno a pensar en una inecuaciéon desde un
marco funcional, es decir, se toman ambas funciones y se comparan en su dominio
natural. A su vez, el primer item pide que se plantee y se resuelva la inecuacion,
por lo que sera necesario abordarlo desde el marco algebraico comenzando por

escribir las siguientes expresiones que son equivalentes entre si:
flz) >g(x) & —3z+1>4

Hay que tener presente que resolver una inecuacién consiste en hallar el conjunto
solucion o una descripcién mas simple, es por ello que muchas veces, resolver una
inecuacién algebraicamente, implica hacer transformaciones sucesivas por medio
del empleo de propiedades de los niimeros reales. De ahi la importancia de que el
alumno sepa cudles de ellas puede utilizar para obtener inecuaciones equivalentes.
Por ello, el docente sugerira que se revisen y transcriban las propiedades algebrai-
cas y de orden de los nimeros reales que van a utilizar para poder transformar la

inecuacién planteada en otra equivalente cuya expresion sea més simple.

Para este caso, las transformaciones sucesivas aplicadas a la inecuacién plan-

teada llevan a las siguientes expresiones equivalentes:

3r+1>4<
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—3r+1-1>4-1 -3z >3
—3x:(—3) <3 (-3) &
r<—1

Se indicard al alumno que escriba la propiedad que utiliza en cada paso para

asegurar que la nueva expresion obtenida sea equivalente a la anterior.

Para resolver a la consigna del item b. se invita al alumno a que seleccione
distintos valores de z para que tanto la desigualdad propuesta como la tltima
desigualdad equivalente obtenida resulten verdaderas o falsas. Para ello, se pro-

pondra, por ejemplo, completar una tabla con el siguiente formato o similar:

Valor de = | f(x) | g(x) | Valor de Verdad de f(z) > g(z)
z=0 1 4 Falso
r=-—1 4 4 Falso
T = —% 2 4 Falso
r=25 -14 4 Falso
r=-2 7 4 Verdadero
T = —% % 4 Verdadero

Cuadro 7.1: Ejemplo de tabla que podria utilizarse en la Actividad 1.

El objetivo de construir esta tabla es que el alumno pueda observar qué sucede
con las imagenes de las funciones para algunos valores de la variable independiente.
En este caso particular, la imagen de g(x) es constante y para los distintos valores
de x seleccionados, algunas de las imégenes de f(z) verifican la condicién de
ser mayor a 4 y otras no. Luego, conviene que el docente haga notar, si es que
los alumnos no lo han hecho, que los valores de x que verifican la desigualdad
propuesta justamente son aquellos que resultan ser menores a —1, tal como lo

expresa la ultima desigualdad obtenida durante el proceso de resolucion algebraica.

Una vez realizado cuadro, comienza a materializarse el conjunto solucion. Para
completar esta tarea y que el alumno pueda convencerse de que el trabajo realizado
hasta el momento es correcto se solicita, en el item c., la representacion grafica de

dichas funciones. La idea es que puedan visualizar a priori que ambas funciones
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coinciden en el punto de abscisa x = —1, tal como se observa en la Figura 7.1,
y puedan comparar las funciones f(z) y g(z) en intervalos que contengan valores

menores y mayores a —1 .

g(z) = 4

- -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

-1

—2

Figura 7.1: Gréfico de las funciones de la Actividad 1, {tem c.

Para hallar el valor de = para el cual las funciones coinciden se plantea la
ecuacién f(z) = g(x) y el docente resaltaria la diferencia entre lo que debemos
hallar como respuesta al problema y el dato que se pide en el item b. Es decir, se

deberia buscar resaltar la diferencia entre resolver una ecuacién y una inecuacion.

Ya hallado y visualizado en el gréafico el valor de x para el cual ambas funciones
coinciden, es momento de revisar el trabajo realizado y cotejar si en el intervalo
solucion encontrado algebraicamente en el item a. se observa la relacién existente
entre las graficas de las funciones, es decir, si efectivamente f(z) > g(x) para

r < —1.

En la Figura 7.2 se puede observar ficilmente que, en el intervalo (—oo; —1),

pintado de color azul, la funcién f(z) representada con una recta de color rojo,
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estd por encima de la funcién g(z), en este caso representada por una recta de

color verde. Es asi como se puede visualizar para qué valores de x se cumple

f(x) > g(x).

o(x) = 4

7 -5 -5 4

Figura 7.2: Gréfico de las funciones de la Actividad 1, {tem d.

Luego se construye el conjunto solucién, que en este caso es el intervalo (—oo; —1),

y se da respuesta a la totalidad del problema.
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Actividad 2:

Resolver la siguiente inecuacion:
2 —3)>8+2z
a. jPodrias pensar la situacion planteada como una comparacién entre
dos funciones? ;Cudles serian esas funciones?
b. Resolver la inecuacién y luego representar en un mismo grafico las
funciones identificadas en el item anterior.

c. jPara qué valores de la variable resulta la proposicion verdadera?

., Cual es el conjunto solucién?

Intervenciones del docente

En esta actividad, el problema es presentado desde un marco algebraico si bien
en el item a. se invita al alumno a pensar la desigualdad desde un marco funcional.
Por lo tanto se comienza a trabajar de manera similar a lo realizado en la primera
actividad. Se identifican las funciones, que en este caso son dos funciones linea-
les: la funcion de la izquierda de la desigualdad que se puede denominar como

f(z) = 2(xz — 3) y la funcién de la derecha como g(z) = 8 + 2z.

Para abordar el item b. nuevamente se sugiere que se enuncien las propiedades
utilizadas que permiten transformar la inecuaciéon dada en una equivalente mas
simple que la presentada. En tal caso, se obtienen, por ejemplo, las siguientes

inecuaciones equivalentes:

20 —-3)>8+2xr < 2r—6>8+2r & 20 — 646 > 8+ 2x+6

S > 14+ 22020 > 14+ 2220 < 0> 14

Cabe aclarar que esta secuencia de inecuaciones es una alternativa posible pues

no es la tnica sucesién de inecuaciones equivalentes.

En el anélisis del diagndstico llevado a cabo en el Capitulo 6 se ha observado que,

llegado a este tipo de expresiones, los alumnos no saben qué responder dado que
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la variable ha “desaparecido”. Entonces se considera conveniente que grafiquen
las funciones definidas en el item a. con la intencién de que puedan visualizar
qué relacion existe entre ellas para luego poder interpretar la ultima desigualdad

obtenida en este item.

10

@) = 2(@-3)

Figura 7.3: Gréfico de las funciones de la Actividad 2, {tem b.

Tal como se puede ver en la Figura 7.3, una vez graficadas las funciones, se
observa que la funcién f, representada en color rojo, esta por debajo de la funcién
g, representada en color verde, para todo su dominio de definiciéon. Por lo que
resultara imposible que exista algin valor de la variable x que haga que la funcién
f(z) > g(x). Esto se evidencia en el hecho de que las rectas resultan ser paralelas
no coincidentes, por lo tanto no existe, en este caso, un punto para el cual las
funciones coincidan y, por ende, una funciéon es “siempre mayor” que la otra,
en este caso, g(z) > f(x), para todo nimero real, lo que lleva a la conclusién
de que la desigualdad resulta falsa cualquiera sea el valor de x. Observando esta
situacion se puede concluir que el conjunto solucion no tendra elementos, es decir,

el conjunto solucién sera conjunto vacio.
Si aun quedan dudas al respecto de esta conclusion, en el item c. se les pre-
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gunta a los alumnos qué valores de la variable  hacen que la inecuacién resulte
verdadera y qué valores de la variable hacen que la proposicién resulte falsa. Se
invita a los alumnos a que seleccionen algunos valores de la variable x y los sus-
tituyan en la inecuacién propuesta en el item a. De esta forma, notaran que los
resultados obtenidos seran todos falsos. Esta tarea tiene como finalidad conven-
cer a los alumnos que la inecuacion no tiene solucién. Esto también se evidencia
algebraicamente pues la tltima desigualdad escrita no depende de los valores que
se asignen para que resulte o bien verdadera o bien falsa. Es decir, que la tltima
inecuacién resultara verdadera o falsa independientemente del valor de la variable
x. En este caso, resulta evidente que la igualdad es falsa dado que 0 no es mayor o
igual que 14, por lo tanto, no habra ntimeros reales que la verifiquen, concluyendo

asi que el conjunto solucion serd vacio.

Finalizada esta actividad se los invitara a pensar qué sucede si la inecuacién
planteada hubiera sido f(x) < g(z). De manera anédloga se procede y se extraen

las conclusiones para este caso.

Actividad 3:

e D

Dada la siguiente inecuacion:

—224+224+8>0

a. Hallar al menos tres valores de x que verifiquen la desigualdad.

b. La funcién cuadratica que interviene en la desigualdad esta escrita
en forma polinémica. Escribir dicha funciéon utilizando otro tipo de
ecuaciones y resolver la desigualdad para cada caso.

c. Esbozar la grafica de la funcion cuadratica interviniente en la desigual-

dad y marcar sobre el grafico el conjunto solucion de la inecuacién.

Intervenciones del docente

Este problema es muy amplio en cuanto a las estrategias de resolucién. Podria
abordarse de varias maneras. En el primer item los alumnos deberan explorar
algunos valores de la variable que verifiquen la desigualdad. En este caso iran

seleccionando valores de z y reemplazando en la expresion para saber si los re-
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sultados obtenidos son o no soluciéon de la inecuacion. El docente sugerird que es
conveniente graficar la funcién cuadratica para hacer mas simple la eleccion de
los valores de x. El gréafico de la funcién cuadrética interviniente en la inecuacién

puede verse en la Figura 7.4.

(4,0

-3

Figura 7.4: Grafico de la funcién de la Actividad 3.

La consigna del {tem b. los invita a pensar la funcién f(z) = —2* + 2z + 8 en
forma factorizada y en forma binémica. Estos temas se han abordado en el estudio
de la funcién cuadratica donde fueron presentados los distintos tipos de ecuaciones
en los que puede venir definida la funcién. La idea de esta consigna es notar que
si la funcién se escribe en forma factorizada, en este caso la inecuacién quedaria
—(z —4)(x 4+ 2) > 0, es posible resolverla recordando la regla de los signos para
el producto de nimeros reales, es decir, pensando en el signo de cada uno de los
factores para que el producto sea un niimero no negativo. En cambio si se expresa

la funcién cuadratica en forma binémica, en este caso quedaria —(x —1)2+9 > 0,
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es posible despejar la variable x y hallar el conjunto solucion.

Para el caso en el que escriban la funcién cuadrética en forma factorizada,
deben identificar las raices de la funcién. En esta instancia se recuerda que hallar
las raices de una funcién cuadratica equivale a encontrar las soluciones de la
ecuacion ax? + bx + ¢ = 0. Los valores hallados serdn utilizados para expresar a la
funcién dada en forma factorizada, quedando entonces planteadas dos inecuaciones
equivalentes:

—2°4+224+8>0 & —(r—4)(z+2)>0

Ahora si, para el abordaje algebraico de esta inecuacién se espera que los alum-
nos analicen el signo del producto de los factores. Una alternativa a plantearse es

pensar la ultima inecuacion escrita de la siguiente manera:

—(r—=4)(z+2)>0 & (z—4)(z+2)<0

Quienes optan por escribir la inecuacion en este formato deberan analizar las

siguientes situaciones:

z—4<0 r—4>0
r+2>0 r+2<0

Aquellos alumnos que encaren la resoluciéon mediante esta estrategia deberan
revisar los temas Sistemas de ecuaciones y Union e interseccion de conjuntos.
Para poder llegar a una conclusién y asi responder cudl es el conjunto solucion de

la inecuaciéon planteada deben resolver cada uno de los sistemas.

Para el primer sistema planteado se tiene que:

r—4<0 <4
0 sea
r+2>0 T > —2

De este sistema surge el intervalo [—2;4].
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Y al resolver el sistema

r—4>0 r >4
0 sea
r+2<0 < =2

resulta que este ultimo no tiene soluciéon, o bien, el conjunto solucién es el
conjunto vacio. Por lo tanto, el conjunto solucién de la inecuacion dada es el
intervalo [—2; 4] que se obtiene como resultado de unir al primero de los conjuntos

solucién hallados con el segundo conjunto solucién que es el conjunto vacio.

La otra manera de escribir la funcién cuadratica interviniente en la desigualdad
es la “forma binémica”. En este caso, quienes opten por reescribir la inecuacién

de esta manera obtendran las siguientes equivalencias:

—2? 420 +8>0 & —(z—1)2+9>0

En esta situacion es recomendable hacer notar que este formato de escritura
tiene ventajas por sobre los otros dos dado que, pensar a la inecuacén de esta
manera, hace mas simple el despeje de la variable y en consecuencia resulta mas

inmediato encontrar el conjunto solucién.

Quienes decidan ir por este camino deberan recordar el Método de completar
cuadrados para pasar de la ecuacién polinémica a la ecuacién bindémica, o bien
deberan recordar como hallar las coordenadas del vértice de la parabola para po-
der escribir la funcién en dicho formato. Ademads, para el momento del despeje,
deberan recordar, entre otras, las propiedades de valor absoluto. Nuevamente se
sugiere que los alumnos indiquen qué propiedades utilizan en cada caso para ob-
tener inecuaciones equivalantes. De esta manera, inecuaciones equivalentes a la

dada podrian ser:

—2?+20+8>0& —(z—1)°+9>0& —(z—-1)2+9-9>0-9
s —(z2-12>-9e (-2 (-1)<-9 (- (@@-1%*<9
Slr—1<V9e 3<r-1<3e -3+l <z—1+1 <3+1

S —2< <4
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La tultima inecuacion escrita define al conjunto solucion.

Se invita a los alumnos a reflexionar sobre los distintos formatos en lo que puede
escribirse una funcion cuadratica y las ventajas o desventajas que tiene cada uno

de ellos a la hora de resolver una inecuacion cuadratica de manera algebraica.

Ahora se aborda el item c. de la consigna. En él se pide que se grafique la

funcion cuadratica. Este es un tema estudiado y trabajado en la Unidad 4.

Una vez realizado el grafico se visualiza para qué valores de x la funcién resulta
mayor o igual a cero y se marca el intervalo soluciéon tal como se observa en la

Figura 7.5.

(4,0

-3

Figura 7.5: Gréfico de la funcién de la Actividad 3, item c.

En esta instancia se les pide a los alumnos que visualicen la situacién y traten
de vincular la inecuacion con alguno de los temas que se han estudiado repecto

del analisis grafico de una funcién cuadratica. Por ello, se los ira orientando para
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que descubran que la inecuaciéon planteada es equivalente a encontrar el conjunto

de positividad de la funcién. En este caso ademaés se deben incluir los ceros.

La idea es que adviertan que con el trazado de la grafica de la funcién cuadratica
pueden arribar al mismo conjunto solucién pero de una manera mas inmediata y

sin tanto enredo de cuentas y calculos algebraicos.

Cabe senalar que quienes hayan trabajado con la desigualdad:

2?2420 48>0 < 22—2r—-8<0

estudiaran el conjunto de negatividad de esta nueva funcién cuadratica. Esta
situacion se puede observar en la Figrua 7.6. Aqui es importante resaltar que si
bien el estudio ha cambiado dado que la funciéon cuadratica interviniente en este
caso es otra, dicha situacion es equivalente a la anterior ya que el conjunto solucién

es el mismo.

f(z) = z*=2x—8

Figura 7.6: Alternativa de grafico de la funcién de la Actividad 3, {tem c.
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Por ultimo, se presenta otra actividad en la que nuevamente se relaciona la

resolucién de una inecuacion con la comparacion grafica de funciones.

Actividad 4:

Dada las siguientes funciones:
20 — 1

fl@) ===y gla) =1

a. Graficar ambas funciones en un mismo sistema de ejes cartesianos.

b. Hallar al menos tres niimeros reales que verifiquen f(z) < g(x).
c. Hallar, si existen, valores de x tales que se verifique f(z) = g(x).
d. Resolver la inecuacion propuesta en el item b. de manera algebraica y

observar los resultados obtenidos en el grafico realizado en el item a.

Intervenciones del docente

Para esta actividad se tiene pensado que utilicen todo lo estudiado hasta el

momento de grafica de funciones. En este caso, realizaran el estudio esquematico

20 — 1
de la funcién racional f(z) = 3 y la compararan con la funciéon constante
x J—

g(z) = 1. Aqui miraran los dominios de ambas funciones advirtiendo que la funcién
f(z) no esta definida para = 3. Realizado el estudio de la funcién f(z) se grafican

ambas funciones, tal como se muestra en la Figura 7.7.

Para poder responder al item b., podrian mirar el grafico y elegir algunos va-
lores de x que hagan verdadera la desigualdad. Este control servira también para
chequear, al menos parcialmente, si los graficos realizados podrian ser correctos
o parecen serlo. En caso de detectar alguna irregularidad, revisaran nuevamen-
te el estudio, cotejaran con sus companeros y podran recurrir a una calculadora
grafica para corregir, si hiciera falta, los graficos. Es importante aqui que puedan
visualizar entre qué valores de z, f(x) estd por debajo de g(x). Esta visualizacién
permitira anticipar, al menos de manera aproximada, el posible conjunto solucién,
con lo cudl resultard mas sencilla la seleccion de los valores pedidos en el item b.
En este caso podria sugerirse que construyan una tabla como la presentada en el

Cuadro 7.1 que fue utilizada para responder a uno de los items de la Actividad 1.
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HEE 2x—1 3
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Figura 7.7: Gréfico de las funciones de la Actividad 4.

En la Figura 7.8 se observa el intervalo de color azul que, en este caso, representa

al conjunto solucién de la inecuacién.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
LU 2z 1 3 |
f=) = 3 :
_____________________ 2—_—_—___—+_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_
|
_ (2,1) I
gla) = 1 \.\ |
Ny |
=7 -6 -5 -4 -3 3 -1 0 1 2 ? L 5 ] i 8 9 10
|
1 I
|
=2 I
|
|
la |
|
|
—4 |

Figura 7.8: Gréfico de las funciones de la Actividad 4, {tem b.
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La idea del item c. es resolver una ecuacion racional. Es decir, buscar alge-
braicamente aquellos valores de x en los que ambas funciones coinciden, para asi,
nuevamente a través del grafico, puedan chequear en qué intervalos las funciones
no coinciden, es decir, en qué intervalos f(z) > g(z) o f(z) < g(z). Para hallar
los valores de x para los cuales las funciones coinciden, deben resolver la ecuacion

racional f(z) = g(z). Es decir:

2x—1_

1l & 2x—-1=zx—-3 <«
T —3

2t —1-v=0x—-3—12r & zz—-—1=-3 &

r—141=-34+1 & x=-2

Para la resolucién algebraica propuesta en el item d., se orientara a los alumnos
para que trabajen con inecuaciones equivalentes mas simples de resolver. Un ejem-

plo para este caso podria ser la siguiente secuencia de inecuaciones equivalentes:

2 — 1 20 — 1

< <1 < -1<0 <«
f@) <gla) &= < p—
2x—1—x+3§0 N x+2§0
z—3 Tz —3

Esta ultima desigualdad, equivalente a las anteriores, pueden resolverla o en-
cararla al menos de dos maneras. La primera, como el estudio de casos, es decir,
analizando el signo de la expresién numerador y la del denominador quedando asi

planteados dos casos:

r+2<0 r+2>0

z—3>0 r—3<0

La segunda opcién es multiplicar miembro a miembro por (x — 3)%. Esta expresién

. .. .. ., T+ 2
es siempre positiva en el dominio de la funcién h(x) = 1 quedando planteado
l‘ —_—

un producto de factores, (x + 2)(z — 3) < 0, en los que el estudio es similar a
la opcién anterior. También pueden notar que hallar el conjunto soluciéon de la

inecuacién racional planteada es equivalente a hallar el conjunto solucién de la
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inecuacién cuadrética (x 4+ 2)(x — 3) < 0 en el dominio de la funcién h(x). Esta

ultima inecuacién es mucho mas simple de resolver.

Por 1ltimo, si no lo han relacionado, también se orienta para que vinculen
el conjunto solucién de la inecuacién plateada en el item b. con el conjunto de
. . . . x+2
negatividad en el que también se incluyen a los ceros de la funcién h(z) = 3

De esta manera, sélo estudiaran el signo de la funciéon como lo han venido haciendo

durante el ano con todas las funciones trabajadas hasta el momento. En la Figura

7.9 se puede observar el conjunto de negatividad incluyendo los ceros de la funcién

h(zx).

-5

Figura 7.9: Gréfico de la funcién h(x) de la Actividad 4, {tem d.

En definitiva, en esta secuencia de actividades, el concepto de inecuacion se
ha abordado desde dos perspectivas que provienen de diferentes construcciones
mentales. La primera consiste en la inecuacion vista como un objeto matematico
manipulable en el que deben emplearse determinadas propiedades del conjunto de
los niimeros reales, como ser, operar, analizar equivalencias, verificar elementos
de un conjunto o subconjuntos que satisfacen o no la inecuacién, es decir, se debe

analizar qué tipos de transformaciones son permitidas, qué alteraciones sufrid

130



7.4. SECUENCIA DE ACTIVIDADES

el conjunto solucion después de ellas, cudl es el mejor método para resolver una
inecuacién dada y como minimizar los calculos. La segunda, en la que la inecuacién
es analizada desde el punto de vista grafico tratando de entender qué funciones
pueden ser utilizadas para que el esbozo grafico represente la inecuacién que se
quiere resolver, cuando se deben comparar dos graficos dados analizando los signos
de las imagenes, o bien estudiar alguna caracteristica de otra funcion que resulte

de una inecuacién equivalente a las anteriores.

La idea de esta propuesta es lograr que el estudiante explore los registros al-
gebraico y grafico, para que pueda comprender e interpretar el problema con dos
posibles miradas diferentes y asi entienda bajo qué condiciones puede transformar
una inecuacion, las razones por las cuales tales transformaciones son convenientes
y por qué funcionan. Es decir, que se apunta a que los alumnos tomen conciencia
de la legitimidad de las transformaciones empleadas para obtener inecuaciones
equivalentes mas simples y puedan establecer relaciones entre ellas. Ademas, el
enfoque grafico ayuda a que los estudiantes puedan contar con otro soporte que
les permita afirmar o refutar lo que han construido algebraicamente, debido a que

la visualizacién es una herramienta potente para lograr dicho fin.
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Capitulo 8

Resultados obtenidos

Los errores y dificultades presentes en las practicas matematicas, puntualmente
en la resolucién de inecuaciones, han despertado mi interés por estudiar, analizar
y reflexionar sobre ellos, principalmente, en el ambito de la educacién terciaria,

en el PESM de la ciudad de Lujan.

Para llevar a cabo este trabajo se comenzd con una revision tedrica acerca de
esta tematica. Durante dicha revision se encontraron numerosos trabajos dedica-
dos al estudio de los errores en el aprendizaje de la matematica en general y en el
aprendizaje de las inecuaciones en particular. Luego de un analisis exhaustivo del
estado del arte, se seleccionaron y presentaron investigaciones donde se explica la
importancia del andlisis de los errores en el aprendizaje de la matematica y las
ventajas que ofrecen las herramientas de la TFS inmersas en el marco teérico EOS
para la deteccién y andlisis de los mismos, como asi también investigaciones acerca
de las dificultades presentes en la resolucion de inecuaciones en distintos niveles
del sistema educativo. Para profundizar ain maéas sobre el estudio de los errores
en el aprendizaje de la matemaética, se indagd acerca de las cardcteristicas de los
mismos y las posibles causas que los originan, haciendo foco en las clasificaciones
y categorizaciones de errores existentes propuestas por diversos investigadores y
expertos en el tema. En el caso de este trabajo, se selecciond la categorizacién
ofrecida por Radatz (1979) con la finalidad de poder crear esquemas para lograr

una mejor interpretacion de los errores.
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A partir de alli, se definié como objetivo general de esta investigacién “Estudiar
los errores que cometen los alumnos ingresantes al PESM a la hora de resolver
inecuaciones y desarrollar una propuesta didactica que pueda ser utilizada para

salvar dichos errores”.

Teniendo en cuenta el objetivo general, se propuso como primer objetivo es-
pecifico que, “mediante un examen diagnéstico, se pueda identificar y caracterizar
los errores cometidos por los alumnos ingresantes al primer ano de la carrera de
PESM en la resoluciéon de inecuaciones’s Para cumplir con este primer objetivo se
comenzoé por disenar una evaluacién diagnéstica. Con las actividades propuestas
en dicha evaluacion se buscé poner en evidencia las dificultades y errores cometi-
dos por los alumnos ingresantes al PESM en la resolucién de inecuaciones. Este
diagnostico fue implementado al inicio de la cursada del espacio curricular Intro-
duccién al Calculo durante el ano 2022 y fueron veintiocho los alumnos que lo

realizaron.

Una vez implementada la evaluacion diagndstica, se procedié al analisis de los
resultados y se llevo a cabo la correccion de los seis ejercicios propuestos. Esta
primera correccion arrojo resultados que fueron agrupados en cuatro categorias
referidas a la correcta o no resolucion de los mismos. De dicho analisis, detallado

en la Seccién 6.1, se obtuvieron los siguientes resultados principales:

» Respecto del Ejercicio 1, que esencialmente consistia en escribir una expre-
sion utilizando simbologia matematica, se observé que la mayoria de los
estudiantes resolvié bien esta actividad y el 25 % procedié mal. Sin embargo
todos pudieron trabajarla en alguna escala, es decir, no se observaron casos

en los que el ejercicio planetado no se haya resuelto.

= En cuanto al Ejercicio 2, mas de la mitad de los estudiantes resolvieron mal la
inecuacion lineal mientras que casi el 30 % de los casos procedieron bien pero
respondieron mal. Tan sélo un alumno resolvié correctamente este ejercicio

y se observaron dos casos en los que la actividad no fue resuelta.

= Respecto del Ejercicio 3, el 40 % aproximadamente resolvié mal la inecuacién

mientras que el 32 % resolvié relativamente bien el ejercicio pero respondien-
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do mal o bien, omitiendo la respuesta. Sélo dos casos resolvieron bien la
inecuaciéon y el nimero de casos en los que el ejercicio no fue resuelto au-

mentd notoriamente respecto de los anteriores.

= Para el Ejercicio 4, en el que debian resolver una inecuacién cuadratica, el
porcentaje de estudiantes que dejo el problema sin resolver fue de casi el
50 %. Respecto al otro 50 %, si bien intentaron resolverlo, dejaron el ejercicio

inconcluso o lo resolvieron mal.

» El Ejercicio 5 y el Ejercicio 6 consistian en resolver una inecuacién racional y
representar graficamente las funciones que formaban parte de la inecuacion.
En ambos casos, el nimero de estudiantes que dejo el ejercicio sin resolver
superé el 50 %. Los pocos alumnos que intentaron abordar estos ejercicios co-
metieron errores no sélo en la representacién gréafica sino también al momento
de resolver la inecuacion racional, pues al despejar la variable omitieron es-
tudiar el signo de una expresion algebraica por la cual multiplicaron ambos

miembros de una desigualdad.

Se observé que a partir del Ejercicio 4 el nimero de alumnos que no respondi6
a las consignas aumentd notoriamente con respecto a los primeros tres ejercicios,
aunque no se presentaron casos de producciones con los seis ejercicios totalmente

sin respuesta.

Ya con esta informacion, se continué con un analisis mas detallado de los errores
buscando asi responder con el segundo de los objetivos especificos del presente
trabajo. Es decir, se buscé detectar qué tipo de errores fueron los cometidos en
cada uno de los ejercicios propuestos, para luego agruparlos en distintas categorias.
Para este trabajo se utilizé la clasificacion de errores propuesta por Radatz (1979).
La eleccion de esta clasificacion se basé en el hecho de que se considera una de las
categorizaciones mas relevantes y es una de las que mejor se ajusta a este trabajo
dado que puede llevarse a cabo sobre los resultados obtenidos de la implementacion

de una prueba diagnostica.

Del analisis detallado de los errores cometidos por los estudiantes en la resolu-

cién de los ejercicios propuestos en la actividad de diagndstico, surgieron quince
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tipos de errores que posteriormente se agruparon en las categorias propuestas por
Radatz (1979). Los errores mas relevantes, agrupados ya en categorias, fueron los

siguientes:

= Respecto de la primera categoria de errores definida como “Errores debido
a la dificultad del lenguaje”, los tipos de error encontrados fueron: mal uso
de las expresiones matematicas, error en la lectura de simbolos, error en
la escritura del conjunto soluciéon y mala interpretacion de los resultados.
Para este caso, el mayor nimero de casos observados fue respecto a la mala
escritura del conjunto solucién seguido de una mala interpretacion de los

resultados.

= Los tipos de errores ubicados en la categoria “Errores debido dificultades
para obtener informacion espacial” fueron: error al ubicar los resultados en
la recta numérica, graficar mal las funciones y no graficar las funciones. Se
observo que la mayor cantidad de errores se encontrd en la ubicacion de los
resultados en la recta numérica seguido de errores relacionados con la grafica

de funciones.

= En la categoria “Errores debido a un aprendizaje deficiente de hechos, des-
trezas y conceptos previos” se encontraron los siguientes tipos de error: no
invertir el sentido de la desigualdad cuando multiplican o dividen por un
numero negativo, errores en el despeje y/o en las operaciones, dividir por
cero al despejar la variable y multiplicar ambos miembros por la expresion
algebraica que figura en el denominador pero sin tener en cuenta el signo. Pa-
ra este caso, fue notoria la cantidad de casos observados en cuanto a errores

de operatoria y/o despeje.

s Para la categoria “Errores debido a la rigidez de pensamiento” se encontra-
ron dos tipos de errores: intentar resolver el problema como si se tratase de
una ecuacién y encontrar soluciones de la ecuacion cuadratica con la féru-
mula resolvente pero sin decir cudl es el conjunto solucion. Aqui se observé
que la mayor cantidad de casos estuvo relacionado con las soluciones de una
ecuacion cuadratica. Los estudiantes no supieron cémo vincular los resulta-

dos obtenidos con la respuesta que debian dar en el Ejercicio 4.
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= Por iltimo, para la categoria “Errores debido a la aplicacion de estrategias
irrelevantes” los tipos de error hallados fueron: a partir de un caso particular
generalizar las soluciones y estudiar la desigualdad por casos de manera
incorrecta. En esta categoria observaron dos casos para el primer tipo de

error y tan sélo uno para el segundo.

Al finalizar este estudio, se observaron dos cuestiones relevantes. La primera de
ellas fue que todos los abordajes realizados por los estudiantes fueron meramente
algebraicos. No hubo casos donde el alumno se apoyase en un grafico para resolver
alguno de los ejercicios. La segunda cuestion fue que todos los ejercicios en los que
se pedia la representacion grafica han sido mal resueltos o estaban incompletos, ya
sea porque la mayoria de los estudiantes manifestaron no saber graficar o porque

quiénes si graficaron, lo hicieron de manera errénea.

Cabe aclarar que todos los tipos de errores detectados en la correccién fueron
ubicados en la categoria correspondiente, sin quedar tipos de errores sin agrupar.

Es decir, cada categoria propuesta por Radatz contenia al menos un tipo de error.

Luego del analisis descriptivo expuesto en el Capitulo 6, se procedi6 a presentar
una serie de actividades cuya intencién era promover el aprendizaje reflexivo y la
disminucién de errores en la resolucion de inecuaciones, tal como se planted en el
tercero de los objetivos de este trabajo. Teniendo en cuenta que los estudiantes
han mostrado ciertas dificultades respecto de la representacion grafica de funcio-
nes y que los abordajes de los problemas propuestos en la evaluacion diagnéstica
fueron meramente algebraicos (aunque no siempre resolviéndose de forma correc-
ta), es que la metodologia elegida para la propuesta se centré en la resolucién
de inecuaciones bajo un enfoque mixto, es decir, se intenta mejorar el abordaje
algebraico y se enfatiza el enfoque grafico para favorecer la relacion entre los regis-
tros. Dicha eleccion tiene como objetivo conseguir que los estudiantes adquieran
otro tipo de herramientas que les sean ttiles para validar los procesos puestos en
juego en la resolucion de las inecuaciones. La propuesta realizada en el Capitulo
7 consto de una serie de 4 actividades similares a las propuestas en la evalua-
cion diagnédstica que a su vez fue acompanada de sugerencias metodologicas y de

posibles intervenciones del docente.
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En resumen, el trabajo realizado en la presente investigacién cumplié con los ob-
jetivos especificos pues, en una primera instancia, se realizé un examen diagnodstico
con el objetivo de identificar y caracterizar los errores cometidos por los estudian-
tes que ingresan al PESM. A partir de alli, se analizaron los errores y dificultades
presentados en las producciones de los alumnos para luego poder agruparlos y
categorizarlos segin la clasificacién de errores propuesta por Radatz (1979). Es-
te andlisis permitié repensar, reflexionar y presentar una propuesta metodologica
que intenta promover la disminucién de errores en la resolucion de inecuaciones y

al mismo tiempo generar un aprendizaje mas significativo e integral.
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Capitulo 9

Conclusiones

9.1. Reflexiones finales

El objetivo principal del presente trabajo fue estudiar los errores cometidos en
torno al tema inecuaciones por los alumnos que ingresan al PESM de la ciudad

de Lujan. El objeto matematico inecuaciones fue elegido por varias razones:

s las desigualdades matematicas estan presentes en muchos temas de ma-

tematica y a lo largo de todas las asignaturas de la carrera,

= el tratamiento que se le da al tema durante el primer ano de carrera es escaso

y poco reflexivo,

= la presentacién de dicho tema en los libros de textos que utilizan los alumnos
de nivel superior es abstracta, llena de algoritmos, recetas y propiedades a

recordar y poco se reflexiona en torno al tema,

= los alumnos trabajan con las inecuaciones de manera automética, como si
se tratase de ecuaciones, y no reflexionan en torno a las soluciones, y, por

ultimo,

= muchos alumnos presentan serias dificultades de operatoria y en la resolucion

de inecuaciones se hacen visibles.

Luego de realizar un recorrido por varias investigaciones que abordaron este te-

ma, se realizé una actividad de diagndstico cuya finalidad fue la de indagar sobre
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9.1. REFLEXIONES FINALES

los procesos puestos en juego a la hora de resolver inecuaciones para posterior-
mente poder analizarlos y detectar errores y dificultades presentadas en cada acti-
vidad. Las dificultades que considero mas relevantes y que confirman las hipotesis

planteadas en la presente investigacion fueron las siguientes:

= dificultades en torno a las operaciones, es decir, errores del tipo aritmético o
algebraico. A lo largo de toda la actividad de diagnodstico se han observado:
errores de operatoria; de mal uso de las propiedades algebraicas y de orden de
los nimeros reales; errores tales como mal uso de la propiedad distributiva,
de pasaje de términos, de simplificacion; errores en la separacion de términos,
de despeje, etc. Este tipo de errores se observaron, en general, en la mayoria
de las actividades propuestas. Esto confirma la cuarta hipdtesis planteada,
es decir, confirma que varios alumnos ingresantes a la carrera PESM tienen

dificultades para operar algebraicamente.

= dificultades para interpretar los resultados. Se han observado algunos casos
en los que los estudiantes proceden de manera correcta hasta cierto punto,
pero llegado el caso de situaciones como 0 < 7 o bien Oz < 7 no logran
interpretar la desigualdad y hasta, en algunos casos, intentan despejar = di-
vidiendo por cero ambos miembros de la desigualdad. Situaciones como esta
me llevan a pensar que los estudiantes no sélo no saben interpretar los re-
sultados sino que también tienen dificultades para comunicarlos pues hubo
casos en los que la justificacion a la respuesta dada consistia en el relato orde-
nado de las acciones que fueron llevadas a cabo. Esto evidencia que algunos
estudiantes tienen dificultades para argumentar pues confunden argumenta-
cién con explicacion de lo realizado. Ante situaciones como las presentadas,
tampoco se detuvieron a reflexionar: jqué significa una expresién del tipo
Oz < 77, jpara qué valores resultaria verdadera o falsa la desigualdad?, etc.
Simplemente, en muchos casos, siguieron despejando de manera automatica
sin detenerse a pensar en lo que estaban haciendo. Esto da muestras de lo
planteado en la segunda hipotesis de esta investigacion, pues muchos alumnos

poseen falta de argumentacién y problemas de comunicacién.

= dificultades para representar graficamente. Estos casos fueron los mas obser-
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9.1. REFLEXIONES FINALES

vados a lo largo de toda la actividad. La gran mayoria de los estudiantes no
supo graficar las situaciones pedidas y aquellos que lo hicieron, lo graficaron
mal. Fue notoria la gran cantidad de casos en los que manifestaron no saber
representar funciones en el plano cartesiano. Considero que este tipo de difi-
cultades esta vinculado al hecho de que el tratamiento que se le otorga a la
resolucion de inecuaciones es meramente algebraico, es decir, no se vincula
la resolucién de inecuaciones a otros contextos que no sea el algebraico, por
lo que esta situacion me lleva a confirmar la tercera hipotesis planteada que
afirma que el tratamiento que se la otorga a la resolucién de inecuaciones no
considera todos los componentes necesarios para su aprendizaje a partir de

su complejidad.

Todos los errores detectados y analizados en el Capitulo 6 dejan en evidencia que
son muchos los alumnos que cometen errores en la resolucién de las inecuaciones
y que poco se reflexiona sobre el trabajo realizado, pues han dado respuestas a
los ejercicios que se contradicen con el proceso de resolucion llevado a cabo. Estas
situaciones confirman que los alumnos ingresantes al PESM no sélo presentan
dificultades en la resolucién de inecuaciones sino que tampoco reflexionan sobre

ello, tal como se planted en la primera hipétesis de la presente investigacion.

Analizados ya los resultados y teniendo mayor claridad acerca de cuéles fueron
las dificultades que presentaron los estudiantes, se ofrecié una serie de actividades
con sugerencias metodolégicas que invitan a replantear la manera de ensenar y
de aprender estos temas, sobre todo porque estos estudiantes seran profesores de
matematica que también deberan ensenar inecuaciones en la escuela secundaria. El
objetivo entonces es lograr disminuir los posibles errores que los alumnos cometen
en relacion a este objeto matematico. Por ello, se disend una serie de actividades
que integran muchos de los contenidos trabajados en el espacio curricular donde
se llevé a cabo esta experiencia, haciendo hincapié en las ventajas que ofrece el

enfoque grafico a la hora de resolver inecuaciones.

El trabajo realizado devel6 la necesidad de ofrecer a los estudiantes, en este caso
que ingresan a una carrera docente, herramientas que le permitan llevar a cabo

un proceso de resolucién de inecuaciones de una manera mas simple, integral y
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9.2. TRABAJOS FUTUROS

fluida con el objetivo de garantizar un aprendizaje efectivo, con clara aprehensién
de conceptos y minimizacién de errores. Considero que es importante que se esti-
mule la reflexion en cuanto a los errores cometidos, como asi también a contrastar
distintas maneras de resolucion, elegir estrategias y poder visualizar las distintas
situaciones planteadas, pensar en problemas equivalentes a los dados, etc. A su
vez, esto ofrece un abanico de posibilidades en torno a la resolucién que apunta a
minimizar los errores y permite a los estudiantes adquirir herramientas de argu-
mentacion y validacion de los resultados cuya finalidad es mejorar la comprensiéon

del estudio de, en este caso, las inecuaciones.

El proposito de esta tesis no sélo fue estudiar y analizar los errores cometidos por
los estudiantes en torno a la resolucion de inecuaciones, sino también ayudar a que
el docente reflexione junto a sus alumnos sobre los errores cometidos en relacion a
la resolucién de inecuaciones y también a los diferentes objetos matematicos que
estaran presente a lo largo de toda su estadia en el profesorado y en su futura

vida profesional.

9.2. Trabajos futuros

El estudio realizado acerca de los errores cometidos en la resolucién de inecua-
ciones permitié reflexionar y ofrecer una serie de sugerencias metodolégicas para

su abordaje. Los desafios que quedan por delante son:

= implementar la secuencia metodoldgica en el primer ano del Profesorado de
Matematica, analizar los resultados obtenidos y compararlos con los resul-

tados de la prueba diagndstica realizada en el marco de este trabajo.

= ampliar el estudio a otros contenidos matematicos del espacio curricular con

el fin de mejorar la comprension de los mismos en estudiantes del PESM.
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Apéndice A

de los alumnos

101es

Producc

En este apartado se encuentran las producciones realizadas por los alumnos que

trabajaron con los ejercicios propuestos en el diagnostico.
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Figura A.22: Resolucién Alumno 22.
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Alumno 23.

Figura A.23: Resolucién
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Figura A.24: Resolucién Alumno 24.
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Figura A.25: Resolucién Alumno 25.
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Figura A.26: Resolucién Alumno 26.
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Figura A.27: Resolucién Alumno 27.
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Figura A.28: Resoluci
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