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Qg5

k,n, m, p

X = (T1,...,%y,)

Significado

Espacio vectorial.

Cuerpo.

Espacio vectorial.

Conjunto de los nimeros reales.
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Espacio vectorial de n-tplas sobre F'.

Linealmente dependiente.
Linealmente independiente.
Vectores de V.

Matriz m x n.

Elemento ¢, j de la matriz A.
Nimeros naturales.

Vector de R".
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Introduccion

Este cuadernillo es el resultado de notas de clase que fui realizando y modificando
a lo largo de varios anos y tienen como objetivo ser una guia en el estudio del primer
acercamiento al Algebra Lineal para estudiantes del Profesorado y la Licenciatura en Ma-
tematica.

Quiero agradecer de manera especial, la cuidadosa lectura y los valiosos aportes de la
Dra. Maria Laura Schuverdt y el Dr. Leandro M. Salomone, que hicieron a la primera
version de este trabajo, los cuales permitieron mejorarlo sustancialmente.

Los temas desarrollados fueron extraidos de diversos libros de esta area, reordenando-
los para dar continuidad al programa de la materia. Se recomienda reforzar los diferentes
temas, con los libros de cabecera detallados al final de este material.

Este cuadernillo esta dividido en seis capitulos. Se comienza definiendo espacios vec-
toriales, subespacios, bases y dimensiones. En el capitulo dos, se tratan los espacios vec-
toriales con producto interno. El tercer y cuarto capitulo se refiere a las transformaciones
lineales, el algebra de transformaciones lineales y la representacion matricial de trans-
formaciones lineales en espacios vectoriales de dimension finita. En el capitulo cinco se
estudian los autovalores y autovectores de transformaciones lineales y matrices y ope-
radores diagonalizables. En el capitulo seis, se tratan las formas bilineales simétricas y
por medio de los temas estudiados en el capitulo cinco, se busca identificar las diferentes
coHnicas y cuadricas.
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Capitulo 1

Espacio Vectorial

1.1. Definicién y propiedades

Definicién 1.1 Sean F' un cuerpo, V' un conjunto no vacio, + una operacion llamada
adicion, que asocia a cada par de elementos «, B de V' el elemento o+ B en V, llamada
suma de o y [y - wuna operacion, llamada multiplicacion escalar, que asocia a cada
elemento ¢ de F' y a cada elemento o de V' un elemento c-«a en V', llamado producto de
¢y a. Se dice que (V,+,-) es un espacio vectorial sobre F si se cumplen las siguientes
condiciones:

1. (V,4) es un grupo abeliano, esto es:

a) La suma es conmutativa: o+ =0+a Ya,5 €V .
b) La suma es asociativa: («+ ) +v=a+ (f+7) Yo,B,7 €V

c) Existe un tnico elemento en V llamado meutro que denotaremos por 0, tal
que a+0 =a YaelV.

d) Para cada elemento o de V', eziste un unico elemento en V que llamaremos
opuesto y denotaremos por —« tal que o + (—a) = 0.

2. La operacion - : F x V — V satisface:

a) c-(a+p)=c-a+c-f VceF, Va,f €V.

b) (c14+c) - a=c-a+c-a Ve, e F,VaeV.
c)l-a=a, YaeV.

d) (1) - a=c - (ca-a), VaeV, Ve,cq € F.

Observar que la definicién establece que un espacio vectorial es un objeto compuesto
que esta formado por un cuerpo F, cuyos elementos llamaremos escalares, un conjunto V
cuyos elementos llamaremos vectores y dos operaciones + y - con propiedades especiales.
El mismo conjunto de vectores puede ser parte de distintos espacios vectoriales.

Cabe aclarar que si bien esta definicién se refiere a cualquier cuerpo, en este cuadernillo
los cuerpos considerados seran R o C.
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Ejemplo 1.1: El espacio de n-tplas F™. Sea F' cualquier cuerpo y sea V el conjunto de
todas las n-tiplas o = (ay,...,q,) de escalares a; € F. Si = (f4,...,0,) con 5; € F,
la suma de a y 3 se define por:

a+p=(ar+ B, ...,an+ 5n).
El producto de un escalar ¢ y el vector « se define por:
c-a=(cay,...,cay).
Veamos que se cumplen las condiciones para ser espacio vectorial: Sean «, 3, v € F",

¢, c1,c0 € F.

l.a)
Oé+6 == (0517-“70511)"’_(617-”,&71)

def:.—’— (al—i_ﬂla"'?an—i_ﬂn)
rop. F'
PET (Bt o, Bt o)

Luego a+ 8 =+ a.

1.b)

(@4 8)+7 “E" (1 + 81,y a4 Bo) + (11 -, )

def. + ((cr + B1) + 715+ (i + Br) +7n)

rop. F'

T (a1+(51+ryl)7"'7an+(ﬁn+7n))
def.

:+ (alav"'aan>+(ﬁl—i_fyla"'aﬂn_'—’yn)
(g4

Luego (a+ ) +v=a+(8+7).

l.c) Definimos 0 = (0,...,0), es decir, cada componente de 0 corresponde al neutro
respecto a la suma en F. Veamos que 0 cumple con la condiciéon de neutro. Sea o € F™

0+a=(0,...,0)+ (a1,...,qp)
=0+ag,...,0+ayp)

=(0,..., ).

Por lo tanto 0 cumple la propiedad del neutro, veamos que es unico. Suponemos que
existe ¢ € F" tal que también cumple la propiedad de neutro. Ahora como 0 cumple con
la propiedad, entonces

0+0="¢. (1.1)
Por otro lado ¢ también la cumple y 0 € F™, por lo que:
0+/¢=0. (1.2)
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Luego de las ecuaciones (1.1) y (1.2) resulta que

0=/
Asi 0 es el neutro y es tnico.
1.d) Dado a € F"™ definimos —a = (—ay,...,—q,), veamos que —« cumple con la
condicién del opuesto:
a+(—a)=(ag,...,q,) + (—aq,...,—ay)
=(a1 4+ (—1), ..., + (—ay)) (1.3)
=(0,...,0)=0 (1.4)

luego uniendo los extremos de estas igualdades obtenemos que
a+ (—a) =0.

Observar que la igualdad (1.3) se cumple por la definicién de la suma en F" y, la igual-
dad (1.4) se verifica pues como cada componente pertenece a F' es posible aplicar las
propiedades de cuerpo, en este caso particular la propiedad del opuesto.

Unicidad: Sean «, f € F™ tal que 8 cumple la propiedad del opuesto de «a, entonces

B=F+0=0+(a+(-a)=LB+a)+(—a) =0+ (—a) = —«a

por lo tanto
b =—a.

Luego —« es el opuesto de « y es tnico.

2.a) Seanc€ F, o, € F"

c- (O./—I—/B) deé+c'(al+517"'7an+ﬂn)
def. -

= (clar+ B1), ..., clan+ Br))

en

:F(ca1+061,...,can+cﬁn)
Lt atc- B

luego
c-(a+B)=c-atc-p.

2.b) Sean ¢, cp € F, o, € F™

def. -
(c14 )« = ((e1+e2)aq, ..., (a1 +c2)ay)
en:F( 1o + Q. .., craq + Coy,)

def. + y -
=cCla+cr o

luego
(1+e) a=c-atc-a.
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2.c) Seaa € F"

def. - F
1 -« = (10(1, 71 n)pmg ( 1 7an>:&
luego
l-a=«
2.d) Sean ¢1, co € F, a € F™
def. -
(cre9) - = (c109) - (..., ) = ((c1e9)an, ..., (cr2)an)
F
= (ci(caan), ... ci(caan))
def. -
= ¢ (o, ..., o)
def. -
= c1-(coary, ..., Co00,)
def- ¢ (e @)

luego
(c1e9) - ax=¢1+ (- ). O

Notar que en este cuadernillo, cuando se mencione el espacio F™ daremos por entendido
que el cuerpo considerado es F', salvo que se explicite otro cuerpo.

Ejemplo 1.2: Sea V = {0}, V estd formado tnicamente por el nimero real 0, este
elemento es un vector en V', por lo que V' es no vacio. Asi, V' con las operaciones de suma
y producto definidas en R y siendo F' = R es un espacio vectorial.

e 0+0=0.
e c-0=c0=0VceR.

Es posible verificar que V' con estas operaciones es un espacio vectorial. [

Ejemplo 1.3: Sea V' = {1}, el conjunto formado tnicamente por el escalar 1. V' con

las operaciones de suma y producto heredadas de R no es un espacio vectorial, pues
1+1=2¢ V. 0O

Ejemplo 1.4: Sea V ={f:S C F — F}, con F cuerpo y S no vacio. V es el conjunto
formado por las funciones cuyo dominio es S y su conjunto imagen esta contenido en F'.
Definimos

(f+9)t)=ft)+9(1t), VfgeV,teS, f+g:5—F
(c- fHt)=cf(t),VfeV,teS ceF, ¢c-f:5—F

Veamos que V' con las propiedades de suma y producto es un espacio vectorial.

Propiedades de la suma:
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l.a) Sean f,g €V,

(f+9)®) =" f) + 9(t) =T g(t) + f(1) "= (g + NH(@)
= (f+g9)t)=(9+f)), Vte S,
S ftg=g+f.
1.b) Sean f,g,h €V,
((f +9) +h)(E) “E7(f + 9)(1) + h(t) “E (F(t) + g(t)) + h(t)
L)+ (g(t) + b)) “ET F(1) + (9 + h)()
S (f 4 (g + h)(@)
— ((f+9)+h)(t) = (f+ (g +h)(), Yt €S,
S (f+g) +h=f+(g+h)
l.c) Sea f €V, se define la funcién 0(¢) =0, Vt € S
(f +0)(&) “E" £(t) +0(1)) “E° f(1) + 0" f(2)
= (f+0)(t)= f(t), Vte S
L f+0=f

luego 0 es neutro en V. Unicidad: suponemos que existe A € V' con la propiedad de neutro
entonces:

(0+h)(t) “E 0(t) + h(t) "2 " o(t) (1.5)
y por 0 cumplir la propiedad de neutro resulta
(04 h)(t) ‘L1 0(t) + h(t) " Z° h(t) (1.6)
luego de (1.5) y (1.6) se cumple
0(t) = h(t), Vte S
por lo que se demuestra la unicidad.

1.d) Sea f €V, se define (—f)(t) = —f(t), Vte€ S

n F

F+=NE S fO)+ (=nE S o)+ (—r@) 2o
— (f+(=/))=0=0(), VieS,
L f+(=f) =0

La unicidad es andloga a lo que hicimos en el Ejemplo 1.1.
2.a) Seance F, figeV

(c- (f+9)®) "L e(f + 9)0) “C7 (1) + 9(6) "= cf(t) + cg(t) “Z (e f - g9)()
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= (¢ (f+9)(t) = (cf +cg)(t), VI €S,
e (f+g) =c ftceg
2.b) Sean ¢, co € F, f €V

def. - F def. +y -

((cr+c2)- H)E) = (o +e) f(t) = arf(t) +eaf(t) =" (cr-f+e )
= ((a+c)- [)t) =(c1- [+ [)E), VIES,
clate) f=ca-fHce-f.
2.c) Consideremos el elemento neutro respecto del producto en F', esto es 1, entonces
(1-)(0) = 1f(0) = f(0)
= (1- f)(t) = f(t), VL €S,
1l f=f
2.d) Sean ¢;,co € F, feV
((er62) - () " (erea) (1) "7 (enleaf (1) S er - (af (1) S er - (ea- ()

= ((crc2) - [)(t) = (e1 - (e2- f))(F), VE €S,
(01C2) . f =C- (02 . f) ]
Ejemplo 1.5: Sea V' el conjunto de las funciones polinomiales sobre el cuerpo F'. Con las

operaciones de suma y producto escalar usual para polinomios, V' es un espacio vectorial.
Queda como ejercicio verificar que cumple con las propiedades de la definicién.

En lo que sigue de este cuadernillo, para denotar el producto ¢ - « con ¢ elemento de
F vy a en V, simplemente escribiremos ca, dando por entendido que corresponde a la
operacién de producto definida entre un escalar y un vector en el espacio vectorial.

Propiedades 1.1 : Sea V' espacio vectorial (e.v.). Entonces:
1. Sice F y 0eV (elemento neutro de V'), entonces cO = 0.
2. SiaeV y0eF (elemento neutro de F), entonces O = 0.
3. Seance FyaeV, st ca«a=0 entoncesc=0 06 a=0.

4. (=)o = —av, para todov € V.

Demostracion:
1. Se tiene que

prop.e.v.

c0=c(0+0)" =""c0+c0
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entonces
c0=c0+c0
sumando (—c0) a ambos lados de la dltima igualdad resulta
0+ (—c0) =0+ c0 + (—c0)
por propiedad (1.d) de la Definicién 1.1 y asociando convenientemente, tenemos

0 =c0+ (c0+ (—c0))

entonces
0 = c0.
2. Se tiene que
0a = (0+0)a """ 0a + O«
entonces
O = O + Ocx

sumando (—0a) a ambos lados de la tltima igualdad resulta
O + (—0c) = Ocx + Ocx + (—0cv)
por propiedad 1.d de la Definicién 1.1 y asociando convenientemente, tenemos
0 =0 + (0 + (—0cv))

luego

3. Suponemos

ca =0 con c € F,

Si ¢ = 0 nada que probar, se verifica la propiedad.

Si ¢ # 0 entonces ¢! tal que cc™* =1 (neutro en F), entonces multiplicando a ambos
lados de esta igualdad por ¢! obtenemos

clea=c710,
~~ S~~~
1 0
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el lado derecho de esta tltima igualdad es O por el inciso 1 que ya fue probado. Por lo
tanto concluimos que

a=0.
4. Se tiene que

(—Da=(-1)a+0
=(—1a + (a+ ()
=(-Da+la+ (—a)
=(-1+1a+ (—a)
=0a+ (—a)
=0+ (—a)

(—a=—-a N

1.2. Subespacio

Dentro de los espacios vectoriales, hay conjuntos no vacios que con las operaciones
heredadas del espacio vectorial, se comportan como espacios vectoriales. Estos conjuntos
reciben un nombre como lo veremos en la siguiente definicién.

Definicién 1.2 Sea V' un espacio vectorial sobre F'. Un subespacio de V es un subcon-
gunto W de V que, con las operaciones de adicion vectorial y multiplicacion escalar sobre
V', es €l mismo un espacio vectorial sobre F.

Teorema 1.1 Un subconjunto no vacio W de V' es un subespacio de V' si y solo si, para
todo o, B € W y para todo c € F se cumple cao + 8 € W.

Demostracién: Suponemos ca+ 5 € WV, € WyVee F. Como W # () existe p €
W, entonces (—1)p + p € W (por hipétesis) esto implica que 0 € W. Luego por hipdtesis
cao+0eWVaeW yVee F,yporlo tanto, co«a € WVYa €W yc € F en particular,
(=)o € W. Ademés la+5 € W Va, 5 € W, o equivalentemente a+5 € W Va, 5 € W.
Asi con las operaciones de suma y producto por escalar en W se obtienen elementos en W.
Luego la conmutatividad y asociatividad, asi como las propiedades de producto escalar,
se verifican por estar en V' espacio vectorial. Por lo tanto W, resulta un espacio vectorial.
La reciproca del teorema se cumple trivialmente. H

Ejemplo 1.6: Sea V' un espacio vectorial, V' es un subespacio de V' (Subespacio trivial).

Ejemplo 1.7: Sea V un espacio vectorial, W = {0} es un subespacio de V' llamado subes-
pacio nulo. [J
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Ejemplo 1.8: Sea V = F" (F =R o F' = C), el espacio vectorial de las n-tiplas con las
operaciones de suma y producto escalar usual y sea

W={(z1,....,2) |21 =0, 2, € FVi=2,...,n},

W es un subespacio vectorial de V. Veamos esto. Por teorema anterior, basta probar que
W#Dyque ca+Be€W Va,0€ WyVceF.

1. W # 0 pues 0 € W.

2. Sean o, € W y c € F arbitrarios.
aeW = a=(0,a9,...,ap)cone; € F Yi=2....n
peW = p=(0,0,...,0,) con ;€ F Yi=2,...,n.
= ca+ 0= (0,cas,...,can)+ (0,52, ...,5,) = (0,cas + Ba,...,can+ ).

Como la primer componente de ca+ 3 es nula, es decir (ca+f); = 0, resulta ca+ 3 € W.
Luego por Teorema 1.1, W es subespacio de F™. [

Ejemplo 1.9: El espacio de las funciones polinomios sobre el cuerpo F' es un subespacio
del espacio de todas las funciones de F' en F'. [

Ejemplo 1.10: Sea V' = M,,..,(R) el espacio de las matrices n x n sobre R, el conjunto
de las matrices simétricas es un subespacio de V. Verificar esta afirmacién. [

Ejemplo 1.11: Sean A € M,,»,(R), A matriz fija perteneciente al espacio de las matrices
m x n sobre Ry W = {x € R"| Ax = 0}, W es un subespacio de R". Veamos esto:

1. Sea 0 € R", entonces A0 = 0, entonces 0 € W. Luego W # ).
2. Seax,y € Wy c € R arbitrarios, entonces

Alecx+y) = cAx + Ay YW AD+0=0= A(cx+y)=0= cx+y € W. Como

¢, X,y son arbitrarios, resulta por Teorema 1.1 que W un subespacio de R". [

Ejemplo 1.12: Sea V =R" W = {(z1,...,2,) € R" |2y =14 21, 2; € R, 1 < i < n},
W mno es un subespacio de R".

1. (0,1,0,...,0) € W, entonces W # 0.
2. Sia=1(0,1,0,...,0)y c=—1, ca ¢ W, pues

ca = (0,-1,0,...,0)

(ca)y =—1%# (ca); +1=0+1=1.

Luego W no es subespacio de V. [

Veamos el siguiente resultado sobre la interseccion de subespacios:
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Proposicion 1.1 Sea V' un espacio vectorial sobre F'. La interseccion de cualquier colec-
cion de subespacios de V' es un subespacio de V.

Demostracién: Sea {IW,} una coleccién de subespacios de V' y sea W = ﬂ W,. Como

a
W, es subespacio V a entonces 0 € W,Va = 0 € W, luego W # (). Ahora sean o, 3 € W
y ¢ € F arbitrarios, entonces

a,feW, Vo= ca+peW, Vo= ca+peW.

Por lo tanto W es subespacio de V. i

De esta proposicion podemos deducir que dada cualquier coleccion de vectores en un
conjunto S, existe un subespacio minimo que los contiene y que estd contenido en cada
uno de los otros subespacios que contienen a S.

Definicién 1.3 Sea S un conjunto de vectores de un espacio vectorial V. El subespa-
cio generado por S se define como la interseccion W de todos los subespacios de V

que contienen a S. Cuando S es un conjunto finito de vectores S = {aq,...,a,} se di-
ce simplemente que W es el subespacio generado por los vectores «aq,...,a, y lo
denotamos: gen{S} ¢ gen{as,...,an,}.

Para poder caracterizar el subespacio generado por con conjunto de vectores, primero
veremos el concepto de combinaciéon lineal:

Definicién 1.4 Un vector B € V se dice que es combinacion lineal de los vectores
ai,...,q, de'V, si existen escalares cq,...,c, en I tales que

B = craq + ot + - 4 Cpuy,.

Ejemplo 1.13: Sean V = R? y los vectores a; = (—2,3) y o = (4,0). Entonces § = (3, 2)
es combinacion lineal de a; y s, basta elegir ¢ = % ye =10

Ejemplo 1.14: Sean V' = R[X] el espacio de los polinomios sobre R y los vectores
o1 =1, a0 =2y ag = 22 El vector f = —2 + 4z — v/22% es una combinacién lineal de
a1, Qg ¥ Qi3 CON ¢ = —2, 02:4yc3:—\/§.D

Ahora podemos ver como se caracteriza el subespacio generado por un conjunto de
vectores. Esto es lo que nos dice el siguiente teorema:

Teorema 1.2 El subespacio generado por un subconjunto S no vacio de un espacio vec-
torial V' es el conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectores de S.

Demostraciéon: Sea L el conjunto de todas las combinaciones lineales de vectores de S.

Queremos ver que L es el subespacio generado por S al cual llamaremos W. Observar que
Scw.

Sea « € L arbitrario, entonces existen c¢q,...,c, € F tal que

a=coa+ -+ oy,
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con o; € SVi=1,...,n. Como S C W entonces o; € W Vi =1,...,n y por ser W
subespacio resulta « € W. Por ser « arbitrario tenemos que

LCW. (1.7)
Por otro lado como S # () entonces L # (). Sean «, 8 € L, entonces

a=ca;+--+cya, con ; €S v geEFYi=1,...,n
B=bp1+ -+ bfr con @-GS beEFVZ:L,k?

Seace F,

n

n k k
co+ 3= CZ CiQy + ijﬂj = Z(Cci)@i + ijﬂj
i—1 j=1 j=1

i=1
esta ultima expresion es una combinacion lineal de elementos de S luego ca + 5 € L,
entonces por Teorema 1.1, L es un subespacio de V' tal que S C L, entonces

WCL (1.8)

pues W esta contenido en todos los subespacios que contienen a S. Luego uniendo (1.7)
y (1.8) obtenemos L = W como queriamos probar. Il

Ejemplo 1.15: Sean V = R® y W el subespacio generado por los vectores:

ar = (1,—1,0,—4,0)
as = (0,0,1,5,0)
as = (0,0,0,0,1).

Si a € W, entonces existen ci, ¢z, c3 € R tal que

« = 11 + Caig + C30x3

= (Cl, —C1, Cg, —401 + 5C2, Cg),
luego

W = {(Il,x2,$3,$4,$5) - R5|$2 = —T1, Tg = —4%1 + 5I3, N X1, T3, Ty € R}D

Ejemplo 1.16: Sea A € M,,,«,,(R) matriz m x n sobre R. El subconjunto de R™ formado
por las filas de A genera un subespacio y se llama el espacio de filas de A y el subcon-
junto de R™ formado por las columnas de A genera un subespacio llamado espacio de
columnas de A.

Ejemplo 1.17: Sea W = gen{ay,as} con ay = (1,—1,1), ay = (1,0,—1), es decir, W
es un subespacio de R?® generado por los vectores o, as. {Qué representa W geométrica-
mente?

Sea o = (x,y, z) € W = entonces existen ¢;, ¢co € R talque

Q =C1Q1 + CoQip

(‘TJy’Z) :(Cl + Co, —C1,C1 — CQ)
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asi resulta

xr =cC1 + Co
y=-—=aa
Z =C1 — C9

podemos pensar en un sistema de 3 ecuaciones con las incognitas ¢y, co. Matricialmente
podemos reescribirlo:

x 1 1

IRENEIS

z 1 -1

., Cémo lo resolvemos? Para ello utilizamos el recurso de la matriz ampliada y reducimos
por fila:

1 1| z 1 1 T 1 1 x 11 T
-1 O0ly|~|0 1|laz4+y |~ |0 1lz+y |~ |01 T4y
1 =11 z 1 -1 z 0 2| z—= 0 0| z+2y—+=z

Ahora, este sistema tiene solucion si
O=xz+2y+=

Por lo tanto, si (z,y, z) € W debe satisfacer la ecuacién: 0 = x + 2y + z. Es decir el punto
(x,y, z) pertenece al plano que pasa por el origen y cuyo vector normal es: (1,2,1). O

Definicién 1.5 S5i Si,..., S, son subconjuntos de un espacio vectorial V', el conjunto de
todas las sumas a1 + - - - + «y, de vectores o; € S; para i =1,...,k se llama suma de los
subconjuntos Si, ..., Sk y se representa por S+ - -+ + Sk.

Proposiciéon 1.2 Si Wy, ..., W, son subespacios de V', entonces la suma Wy + -+ Wy
es un subespacio de V' que contiene a cada uno de los W; conv1=1,... k.

Demostracion: Como 0 e W; Vi=1,....ky0=0+---+0resulta0 € Wy +---4+ W,
luego W # ().
Sean «, f € Wy + - -+ + W}, entonces

a=a1+---4+a, con o, eW; YVi=1,...,k

B=01+ -+0 con BeW, Vi=1,....k

y sea c € F', luego
k

k k
ca+pj :cZai—l—Zﬁi = Z(cai—i—ﬁi)
i=1 i=1 i=1
como W; es subespacio para todo ¢ =1,...,k tenemos que ca; + 5; € W; Vi=1,...k,
luego ca+ € Wy + --- 4+ Wy, Asi, la suma de subespacios es un subespacio de V.

k
Ademas W, C ZWj Vi =1,...,k, pues para cada 1 < i < k, si a € W, entonces

J=1
k k

a=a+0+---4+0 yasi anWj y por lo tanto WiQZWjVizl,...,kl

J=1 Jj=1
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1.3. Dependencia e independencia lineal. Base y di-
mension

Definicién 1.6 Sea V' un espacio vectorial sobre F. Un subconjunto S de V se dice
linealmente dependiente (1.d.) o simplemente dependiente, si existen vectores dis-
tintos aq, . ..,a, de S y escalares cq,...,c, € F no todos nulos, tales que

ciap + -+ cpa, = 0.

Un conjunto que no es linealmente dependiente se dice linealmente inpendiente (l.i.)
o independiente.

Observaciones:

1. Todo conjunto que tiene un subconjunto linealmente dependiente, es linealmente
dependiente.

2. Todo subconjunto de un conjunto linealmente independiente, es linealmente inde-
pendiente.

3. Todo conjunto que contiene el vector nulo, es linealmente dependiente ( c0 =
0, V ¢ € F, en particular para ¢ # 0).

4. Un conjunto S de vectores es linealmente independiente si y solo si, para vectores
diferentes aq,...,a, € S arbitrariamente elegidos, cia; + - -+ + ¢, = 0 implica
que todo ¢; = 0.

Ejemplo 1.18: Consideremos los vectores:

(2] 5 we[2])

Nos preguntamos jv; y v son li. o 1.d.? Para responder esta pregunta debemos encontrar
los escalares que permiten escribir al vector nulo como combinacién lineal de v y vo. Si
ambos escalares son nulos, entonces los vectores son l.i., en caso contrario son l.d.

0 =C1V1 + CoU2

o] ral?]

. c1 + 202 |
o 261 + 402 ]

RERI

Este sistema homogéneo tiene tinica solucién si el determinante de la matriz del sistema

es diferente de cero. En este caso
1 2
det ([ 9 4 }) =0

matricialmente
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por lo tanto el sistema tiene infinitas soluciones, es decir existen escalares no nulos tales
que
C1VU1 + CoUy = 0

basta elegir, por ejemplo, ¢c; = =2y o = 1. U

Ejemplo 1.19: Consideremos los vectores:

1 2
v = 2 y Vg = 5
4 -3

Vamos a determinar si son l.i. o L.d.:

0 =c1v1 + v

1 2
=C1 2 + co 5

4 -3

c1+ 2¢y
= | 2¢1 +5¢c |,

4cq1 — 3co
que matricialmente se representa como

0 1 2 c
0ol=12 5 { Cl ]
0 4 -3 2

1 2 12 12 1 2
2 5|~]0 1]|~|0 1]|~1]|01],
4 -3 4 -3 0 —11 00

reescribiendo el sistema homogéneo resulta:

0 =c + 202

0 —=C9
luego

Cl = Cy = 0

v1, Vg son lLi. [

En lo que sigue, vamos a estudiar los conceptos de base y dimension de espacio vecto-
rial.

Definicién 1.7 Sea V' un espacio vectorial. Una base de V' es un conjunto de vectores
linealmente independientes de V' que generan el espacio V. El espacio V' es de dimension
finita si tiene una base finita.
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Observacion: Por convencion el espacio nulo tiene dimension cero ya que no tiene un
conjunto lineamente independiente.

Ejemplo 1.20: Sea V = R y a; = (1,0,-1), ay = (2,2,—1), a3 = (0,1,3) y oy =
(—3,—5,—2). ;Son base de V7 Veamos si son L.i. o 1.d. Para ello escribimos el vector nulo
como combinacion lineal de aq, ag, a3 v auy:

C101 + Co0ig + C3(i3 + Cq0y = 0

esto nos lleva al siguiente sistema homogéneo:

C1 + 202 — 304 =0
202 + ¢33 — 504 =0
—c; — ¢ + 3¢ — 2¢4 = 0.
Matricialmente
1 20 -31|“ 8
0 21 —5|]2]= 0
1 13 —2(1]°%
Cy 0

Este sistema homogéneo tiene mas incégnitas que ecuaciones, por lo tanto existen infinitas
soluciones. Asi los vectores son linealmente dependientes, luego no pueden ser base de V. [

Ejemplo 1.21: Sea V = P; el espacio de los polinomios de grado menor o igual a 3 y
sean oy = 1, ap = 2 v a3 = 2% vectores de V. Queremos ver si son base de este espacio
vectorial. Veamos si son L.i. o 1.d.

C101 + CoQl9 + C30i3 = 0,

esto es
c1 + cx + 03x3 = 0.

Ahora la unica posibilidad que el lado izquierdo sea el polinomio nulo es que ¢; = ¢, = ¢3 =
0. Asi la tnica forma de escribir el polinomio nulo como combinacién lineal de los vectores
a1, Qg ¥ g es que ¢; = co = c3 = 0. Luego los vectores son linealmente independientes.
A continuacién analizaremos si los vectores ay, as y a3 generan el espacio de polinomios
de grado menor o igual a 3. Para esto nos preguntamos: jcualquier polinomio de V' puede
ser escrito como combinacién lineal de ellos?. Si tomamos un polinomio de grado 2, por
ejemplo: p(x) = z?, jexisten escalares c,cy y c3 tales que ¢ + cox + c32® = 22?7, Por
la igualdad entre polinomios llegamos a que no existen tales escalares. Luego no pueden
generar el espacio y por lo tanto no son base. []

Ejemplo 1.22: Sea F' cuerpo y V = F™. Consideremos S el subconjunto de F™ formado
por los vectores eq, e, ..., e, definidos por

e = (17
€y = (07

e, = (0,0,...,1)7.
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Sea o € V, entonces a = (ay,...,a,)" cona; € F Vi=1,...,n. Ahora observemos que
a este vector lo podemos expresar como suma de vectores de S multiplicado por escalares
convenientes:

a=(ay,...,a,)" =aje; +agey + -+ apey,

es decir que « es combinacién lineal de los vectores de S. Asi, los vectores de S generan
F™. Para decidir si ellos son una base de V' ;qué nos falta probar?. La respuesta a esta
pregunta es ver que ellos son linealmente independientes. Para esto, escribimos el vector
nulo como combinacién lineal de los vectores de S'y vemos qué valores toman los escalares:

0 = et teert---+cye,
= 1(1,0,...,0)T +¢2(0,1,...,0)" + ... 4+ ¢,(0,0,..., )T
= (Cl, Co, ... ,Cn)T.
Luego por la igualdad componente a componente de n-tuplas, resultac; =0Vi=1,...,n.
Por lo tanto eq,...,e, son Li. y asi forman una base de F". Esta base se conoce como

base canonica de F™. [

Ejemplo 1.23: Sea V = R™*! y sea P una matriz n x n inversible con elementos en R
fija. Las columnas de P forman una base para V. Debemos verificar que si Py, ..., P, son
las columnas de P, ellas generan V' y son lineamente independientes.
Veamos que son linealmente independientes. Para esto consideramos

Pir - Pin
Pn1 - DPnn
y la siguiente combinacion lineal:

P11 Din ¢ 0
Pn1 " DPnn Cn 0

Como P es inversible, el sistema homogéneo solo tiene la solucién trivial, por lo tanto
ClZOVZ: 1,...,n.

Veamos que generan el espacio. Sea iy € R™*!, queremos ver que existen escalares ci, ..., ¢,
tal que
y=c1Pi+...+c, Py,

matricialmente

Puir - DPin C1

y =

Pn1 " DPnn Cn

Es decir ¢q,...,¢, son las componentes del vector solucién del sistema de ecuaciones

lineales Px = y. Como P es inversible, el sistema tiene solucién tunica y la solucion es
-1 .
Py, es decir
C1
= P ly.

Cn
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Luego Vy € R™! existen tnicos escalares ¢, ..., ¢, tal que
1
P : =y.
Cn

Asi, las columnas de P forman una base para V', como queriamos probar. []

Teorema 1.3 Sea V' un espacio vectorial generado por un conjunto finito de vectores
B, ..., Bn. Entonces todo conjunto de vectores linealmente independientes de V' es finito
y no contiene mas de n elementos.

Demostracion: Para demostrar este teorema, debemos ver que todo subconjunto de V
que contenga mas de n vectores es linealmente dependendiente. Sea S un tal subconjunto

de V. Tomemos ayq, ..., a,, vectores distintos de S con m > n. Como £y, ..., 3, generan
V, entonces para cada j = 1,...,m, existen escalares a;; con i = 1,...,n tales que
n
Oéj = Z aijﬂi.
i=1

Ahora, consideremos la siguiente combinacién lineal

m
o+ A ey, = E Cjoy

j=1
m n

= E Cj E aij fi
j=1 i=1
n m

= E aijcj | Bi-
i=1 \j=1

m

Como m > n, el sistema homogéneo E a;jc; = 0 tiene solucién no trivial, esto es, existen

J=1
escalares ¢; con ¢ = 1,...,m no todos nulos tales que
C1
A =0
Cm
Asi, existen escalares no todos nulos ¢y, ..., ¢, tales que cia; + ... + ¢, = 0, por lo
tanto aq, ..., a,, son linealmente dependiente, entonces S es linealmente dependiente. De

esto concluimos que si tenemos un conjunto de vectores linealmente independientes, es
finito y no puede tener mas de n elementos. l

Corolario 1.1 5@V es un espacio vectorial de dimension finita, entonces dos bases cua-
lesquiera de V' tienen el mismo nimero (finito) de elementos.

Demostracion: Como V tiene dimension finita, entonces tiene una base finita de vectores.

Supongo que aq, ..., a, son base de V', por lo tanto generan V. Si 1, ..., 5,, es otra base
de V', entonces son linealmente independientes, luego por teorema anterior resulta m < n.
Ahora intercambiando los roles entre los o; Vi = 1,...,nylos §; Vj =1,...,m resulta

n < m. Luego obtenemos el resultado del corolario n = m. B
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Definicién 1.8 La dimension de un espacio vectorial de dimension finita, es la cantidad
de elementos de una base cualquiera V. Si V no tiene una base finita, se dice V no tiene
dimension finita.

Notacion 1 dimension de V=dim V.

Con esta definicién podemos reescribir el tltimo teorema de la siguiente manera:
Corolario 1.2 Sea V un espacio de dimension finita y sea n = dimV . Entonces

1. Cualquier subconjunto de V' que contenga mds de n vectores, es linealmente depen-
diente.

2. Ningun subconjunto de V' que contenga menos de n vectores puede generar V.

Ejemplos

= Si F' es un cuerpo, F" tiene dimensién n, porque la base canénica de F™ tiene n
elementos.

» SiV =M, «n(R), el espacio de las matrices m x n sobre R tiene dimensién m - n,
las matrices que tienen un 1 en el elemento 75 y ceros en el resto forman una base
para V.

= SiV =P, ={p(x) € Rlz] | gr(p(z)) < n} U {0}, el espacio de los polinomios que
tiene a lo sumo grado n, tiene dimensiéon n + 1. Una base para V es el conjunto de

vectores: 1, x, 22, ..., 2"

Lema 1.1 Sea S un subconjunto linealmente independiente de un espacio vecorial V.
Supongamos que B es un vector en V que no pertenece al subespacio generado por S.
Entonces el conjunto que se obtiene agregando 3 a S, es linealmente independiente.

Demostracion: Sean «; ..., «, vectores de S y consideramos la siguiente combinacion
lineal:
croq + -+ cpay + 1= 0. (1.9)
Si ¢,+1 # 0 entonces
C1 Cn
=y — Qs
Cn+1 Cn+1
entonces § € gen{ai,...,a,} y por lo tanto, B pertenece al espacio generado por S
lo cual es un absurdo. Por lo tanto c¢,1; = 0. Siguiendo la ecuacién (1.9) obtenemos
co1 + -+ e, = 0, como {ay, ..., a,} es Li. por ser subconjunto de S, resulta ¢; =
0 Vi=1,...,n. Asi, {B}U{ay,...,a,} es un conjunto linealmente independiente y como

son vectores arbitrarios de S resulta que S U {f} es linealmente independendiente. l

Teorema 1.4 Si W es un subespacio de un espacio vectorial de dimension finita V', todo
subconjunto linealmente independiente de W es finito y es parte de una base (finita) de

w.



1.3 Dependencia e independencia lineal. Base y dimensién 19

Demostraciéon: Sea Sy un subconjunto Li. de W. Como Sy también es un conjunto 1.i.
de V' entonces no tiene mas de dimV elementos. Si W = gen{Sy}, entonces Sy es la
base buscada, si no, existe 51 € W — gen{Sp} tal que Sp U {5} es un conjunto l.i. Sea
S1 = SoU{p1}. Si W = gen{S:}, entonces S es la base buscada, caso contrario existe
Po € W — gen{S:1} tal que S; U {f2} es un conjunto l.i. Continuando con este proceso y
no mas de dim V' pasos, obtendremos una base para V. l

Corolario 1.3 5i W es un espacio propio de un espacio vectorial V de dimension finita
(esto es, W G V'), entonces W es de dimension finita y dimW < dimV.

Demostracién: Sea S una base de W, entonces S es un conjunto independiente de V/,
luego S no tiene mas de dimV elementos y por lo tanto dimW < dimV.

ComoW ¢V, 35€V—-W,ysecumple que S; = {f}US es un conjunto independiente.
Ahora dimW < dim (gen{S1}) < dimV, entonces dimW < dimV. B

Corolario 1.4 En un espacio vectorial V de dimension finita, todo conjunto indepen-
diente es parte de una base de V.

Corolario 1.5 Sea A una matriz n X n sobre F y supongamos que las columnas de A
son un conjunto independiente de vectores de F", entonces A es inversible.

Demostracion: Sabemos que si una matriz es inversible, el sistema homogéneo asociado
a dicha matriz tiene como unica solucién la trivial. Asi, vamos a probar que dada A
cumpliendo las hipdtesis del teorema, la tnica solucion del sistema Ax = 0 es x = 0.

Para ver esto llamemos A, ..., A, las columnas de A y observemos que
@11 -0 Aip T n
Ax = DT : = E T A;.
Qp1  **+ App T, =1

Asi el sistema Ax = 0 equivale a
Z riA; =0,
i=1

y como A; con ¢ = 1,...,n son independientes, resulta z; = 0 Vi = 1,...,n. Luego la
unica solucién del sistema es la trivial, por lo tanto A es inversible. B

Teorema 1.5 Si Wy y Wy son subespacios de dimension finita de un espacio vectorial V.,
entonces Wy + Wy es un subespacio de V' de dimension finita y

dim (Wl + Wg) = dZle —+ dZmWQ — dim (Wl N Wg)

Demostracion: Por teoremas anteriores y corolarios W N W, es subespacio de V' de
dimensién finita y tiene una base finita, llamémosla

{ag,...,a,}

que es parte de una base de Wi, digamos

{al,...,ar,ﬁl,...,ﬂm}
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y de una base de W5
{ag, ..., amY1, oy Yn )

Vamos a probar que
S = {ala--'aaravla---a7n7517--'7ﬁm}

es una base de W; + Wh.
Veamos que este conjunto es independiente, para esto consideramos la siguiente combina-
cién lineal

0 :ibzﬁz —i—ici% —i—iaiai (1.10)
=1 =1 =1

operando algebraicamente

m n s
E bifi = — E Ci7i — E ;0
i=1 i=1 i=1

entonces Z b;3; € Wy y como {f;}7, es parte de la base de W, tenemos que
i=1

DbBeWinWy = > bifi=> dio; = > bfi+Y (-
=1 =1 7=1 =1 j=1

lo cual implica b; =0 Ve=1,...,myd; =0V j=1,...,r, por ser los vectores de la
base de W;. Sustituyendo b; =0 V i =1,...,m en (1.10) resulta

Zci'yi—l—Zaiai:O — ¢=0Vi=1,....,n, vy a; =0V 2=1,...,r,

i=1 i=1

por ser los vectores de la base de W5. Asi S es un conjunto independiente. Veamos que
este conjunto genera el subespacio suma Wi+ Wz Sean e Wi+ WQ, entonces n=n+n

conn; € Wy coni = 1,2, asi n, = Zbﬁl—FZalal y g = Zdz% —l—Zlaz, luego

=1 =1
tenemos

n=m-s+n= Z biBi + Z a; o + Z divi + Z lio; = Z biBi + Z(ai + 1) + Z di7i
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
= n € gen{S} y como ya probamos que es independiente resulta que es una base de

Wy + Wy, por lo que

dzm(W1+W2) = r+n+m
= (r+m)+(r+n)—
= dlle + d’LmWQ — dzm(Wl N Wg)

= dlm(W1 + Wg) = dlle + dszVg — dzm(W1 N Wg) [ |
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1.4. Ncleo e Imagen de una matriz

Definiciéon 1.9 Sea A una matriz m x n, se llama nicleo de A y se denota Nu(A) al
conjunto

Nu(A) ={x € F" | Ax = 0}.
Llamamos nulidad de A a la dimension del nicleo de A. Si Nu(A) contiene solo el
vector nulo, entonces dim Nu(A) = 0.

Observacién: Nu(A) es un subespacio de F™ y esta formado por el conjunto solucién
del sistema homogéneo asociado a A.
2 -1 0

Ejemplo 1.24: Sea A= 1 11 } . Vamos a buscar Nu(A), para esto debemos

buscar la solucion del sistema homogéneo asociado a A. Utilizando operaciones elementales

de filas:
2 -1 0 - 2 -1 0 - 20
1 11 0o 21 0 1

2

[SSISUMIIN)
| S

Reconstruyendo el sistema homogéneo resulta

2r1 + 21‘3 =0 = T = _lx37

Lo + 3T3 = 0 = To = —3T3.

Entonces

Nu(A) =< ( )7 _ ! _ 2 eRy = L 2,
u 1, L9, T T4 = —=T3, To = —=T3, T =gen{ | —=, —=
1, 42,43 1 3 3y 42 3 3y 43 g 37 37 9

y dim Nu(A)=1.0O

Teorema 1.6 Sea A una matriznxn. Entonces A es inversible si y solo si dim Nu(A) =

0.

Demostracion: Asumamos A inversible y consideremos el siguiente sistema homogéneo
Ax =0

premultiplicando a ambos lados de esta igualdad por A~}

A Ax =A710
operando matricialmente resulta
Ix =0
x =0,

por lo que Nu(A) = {0}. Luego dim Nu(A) = 0.
Reciprocamente, si dim Nu(A) = 0 entonces la tnica solucién del sistema Ax = 0 es la
trivial y por lo tanto A es inversible. l
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Definicién 1.10 Sea A una matriz m x n. Se define timagen de A o recorrido de A y
se denota Im(A) al conjunto

Im(A)={ye F"|3xe€ F" con Ax=y}.
Llamaremos rango de A y lo denotaremos rg(A) a la dimension de Im(A).

Observacion: I'm(A) es un subespacio de F™, pues 0 € I'm(A) con 0 € F™ ya que si
tomamos 0 € F™ se cumple AQ = 0. Ahora sean ¢ € F e yy, yo € Im(A), entonces
existen x1, xo € F™ tales que Ax; = y;, Axy = yo. Para probar que Im(A) es subespacio,
debemos ver que cy; +ys € Im(A), esto quiere decir que podemos encontrar z € F™ tal
que Az = cy; + y2. Veamos

cy1 +y2 = cAxy + Axy = A(exy + x3),
como cX; + X € F", llamando z = ¢x; + X3, encontramos el vector buscado.

1 2 -1
2 —1 3
bajo que condiciones si elegimos y € I'm(A) es posible hallar x € R? tal que Ax = y.
Para esto hacemos la reduccién por filas de la matriz ampliada:

Ejemplo 1.25: Sea A= [ , vamos a hallar Im(A). Queremos encontrar

2ys + 11
L2 =1 m]_[1 2 -1 n W101 —
2 =1 3 |y 0 -5 5 —2y1 + Y2 0 —1 1 —2y1 + Y2
5
luego reconstruyendo el sistema:
2ys + 2ys +
—2y + 2y, —
5 5
, 2 3 _ : _ 2y2 + 11 B
Asi, Vy € R 4 x € R® tal que Ax = y, basta elegir z; = —xg—l—Tny =

2 —
T3 + % con z3 € R arbitrario. Luego Im(A) = R? y dim Im(A) =2 o rg(A) = 2.

O

Para el siguiente teorema vamos a usar la siguiente notacion: Cy4 el espacio generado
por las columnas de A y F)4 el espacio generado por las filas de A.

Teorema 1.7 Sea A una matriz m X n, entonces
1. El espacio generado por las columnas de A es la imagen de A, esto es, Cx = Im(A).
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Demostracién: (1) Queremos ver que Cy = Im(A), para esto vemos la doble inclusién
de conjuntos. Consideremos A = [ A - A, ] , A; representa la columna i de A. Sea
e; el vector i-ésimo de la base candnica en F™ para 1 <7 < n. Entonces

T 0] - a1 -
ay; ... A1y ... Qip : :
Ae; = : : L =1 au
am1 Qs Amn
L O i L A i

entonces A; € Im(A)Vi=1,...,n,= C4 C Im(A).
Seay € Im(A) = Ix € F" tal que Ax =Yy esto es

" y a1171 + 1222 . .. + @1y = N
1 1
) . a21T1 + a92T9 . . . + Aon Ly = Y2
[ Al e A’I’L :| . = : < X
T Y '
" " A1 %1 + Am2Ts .+ ATy = Y

— An+.. +Axr,=y = yelCy = Im(A) CCy.

(2) Supongamos que dim F4 = k y sean sq, ..., S, una base para Fy4. Si fi,..., fi, son las
filas de A, entonces existen escalares tal que

fi = cusi+...+ sk
fm = CmiS1+ ...+ CokSk
Suponiendo que $; = (Si1,- .-, Sim) ¥ fi = (a1, ..., a;,) Yi=1,...,m, podemos reescribir
. . .
E CitSt1 - - - E C1tStn
11 ... Qin t=1 t=1
Am1 Amn k k
E CmtSt1 - - - E CmtStn
| t=1 t=1 |

Recordando que la igualdad entre vectores es componente a componente, escribimos la
columna j-ésima:

a; = E C1tStj

t=1 k C1¢

: < Aj:ZStj )

k t=1
Amj = E CmitStj
t=1
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llamando
Cit

Be=1| Vit=1,...,k

tenemos que A; € gen{f,...,Br}. Como j es arbitrario, resulta Cy C gen{f, ..., Bk}
— dim(Cy <k, esto es
dim Cyq < dim Flu.

Observar que este resultado vale para cualquier matriz A, por lo tanto también vale para
AT entonces
dim CAT < dim FAT

y como Cyr = Fy y Fur = Cy, resulta
d@mFA S dimC’A,

y finalmente

dimCy =dimF,. R

Corolario 1.6 Dada A matriz m x n, entonces el rango de A es igual al rango de AT

Asi cuando se hable de rango de una matriz sera indistinto buscar la cantidad de filas
o columnas independientes.

Ejemplo 1.26: Volvamos al Ejemplo 1.24: A = i _1 (i) ] , teniendo presente el
teorema que acabamos de probar, jcudl es I'm(A)?. Si observamos en la reduccién por
filas, la matriz reducida tiene dos filas linealmente independientes, por lo que rg(A) = 2,

entonces dim Im(A) = 2. Como Im(A) es un subespacio de R?, entonces Im(A) = R?. O

Veamos otro ejemplo:

2 -1 1
Ejemplo 1.27: Sea A= | 1 —2 1 |, observar que A;+(—3)A3 = Ay, y Ay, A3 son
2 -7 3

Li., por lo que rg(A) =2 e Im(A) = gen{A;, As}. O

Ahora vamos a repasar algunos conceptos basicos. Las operaciones elementales de
filas (o columnas) de matrices son 3. A saber: intercambiar filas, sustituir una fila por
un multiplo de ella y la tdltima es sustituir una fila por ella mas un miltiplo de otra
(de manera andloga se definen las operaciones elementales de columnas). Dadas A y B
matrices m X n, se dicen equivalentes por filas, si por medio de aplicar una cantidad finita
de operaciones elementales de filas a A obtenemos B o viceversa. Con esto es claro que
Fy = Fgy (C4 = Cpg. Un resultado conocido para matrices equivalentes por filas, es que si
A matriz m X n es equivalente por filas a B matriz m x n, entonces existe P matriz m x m
inversibles tal que PA = B. De manera andloga se define la equivalencia por columna
entre matrices. El resultado para matrices equivalentes por columnas dice: Si A matriz
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m X n es equivalente por columnas a B matriz m X n, entonces existe P matriz n X n
inversible tal que AP = B.

A continuacién vamos a enunciar un teorema donde resumimos lo expresado aqui y
establecemos la relacién entre la nulidad de las matrices equivalentes. Para la demostracion
usaremos el siguiente resultado que queda como ejercicio para el lector.

Ejercicio 1.1: Sea {fi,..., [k} un conjunto de vectores linealmente independientes en
F™y sea H matriz n X n inversible, entonces {H /3, ..., HB)} es un conjunto linealmente
independiente en ™.

Teorema 1.8 Sean A y B matrices m x n. Si A es equivalente por filas a B entonces

Fy = Fg. Si A es equivalente por columnas a B entonces Cy = Cp. Ademads en ambos
casos se cumple dim Nu(A) = dim Nu(B).

Demostracion: Por lo expuesto antes, la primera y segunda parte del teorema se cum-
plen, esto es, Iy = Fg en caso que A sea equivalente por filas a By C'y = Cp en el caso
que A sea equivalente por columnas a B. Vamos a probar la relacién entre las nulidades.

Supongamos que A es equivalente por filas a B, entonces sabemos que los sistemas
homogéneos tienen la misma solucién, esto es, Nu(A) = Nu(B), asi dim Nu(A) =
dim Nu(A).

Supongamos que A es equivalente por columnas a B, entonces existe P matriz n x n
inversible tal que AP = B. Sean ay, ..., a, una base para Nu(A), entonces Ac; =0V i =
1,...,r. Ahora para 1 <7 < r tenemos

OZAOéi:AppilOéi:BpilOdi — BPilOéi:O
= Ploy€ Nu(B) Vi=1,...,r.

Como ay, . .., o, es un conjunto linealmente independiente y P! es una matriz inversible,
entonces P tay, ..., P 'a,, es un conjunto linealmente independiente (Ejercicio 1.1) que
pertenece a Nu(B), entonces

dim Nu(B) > r = dim Nu(A).
Asi hemos probado que si A es equivalente por columnas a B, entonces
dim Nu(A) < dim Nu(B).

Ahora como A es equivalente por columnas a B entonces B es equivalente por columnas
a Ay A= BP~! entonces se verifica el resultado probado, esto es,

dim Nu(B) < dim Nu(A).

Luego
dim Nu(B) = dim Nu(A)

como queriamos probar. l

Ejemplo 1.28: Sea

1 2 -3
2 0 4
A= 0 4 —2 |
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vamos a calcular rango y nulidad de A y encontrar una base para el espacio generado
por las filas de A. En base a lo que venimos estudiando, ;podemos determinar cual es el
méximo valor posible para el rango? (queda para pensar). Para determinar rango, nulidad
y encontrar la base, aplicamos las operaciones elementales de filas de una matriz:

1 2 -3 12 -3 12 -3 10 -2
-2 0 4 04 —2 01 —1 01 —5 |
A=l 0 4 2|7 ]o4 2|7 ]oo 0|7 oo 0| %
-2 -4 6 00 0 00 0 00 0

Como podemos ver B tiene dos filas linealmente independientes, por lo que 2 = rg(B) =
rg(A). Para la nulidad reconstruimos el sistema homogéneo asociado a B y obtenemos:

T — 2x3 = = 11 = 2zx3,
T3 T3
To — — =0 —— T = —_—.
2 2

Asi

1 T
Nu(A) = {($1,$2,$3)T | 21 = 23,29 = %} = gen {(2,57 1) },

entonces nulidad(A) = 1.

., Coémo encontramos una base para el espacio generado por las filas de A? Cuando
aplicamos operaciones elementales de filas, las filas obtenidas en la nueva matriz, son
combinaciones lineales de las filas de la matriz original, por lo tanto generan el mismo
espacio. Observar que la matriz escalén obtenida, tiene sus filas no nulas linealmente
independientes, si no se puede seguir reduciendo, es porque las filas no son combinacion
lineal una de la otra. Analiticamente podemos comprobarlo, escribiendo el vector nulo
como combinacion lineal de las filas no nulas. Con un simple sistema homogéneo se obtiene
que los escalares son todos nulos, por lo que las filas resultan linealmente independientes.
Dicho esto, para encontrar una base para el espacio generado por las filas de A basta
realizar una reduccion por filas y las filas no nulas obtenidas en la matriz escalén seréan
la base buscada. En nuestro ejemplo, una base para Fy4 serd: {(1,0,—-2);(0,1,—3)}. Si
estamos interesados en hallar una base para el espacio columna, tendremos que realizar
la reduccién por columnas de la matriz y considerar como base las columnas no nulas de
la matriz escalén obtenida al final del proceso. Otra manera, es realizar la reducciéon por
filas de la matriz transpuesta de la original y al final del proceso volver a transponer. [J

Continuando observemos lo siguiente: rg(A) + nulidad(A) = 2+ 1 = 3 y A es una
matriz 4 X 3, asi es que, la suma entre rango y nulidad coincide con la cantidad de
columnas de A, ;jserd casualidad?. La respuesta es que no y esto es lo que nos dice el
siguiente teorema:

Teorema 1.9 Sea A matriz m X n. Entonces dim Im(A) + dim Nu(A) = n.

Demostracién: Supongamos que rg(A) = k, entonces A tiene k filas y k& columnas
linealmente independientes. Aplicando operaciones elementales de filas y columnas a A
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obtendremos la matriz C":

) _ [ b ...0b 0 ... 07
ay; - QA v Qip ?1 1k . .
b oo by, 0 L0000
A = agr - Qgxp  c Qkp ~ 81 Sk 0 0 =
[ Gm1 "t Gmk 0 Qmn 0 0 0 0

Por el resultado anterior rg(A) = rg(C), por lo que si escribimos a C' como una matriz

en bloques
B 0
o= 3]
podemos garantizar que el bloque k X k representado por la matriz B tiene k filas lineal-

mente independientes, entonces B es una matriz inversible. Ahora si consideramos la base

candnica en F™, resulta
CGZ‘ZO VZ:k+1,,n,

— e € Nu(C)Vi=k+1,....n = gen {egi1,...,en} C Nu(C).

Vamos a ver que Nu(C) = gen {€x41,...,en}. Sea x € Nu(C'), entonces
_bll blk 0 ... 07 - - — -
. . . . . . xl l’l
B bt ... bue O ... 0 o B 0 B
Cx=0 <= 0 .- 0 0 -0 ?k =0 = |4 | =0
L0 0 0 ...0J""- -
T
— B| : |=0.
T
Como B es inversible resulta que z; = 0V i = 1,...,k, entonces si x € Nu(C) sus
primeras k componentes son nulas, esto es:
S o0 -0
0 0 0
X = = Tp41 +tay, = Tgy1€k+1 + 00+ Tpey,
Th+1 1 :
: 0
L 7 L 0 |1
— x € gen {€xy1,...,6n}
Como x es arbitrario, resulta Nu(C) C gen {egi1,...,€n},

Nu(C) = gen {exs, .- ea}.
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Asi
dim Nu(A) = dimNu(C) =n —k =n — dim Im(A)

= dim Nu(A) +dimIm (A) =n. 1

Ejemplo 1.29: Sea

1 -1 3
A= 2 0 41,
-1 -3 1
por operaciones elementales de filas se obtiene la siguiente matriz
10 2
B=|101 -1
00 O

Podemos ver que B tiene dos filas linealmente independientes por lo que su rango es 2 y
por el teorema anterior, deducimos que la nulidad de A es 1. [J

1 -1 3
-1 0 =3
Esta matriz tiene la tltima columna que es un multiplo de la primer columna y la segunda

es linealmente independiente de las otras dos, por lo que rg(A) = 2, entonces por teorema
nulidad(A) = 1. O

Ejemplo 1.30: Sea A =

Teorema 1.10 Sea A matriznxn. Entonces A es inversible si y solo si dim Im(A) = n.

Demostracién: Sabemos que A inversible <= dim Nu(A) = 0 (por Teorema 1.6) <=
dim Im(A) = n (por Teorema 1.8). W

Para finalizar esta secciéon vamos a estudiar un teorema que nos dara condiciones bajo
las cuales un sistema no homogéneo tendra solucion.

Utilizaremos la siguiente notacion, dado el sistema no homogéneo Ax = b con A matriz
mxnybé& F™ denotamos por (A, b) a la matriz m x (n+ 1), cuyas primeras n columnas
coinciden con las columnas de la matriz A y cuya tultima columna corresponde al vector
b. A esta matriz la llamamos matriz ampliada del sistema.

Teorema 1.11 Sean A matrizm xn yb e F™:

(i) El sistema Ax = b tiene por lo menos una solucion si y solo si b € Ca.

(ii) En el sistema Ax = b, b € Cy si y solo si las matrices (A,b) y A tienen el mismo
rango.

Demostracién: (i). Supongo Ax = b, tiene al menos una solucién <= 3 x € F™ tal
que Ax =b<= be Im(A) < be Ca.

(ii) Si b € Cy4 entonces los espacios generados por las columnas de (A4,b) y A son los
mismos, por lo tanto tienen el mismo rango. Reciprocamente, supongo (A,b) y A tienen
el mismo rango. Si b ¢ C4 entonces

rg(A,0) =dimCy+1=rg(A)+ 1= rg(A,b) =rg(A) + 1.
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Esto contradice la hipétesis, por lo tanto b € C,. B
Ejemplo 1.31: Determinar si el siguiente sistema tiene solucion

2[E1 + 41‘2 + 61‘3 = 18
4dx1 4+ brys + 63 = 24
2331 -+ 7$2 + 12%3 = 40

Basandonos en el teorema anterior, alcanza con encontrar el rango de A y el de la matriz
ampliada del sistema. Para ello vamos a hacer reducciones por filas:

2 4 6|18 2 4 6| 18 2 0 =2 2
4 5 6 |24 A 0 -3 —6|—-12 ~ 01 2| 4
2 7 12|40 0 3 6| 22 00 0]10

Como podemos observar en este ejemplo rg(A) = 2y rg(A,b) = 3, por lo tanto los rangos
de ambas matrices son distintos, asi es que por teorema anterior resulta que el sistema no
tiene solucion. [

1.5. Coordenadas

En espacios de dimensién finita, un concepto muy 1til es poder escribir un vector
dado del espacio como combinacion lineal de los vectores de una base con un orden
predeterminado. Asi, si V es un espacio vectorial de dimensién n, vamos a poder establecer
una relacion biunivoca entre los vectores de V' y F™.

Definicién 1.11 5@V es un espacio vectorial de dimension finita, una base ordenada
de V' es una sucesion finita de vectores linealmente independiente y que genera V.

Observar que si o, . . ., a, es una base ordenada de V', entonces el conjunto {aq, ..., o, }
es una base de V. La base ordenada es el conjunto, junto con un orden dado. Asi
Q1,Q0,...,0, V Qo,Q1,...,0, son dos bases ordenadas distintas de V', representan el

mismo conjunto de vectores pero son dos bases ordenadas diferentes.
A continuacién vamos a hacer un abuso de notacién y vamos a escribir

3:{061,...,Oén}

como una base ordenada.

Proposicion 1.3 Sean V' un espacio vectorial de dimension finita y
B = {Oél,...,Oén}

una base ordenada para V. Para cada o € V' existen unicos escalares cq, ..., c, en F tales
qQue @ = Cc10] + ...+ CrOuy.

Demostracion: Supongamos que

n
o= g cioy, con ;€ VY i=1,...,n,

=1
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y
n
a= g bjay, con b€ F VY i=1,...,n,
i=1
entonces
n
0= E (Ci - bz) Q;,
i=1
como g, ..., Q,, €s un conjunto independiente resulta

c—b, =0V 1=1,...,n, — c="0b V 1=1,...,n.
Por lo tanto vale la unicidad como queriamos probar. ll

De esta manera, dada una base ordenada B = {ay,...,a,} de un V espacio vectorial
de dimensién finita, digamos n, se establece una relacion biunivoca entre V'y F". Sia € V

utilizaremos la notacién
C1

[a]s =

que llamaremos matriz de las coordenadas de a respecto a la base ordenada B |,
para representar los escalares cq, ..., c, tales que

a=coay+ -+ e
Observar que si se cambia la base ordenada, la matriz de coordenadas cambia.

Ejemplo 1.32: Sea V. = F" y B = {ejy,...,e,} la base ordenada canénica de F™.
Queremos hallar la matriz de coordenadas de un vector en V' respecto a la base canénica.
Sea o € V, entonces

L1
a=| 1 | =ze1 4+ +ze, = o]z =a.

T

Asi, la matriz de coordenadas de un vector en F™ respecto a la base candnica es el mismo
vector. [J

Ejemplo 1.33: Sean V' = P; el espacio de los polinomios de grado como maximo 3, y

B={l,z,2%, 2%} y B' = {2% x,1,23} dos bases ordenadas de V. Sea o = —22% + 3 — z,
vamos a encontrar [alg, [a]g. Llamando B = {a1, as, a3, oy}

a=—22"+3—1=30; + (—1)ag +0a3 + (—2)ay, = o] =
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Llamando B’ = {1, B2, B3, B4}

0

a=-2"4+3—-2=0081+(—1)B+3B:+ (=2)B1 = [a]s = _é U

-2

Ejercicio 1.2: (Propiedades de la matriz de coordenadas de un vector) Sean V'
espacio vectorial de dimensién finita y B una base ordenada de V', entonces

L ja+Bls=la]s +[Bls, Va,Be V.
2. [calg =cla]s, Yae V,ceF.

A continuacién daremos un teorema que nos permite relacionar, las matrices de coor-
denadas en dos bases ordenadas distintas de un vector del espacio.

Teorema 1.12 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre el cuerpo F y sean
Bi =A{ag,...,an} y Bo = {f1,...,Bu} dos bases ordenadas de V. Entonces eziste una
unica matriz A n X n, inversible con elementos en F tal que:

(1) [a]s, = Alals,
(i) [a)s, = A7 [a]s,

para todo vector o de V. Las columnas de A estdn dadas por A; = [ay]s,, Vji=1,...,n.
Demostraciéon: Para cada j = 1,...,n existen unicos escalares a;; € F' Vi=1,...,n,
tales que i

ayj

Qj = a1j51 + -+ Clnjﬁn < [Ozj}% =

anj

Sea o € V| entonces existen tunicos ¢y, ..., c, en F tal que

n &1
o = Z CiQ < [Oé]gl =
=1

Cn,
y unicos by, ...,b, en F' tales que
n bl
a=>) bB < o, = | :
i=1 b,

Ahora

n n

o= chaj = Z cj Xn:aijﬁi = z": <z": az‘jcj) Bi.
; j i=1

J=1 Jj=1 i=1 \j=1
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entonces
n n
o = E < E CLijCj> Bl
i=1 \j=1

Asi los escalares que permiten escribir a o como combinacion lineal de los vectores de la
n

base B’, para cada ¢ = 1,...,n, estan dados por la sumatoria E a;jc;. Luego por la
j=1
unicidad de los escalares resulta

n
bi: E Q;5Cj VZ:L,H
J=1

Si llamamos A a la matriz cuyos elementos son los escalares a;; Vi,jconit=1,...,n, j =
1,...,n, resulta que b; se obtiene de multiplicar la fila i-ésima de A por el vector cuyas
componentes son los escalares cq,...,c, en ese orden, es decir, por la matriz de coorde-
nadas de «a en la base ordenada B, esto es

bl aijr ... Qip C1
b, Anl - Gpn Cn

— [04]82 =A [a]gl'

Esta matriz es inversible pues si consideramos el sistema homogéneo asociado a A
Ax=0.

sabemos que existe a € V tal que x = [a]g, (por la relacién biunivoca que existe entre
los espacios). Por otro lado se verifica que A [a]g, = [a]s,, entonces

0=Ax=Alas, =[a]sg, = [a]g,=0 = a=0 = x=0,

luego A es inversible.
Veamos la unicidad de la matriz A. Supongamos que existen A y B matrices inversibles
tales que |a]s, = Alals, v [a]s, = Bla]s, entonces

(A—B)[a]s, =0V aeV (1.11)

en particular se cumple para los vectores de la base ordenada B;. Como [a;]z, = €;, si en
la ecuacién (1.11) reemplazamos « por «; obtenemos que las columnas i-ésimas de A y B
coinciden. Si consideramos todos los vectores de la base ordenada By, resulta A — B =0
con lo cual A = B. Asi, se verifica (i.) y (#i.) y queda demostrado el teorema. Il

Para terminar esta seccion daremos el siguiente teorema que nos ayuda a completar
la idea del teorema anterior.

Teorema 1.13 Supongamos que B es una matriz n X n inversible sobre F. Sea V' un
espacio vectorial de dimension finita sobre I'. Sea By una base ordenada de V. Entonces
existe una base ordenada By unica de V' tal que:
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(i) [ols, = Blols,
(”) [O‘]32 = B! [a]31

para todo vector a en V.

Demostracién: Supongamos que B; = {aq, ..., a,}. Definimos
n
63' :Zbijozi v j:]_,...,n
i=1

donde b;; representa el elemento ij-ésimo de la matriz B. Vamos a probar que 31, ..., 3,
es un conjunto linealmente independiente.

5 SUTED O TS of polot
j=1 j=1 =1

i=1 \j=1

como aq, . . ., ;, €s un conjunto independiente, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

sz‘jCjZO \V/Z:L,n
j=1

matricialmente

b11 Ce bln C1 0

bnl .. bnn Cp, 0
Por hipétesis B es inversible, entonces ¢; = 0V 7 = 1,...,n, entonces 3i,...,5, es un
conjunto linealmente independiente. Asi llamando By = {f, ..., 8, } encontramos la base

ordenada buscada. Luego por la definicién de By y el Teorema 1.12 son verdaderas (i) y

(i7). W

Asi la matriz A que encotramos en el Teorema 1.12 (o la matriz B para el teorema
anterior) estd bien definida, es tinica y es inversible. A seguir veremos como se denomina:

Definicién 1.12 Sea V' un espacio vectorial de dimension n, sobre F y sean B =
{ag,...;a,} y By = {p1,..., 0.} dos bases ordenadas de V. Se dice que una matriz
A€ F™" es la matriz de cambio de base de B, a By si su columna j-ésima es
[aj], para todo j =1,...,n, es decir

ozj:Zaijﬁi VJ:L,TL
i=1
con a;; elementoi,j de Aparai=1,...,nyj=1,...,n.

Veamos algunos ejemplos de lo desarrollado en esta seccion.
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1 -2 1
Ejemplo 1.34: Sean V =F3 A= | 0 3 1 |, Aesinversibley sea B; = {ay, as, a3}
1 0 4
con -
1 1 1
] = 0 ,0lg = —1 , 03 = 0
0 0 —1

Siguiendo la demostracion del Teorema 1.13, definiendo

3
Bj = Zaijai con 7=1,2,3

i=1

obtenemos la base ordenada que cumple las propiedades enunciadas en dicho teorema.

2 1 6
61: 0 762: -3 7/83: -1 .0
—1 0 —4

Ejemplo 1.35: Sea V = R? y B; = {ay, s}, By = {B1, S2} dos bases ordenadas de V/,

con al:{_”M:{H,ﬁlz[”ﬁfl_é]'

Vamos a encontrar la matriz de cambio de base de B; a By. LLamando A a esta matriz,
por definicién se cumple que A; = [a;]s, con j = 1,2, el vector A; es la columna j-ésima
de A. Escribimos cada vector de B; como combinacion lineal de Bs,.

o = anfi +aupe
1 _ a1l — a2

—1 a1 + 2&21

entonces
1=a;; —an
—1 = a1 + 2@21
. 1 2 )

despejando obtenemos a1, = 3 Y Qg1 = —3 Sustituyendo se puede comprobar que o =

a1181 + a1 PB2. Ahora hacemos un razonamiento andlogo pero con s :

ay = apfi+axnbs
1 _ Q12 — Q22
O a12 + 2@22

entonces

1 =aiz — as
0 = aja + 2a9
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2 1
despejando obtenemos a;s = = v ass = -3 Sustituyendo nuevamente, se puede compro-
bar que ap = a2/ + a9 Bs. Asi
1 2
_ 3 3
A= 2 1
3 3
Sea o = [ 1 }, vamos a calcular [z, y [a]s,.
o = C10q + Coig (112)
entonces
2 - 1+ Co
—1 - —C
igualando componentes
2 = c1+ co
-1 = —C

despejando obtenemos ¢; =1y ¢ =1, asi

entonces

operando algebraicamente

[a]s, = { _1 |

comprobar que se cumple que o =1 + (—1)F,. O




Capitulo 2

Espacios con Producto Interno

2.1. Definicion

Definicién 2.1 Sea F' el cuerpo de los niumeros reales o complejos y sea V' un espacio
vectorial sobre F'. Un producto interno sobre V es una funcion que asigna a cada par
ordenado de vectores a,,  de V un escalar (c, B) de F' de modo tal que para cualesquiera
a, B, v de V y todos los escalares ¢ se cumple:

a. (a+fB,7) =(a, )+ (8,7
b. {ca, B) = cla, 5).
(o, B) = (B, a).

d. {(a, a) es un numero real y (o, o) > 0 si o # 0.

o

Observaciones:
1. De (a), (b), (¢) deducimos que

(a,c8+7) =ca, B)+{a, 7).
2. En el caso que F' = R, los conjugados estan demads, mientras que en el caso que
F = C, el conjugado es necesario para la consistencia de las condiciones.
Ejemplo: 0 < {ia, ia) = i*{a,a) = —{a, a). En este caso tendriamos —{a, a) > 0

y contradice (d) de la definicién.

3. Sia=00 =0, entonces (a, #) = 0. Pues, supongamos que a = 0, entonces
(0,8)=(0+0,8)=(0,8)+(0, 8) = (0, 5) =0.

Ejemplo 2.1: (Producto interno canénico de C")

Dados x, y € C", se define (x, szyl Si F' = R, entonces (x,y) Zmzyz =

=1
X -y, conocido como producto escalar o producto punto. Si x e y son Vectores columna

sobre C, este producto podemos escribirlo como: y*x, en el caso real es indistinto x’y o
yIx (y* es el vector y transpuesto con todas sus componentes conjugadas).

36
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Veamos que es producto interno, para esto eleglmos también z € C" y c € C:

a. <X+Z7y>—zxz+zz Yi = szyz‘i‘zzzyz— y)+ (z,y).
i=1
b. (cx,y>:ZcxiE:cZ Ty =c(x,y).

i=1 i=1

=Y wW =D TG = Y Th =Y, Tyi= T =(y, X)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

d. (x,x) = inx_i: Z|scl|2 >0 = (x,x)>0.

=1

0= (x, Zw — ZW—O — 3, =0Vi=1,. s x =0,

Entonces (x, x) > O Vx #0.0

Ejemplo 2.2: Para V = R? se define (x,y) = x1y;1 — Tay1 — T1Y + 4T93s.

Vamos a probar solo la positividad, es decir la propiedad (d) de la definicién 2.1. Las
demas propiedades quedan de ejercicio.

(x,X) =22 — 2109 — Towy + 423 = 22 — 23179 + 477
a1 — 21129 + 23 + 323
= (z1 — 29)* + 323

— (x,x) = (z; — 22)* + 323 > 0.
Ahora

0=(x,X)= (11 —2)°+307 = (11— 22)*+325=0 = 2, —2,=0, y 75 =0,
entonces r; = 0 = 29 => x = 0. Luego (x, x) >0, Vx # 0. O

Ejemplo 2.3: Sea V' = Cla, b], el espacio de las funciones continuas a valores reales en

[a,b]. Se define
(o9)= [ 109t a

Esta funcién, es un producto interno sobre Cla, b].
a. (f+h, g) = [} (F(£) +h(t)) g(t) dt = fbf(t) g(&)di+ [ h(t) g(t)dt = (f, g)+ (k. g)
bo(ef s 9) = [, cf®) gty dt =c [ f(t) g(t)dt = c(f , )

c. Se cumple por ser el cuerpo real y por la conmutatividad del producto.

= Jo 1) fwyde= [} @) dt >0
0= (f,f)= /b f@#)?dt = f(t)=0 Vtée]la,b] por ser f continua en [a,b].

Asi (f, f) >0, Vf#£0.0
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2.2. Espacio producto interno

Definicién 2.2 Un espacio producto interno es un espacio vectorial real o complejo junto
con un producto interno definido sobre ese espacio.

Definicién 2.3 Sea V' un espacio producto interno y sean o, 3 € V. Se dice que a y (8
son ortogonales si («, B) = 0. Lo denotamos a L 3.

Definicién 2.4 Sea V' un espacio producto interno y sea o € V. Se define la norma de
a y lo denotamos como ||al| al siguiente valor real

lall = v {a, a).

Diremos que el vector a es unitario si ||a|| = 1.

Observacion 1: / (a, a) estd bien definido ya que (o, a) > 0.

Observacion 2: Si o # 0 y ||a|| # 1, lamaremos la normalizacion de « al vector ﬁ,

pues este vector es unitario (comprobar esto iltimo).

Observacion 3: Geométricamente, la norma de un vector representa la distancia del
vector al vector nulo, o la longitud del vector.

Ejemplo 2.4: Sea V = C?, a = (3, —i), 8 = (2,1i6), estos vectores son ortogonales con el
producto interno canoénico, pues

(a, ) =3-2—1i-i6 =6+ i*6 = 0.0

Ejemplo 2.5: Sea V' = ([0, 1] con el producto interno definido en la Seccién 2.1, Ejemplo

23.Sean f=1yg=x— % vectores de V, ellos son perpendiculares entre si.

1 1 1‘2 . 1
<f,g>=/0 1(93—5) dr = [7_5]0:0'
Ademds, [|f]| =/ ((f, f)) = \/m =1 = f es un vector unitario en V. [J

Teorema 2.1 Si V' es un espacio producto interno, entonces para vectores «, 3 cuales-
quiera de V' y cualquier ¢ escalar se cumple:

a. |leall = le|fle]
b. |la]| >0, Va#D0.
c. {a, BY| <|lall||B]| (Desigualdad de Cauchy-Schwarz).

d. |la+ Bl < |la]|+ ||15]] (Desigualdad triangular).
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Demostracion:

a. [leal| = \/(ca, ca) = /cela, a) = V/|c]}a, a) = |c|\/{a, a) = |c|[lal].

b. Sabemos ||a|| >0, si |la]| =0 & /{(a,a)=0 & (a,a)=0 & a=0.

c. Si @ = 0, por la observacién 3 al comienzo de este capitulo tenemos (a, f) = 0,
entonces |(o, B) | < [|af|[|B]].

Si v # 0, definimos v = 3 — Hﬁ’ﬁya. Luego,
o

0< P = {7.7) = <ﬂ—%a,ﬂ—<‘f{;—ﬁja> _

0.0~ = O )+ (e ) =

]

Observar que

(7 e = om0 = g 2y
(efan) = a0 = Gt = 10 22
sustituyendo las expresiones (2.1)-(2.3) en () y cancelando términos, obtenemos
o< P - LB — o gyl <llalliol

d. Desigualdad Triangular

Antes de demostrar esta desigualdad, vamos a recordar una propiedad de los nimeros
complejos:

(o, B) + (B,a) = (a, B) + (a,8) = 2 Re{a, B).
Ahora

o+ BlI* = (o + B,a + B) = (a,a) + (a, B) + (B, @) + (B, B),

por la propiedad antes mencionada obtenemos:

llo+ BI* = lladl* + 2Re{ e, B) + 18]I, (2.4)

ademds como
Re(a, ) < [{a, B)]
siguiendo (2.4) y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz resulta
lall* +2Re(e, B) + 18I < [|o” +2[(a, 8)] + [|8]]*

1o [* + 2l [ 15]] + 11511
(llafl +1151])

A |



2.3 Conjuntos ortogonales y ortonormales 40

uniendo los extremos de este desarrollo obtenemos

o+ Bl < [led] + ]5]]. W

Para pensar: ;Bajo qué condiciones se verifica la igualdad en Cauchy-Schwarz?

2.3. Conjuntos ortogonales y ortonormales

Definicién 2.5 Sea V' un espacio vectorial con producto interno. Si S es un conjunto
de vectores de V', se dice que S es un conjunto ortogonal siempre que todos los pares
de vectores distintos de S sean ortogonales. Un conjunto ortonormal es un conjunto
ortogonal S con la propiedad que todo vector de S es unitario, esto es, ||a|| =1 para

todo o de S.
Teorema 2.2 Un conjunto ortogonal de vectores no nulos es linealmente independiente.

Demostracion: Sea S un conjunto ortogonal finito o infinito de vectores no nulos en un
espacio con producto interno dado. Sean aq, ..., a, vectores distintos de S cualesquiera
y sea

52610(1+"'+Cn0én,

entonces para k con 1 < k < n arbitrario se cumple:

(B,01) = <Zci05i7 ozk> = i, o) = o (g, ar) = cplal]”,

i=1 i=1

como «y, # 0 resulta

_ </8,0ék>
C — TP
[l ||
Ahorasi f =0 = (8, ;) = 0= ¢ = 0. Por ser k arbitrario, se cample que ay, ..., a,

es un conjunto independiente y por ser un conjunto arbitrario en S, tenemos que S es
linealmente independiente. H

Corolario 2.1 Si un vector [ es combinacion lineal de una sucesion de vectores or-
togonales mo nulos ay,...,a, de V' espacio producto interno, entonces 8 es igual a la
combinacion particular

Corolario 2.2 Si{ay,...,a,} es un conjunto ortogonal de vectores no nulos en V' espa-
cio producto interno de dimension finita, entonces n < dimV.

Teorema 2.3 (Proceso de Gram-Schmidt)

Sea V' un espacio con producto interno y sean P31, ..., B, vectores linealmente indepen-
dientes cualesquiera en V. Entonces se pueden construir vectores ortonormales a, . . ., oy,
en V tales que para cada k = 1,...,n el conjunto {aq,...,ax} sea una base para el

subespacio generado por By, ..., B
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Demostracion: Vamos a encontrar los oy, . . . , a,,, de manera constructiva, por un proceso
conocido como el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt.
B

Primer paso, sea a; = . Vamos a encontrar as y luego continuaremos la prueba

paso, s¢ 16.1
usando induccion.
Segundo paso, se busca as tal que

(a) gen{aq,an} = gen{p1, P2} v (b)as L ay.
Por la condicién (a) se cumple que By € gen{ay, s}, entonces
P2 = aron + aza
llamando s = as o, resulta
Ba = araq + as. (2.5)

Ahora
<52>041> = CL1<0417041> + (&2,a1>

usando que ||a1|| =1y a; L ay tenemos

ay = <527041>7

luego sustituyendo en (2.5) y despejando s
Qg = [y — (P2, 1)y

entonces

Ba — ( Ba, 1)y
Qg = .
HBZ - <ﬂ27a1>041H
Notar que el vector ay asi construido, cumple que es ortogonal a «;.
Suponemos que los vectores aq, ..., a; con k < n se obtuvieron inductivamente de modo
tal que el conjunto

{ag,...,4}, con 1<t<k

es una base ortonormal para el subespacio de V' generado por los vectores

{/Bla s 7ﬁt}7
y
t—1
B — Z<ﬁt70‘j>aj
oy — |
18 =Y { Brs az)a
j=1

Para encontrar oy, procedemos como sigue. Sabemos que se debe cumplir que

gen{an,...,ap}t = gen{Bi..., B} ¥ oppn Loy Vi=1,... k.

Entonces fj41 € gen{aq, ..., a1}, asi
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ﬁk+1 = a1+ ...+ apag + &k+1 con &kH = Qp+10k+1 (26)
Usando la hipotesis inductiva y la condicion que agy1 L oy V't =1,...,k obtenemos
ar = Py, p) VE=1,...k (2.7)
Luego sustituyendo (2.7) en (2.6) y despejando ay.y1 tenemos
k
Gt = Bre1 — > _(Bret, )y, (2.8)
j=1

normalizando el vector obtenemos:

k

Brr1 — Z<5k+1706j>06j

j=1

Oyl = % (29)
Brr1 — E ( Brtr, aj)ay
i=1
Por la construccion el conjunto {ay,..., a1} es un conjunto ortonormal y es una base

para el subespacio gen{fi,...,Bk+1}. W

Corolario 2.3 Todo espacio producto interno de dimension finita, tiene una base orto-
normal.

Ejemplo 2.6: Sea V = R3 con el producto interno canénico y sean 3; = (0,0,1), B =
(0,—1,1), B3 = (1,0, 1). Se puede verificar facilmente que estos vectores son linealmente
independiente pero no son ortogonales. Por el proceso de Gram-Schmidt vamos a encontrar
una base ortonormal para V.

Primer paso: normalizamos (3, esto es

o = by =(0,0,1) = ay =(0,0,1).
15111

Segundo paso, calculamos as:

ay = By — (Ba, a1) ay

B Hﬁz - <52, 061>041H’

usando un vector auxiliar
522 = 62 - <ﬁ27 Oél> a1 = <07 _17 1) - <<07 _17 1)7 (0707 1)> <0707 1) = (07 _170)

y normalizando este vector tenemos as

2 _(0,-1,0) = as=(0,—1,0).

Qg = =<
][]

Tercer paso, calculamos as:

rn — B3 — <53> Oé1>a1 - (537 042> €%
5185 — (Bs, an) ar — (Bs, az) aa|’




2.3 Conjuntos ortogonales y ortonormales 43

hacemos los caculos auxiliares

(Bs, 1) = (1,0,1)-(0,0,1)) = 1
(Bs, o) = (1,0,1)- (0,—1,0)

I
o

entonces

as = 3 — (fs, aq) g — (B3, ) ag = (1,0,1) — (0,0,1) = (1,0,0)
como este es un vector unitario resulta ag = (1,0, 0).
Luego la base ortonormal buscada es:

{(0,0,1), (0,-1,0), (1,0,0)}.0

Ejemplo 2.7: Sea V = P[0, 1] el subespacio de los polinomios de grado menor o igual
a 2 de C[0,1] con el producto interno definido en el Ejemplo 2.3. Vamos a encontrar una
base ortonormal para V. Sabemos que {1, z, 2?} es una base para este espacio. Vamos a
aplicar el proceso de Gram-Schmidt para ortonormalizar.

A

ap = =1, pues (B, (1) :fol ldx =1.
|| B1]]
o — B2 — (B2, 011)
* B — (Br o) au|’
1
(62,041):/0 :de:% — &2:1’—%,

calculamos ||@||

entonces oy = \/ﬁ (:U — %) .

o — B3 — (B3, a1) an — (B3, ao) az
’ B3 — <53, 061> aq — <537 Oé2> s

Realizamos los céalculos auxiliares:

637 al fo 2d$ = %7
(B3, ) =12 [y a?(z — L) do =

=&

- 1 3 1 1
043:53—<53,041>041—<53,042>042=£UQ———\/—_\/12 r—=|=a>—z+ -,
3 6 2 6
calculamos ||as||:
5 +1H 1
-+ || = —=,
6 6v5

1
entonces oz3—6\/_(x —m—|—6)

Luego una base ortonormal para este subespacio es:

fiviz(s-3) 0v5 (@ -arg) .0
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2.4. Proyeccion ortogonal

El proceso de Gram-Schmidt consiste en la aplicacion repetida de una operacién
geométrica basica llamada proyeccion ortogonal.

Definicién 2.6 Sea V' un espacio con producto interno y H un subespacio de V. Supon-
gamos que {uy, ..., u;} es una base ortonormal de H. Si B € V', entonces la proyeccion
ortogonal de 5 sobre H, que denotamos como proyy[3, estd dada por

proyuf = (B, ur)ur + -+ (B, ug) up,
Ejemplo 2.8: Sean H = {x € R | z; + 25 + 23 = 0} ysea 3 = (1,2,3). Hallar proyg .

Para encontrar proyy [, necesitamos una base ortonormal de H. ; Cémo la encontramos?,
primero buscamos una base de H y luego por el proceso de Gram-Schmidt (G-S) ortonor-
malizamos el conjunto.

Si xeH — T1+axet+a3=0 — x1=—T9— T3

entonces
H = gen{(~1,1,0), (=1,0,1)}.

Luego aplicando G-S obtenemos

1 2 1 1
{E(_lv 1’0)7 %<_§7 _57 1)} = {uh uQ}
proyuff = (B, u)ur + (B, ug)up

3-LLO) + (=331 = (-L01)
entonces proyyf = (—1,0,1). O

Teorema 2.4 Sea V un espacio con producto interno de dimension finita y H un subes-
pacio de V. Supongamos que H tiene dos bases ortonormales {uy, - - ,ur} y {wy,- -, wi}.
Sea [ un vector en 'V, entonces

<57 U1>U1++<5, uk‘)“’k: <57 w1>w1++<ﬁa wk>wk

Demostracién: Dado {u;,--- ,u;} completamos a una base ortonormal de V', digamos
{ula Crr Uk, U1, 00t ,Un}. Como gen {u17 e ,Uk} = gen {wh e ,UJk} = H entonces
U1, "+, Up SON ortogonales a wy, - - - , wy, luego el conjunto {wy, -+, Wg, Ugy1, -+, Up}

es una base ortogonal de V', mas aun es una base ortonormal de V. Ahora dado g € V
podemos escribirlo como combinacién lineal de ambas bases:

n k n
Bzzbiui y B:Zciwi—l— Z diu;
i1 i=1 i=k-+1

por el Corolario 2.1, sabemos que b; = (5, u;) Yi=1,...,n,¢; = (B, w;) Yi=1,...,k
yd; = (B8, w;) Yi=k+1,...,n, entonces

B: <57 U1>U1++<B7 uk>uk+<ﬁ7 Uk+1>Uk+1+"'+<B, un)“”
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ﬁ: <ﬁ7 U}1>U}1+—|—<ﬁ, wk>wk+<ﬁ7 uk+1>uk+1+"'+<ﬁa un>un

igualando ambas expresiones y cancelando los términos comunes obtenemos

(B, ur)uy + -+ (B, up) up = (B, w1) wy + -+ + (B, wi) wy. A

De este teorema concluimos que la proyecciéon ortogonal es independiente de la base
ortonormal usada.

2.5. Complemento ortogonal

Definicién 2.7 Sean V' un espacio producto interno y H un subconjunto de V. Entonces
el complemento ortogonal de H, denotado por H*, estd dado por todos los vectores
de V' ortogonales a todo vector de H. En simbolos:

H*={a eV |{a, h) =0, Yhe H}

Ejemplo 2.9: Sea V =R? H = {(1,0)} entonces H*+ = gen {(0,1)}. O
Observacién 1: V+ = {0} y {0} = V.

Observacién 2: Si S es un subconjunto de V espacio producto interno, entonces S+ es
subespacio de V.

Pues, claramente 0 € St entonces S+ # 0 ((0,a) = 0V a), en particular para los
vectores de S.

Sean o, 3 € S+, c € F y v € S arbitrario, entonces

(ca+ B,7)=cla,7)+(B,7) =0 pues (a,7)=0 y (8,7 =0,

como 7 es aribtrario se cumple ca + 3 € S+ como querfamos probar. l

Notar que con esta tultima observacion, probamos que el complemento ortogonal de
todo subconjunto de V es un subespacio, incluso si el subconjunto no es subespacio como
es el caso del Ejemplo 2.9.

Teorema 2.5 Sea V un espacio producto interno de dimension finita y H un subespacio
de V', entonces

i. H* es un subespacio de V.
ii. HNHY ={0}
iti. dim H + dim H+ = dim V.

Demostracion:
1. Probado en la observacién 2.

ii. Sea« € HNH*. Como a € H* se cumple (a, h) =0 Vh € H. Por otro lado o € H
entonces si h = a resulta (o, ) =0 = a=0.
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114. Sea uq, ..., u, una base ortonormal de H y completamos a una base ortonormal para
V', esto es posible por G-S, digamos

Uy oo U, Ukt1y -+ - Up-
Como los u; son mutuamente ortogonales se cumple que Vi=k+1,...,n
w; L gen{uy,...,ux}y = H,

entonces u; € H, Vi=k+1,...,n. Asi son n—k vectores linealmente independientes en
H* y gen{ugy1,...,u,} € H* (;por qué?). Vamos a ver que ellos son base para H*. Sea
[ € H* arbitrario, entonces 3 € V. Asi, podemos escribir a este vector como combinacién
lineal de la base ortonormal de V' de la siguiente manera:

B= (B, ur)ur + -+ (B, up) up + (B, Upt1) Upp1 + - + (B, Un) Un. (2.10)
Ahora 3 € H*, entonces (3, w;) =0, Vi=1,...,k, sustituyendo en (2.10) tenemos

6 = </87 uk+1> Uk+1 + o+ </87 un) Unp,.

Luego 8 € gen {ugi1,...,u,}, y como era un vector arbitrario, resulta
i
H ggen{uk+17"'7un}'
Asi H* = gen{up;1,...,u,}. Entonces

dimH - =n—k=n—dimH — dimH+dim H-=dimV. R

Definicién 2.8 Sean V' espacio vectorial y Wy, Wy subespacios de V. Un subespacio W
se dice que es suma directa de Wy y Wy y lo denotamos como W = W1 S Ws, si se cumplen
las siguientes dos condiciones:

i Wo=W, + W,
ii. W, N Ws = {0}.

Ejercicio 2.1: Probar que dados V espacio vectorial, Wy y W5 subespacios de V', si
V = Wi & Ws, entonces para todo a € V existen tnicos w; € Wy y wy € Wy tal que
o = W + Ws.

Teorema 2.6 Sean V espacio producto interno de dimension finita, H un subespacio de
V ya €V, entonces existen tinicos h € H y p € H* tal que o = h+p, con h = proyga
y p=proyyro, asi V=H® H*.

Demostracién: Sea {ui, ..., u;} base ortonormal de H, la extendemos a una base orto-
normal de V', digamos {u1, ..., ug, Ukt1, ..., Up}. Ahora, ugiq,...,u, son n — k vectores
ortogonales a H entonces pertenecen a H+. Ademds por Teorema 2.5 dim H+ = n — k,
entonces U1, ..., U, son n — k vectores linealmente independientes (;por qué?) en H-,

luego son una base para este subespacio.
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n

Continuando, si o € V entonces o = Z c;u; con ¢; = (a,u;) VYi=1,...,n (por corolario
i=1
2.1). Asi
n k n
a= Z(a,ui) u; = Z(a,u,} u; + Z (o, ug) uy.
i=1 i=1 i=k+1

De la definicién de proyeccién ortogonal tenemos

k n
proypo = Z<0€, i) U y proypLro = Z (o, uz) ws,
i=1 i=k+1

luego
Q= proygo + proygLo.

Llamando h = proyga y p = proyy.o, resulta « = h+pcon h € H y p € H*. Veamos
la unicidad. Suponemos que hay dos maneras de escribir &« como suma de vectores en H
y H*, esto es, suponemos que

a:h1+p1 con hleH, pleHL

a=hy+py con hy € H, pQEHL,

entonces
hi+pi=ha+p, = hi—hy=py—p => hi—hy,po—p € HNH"

—h —hy=0 Yy ppo—p1=0 = hi=hy y po=p. 1

Ejemplo 2.10: Consideremos el ejemplo: H = {x €R® |21 +x9+23=0} y 3 =
(1,2,3). Una base ortonormal para H es

1 2 1 1
= _17 170 ) = __7 __7 1
{ﬁ VAR >}
y proyg8 = (—1,0,1). Ahora ;jcémo hallamos proyg. 7 Tenemos dos opciones, una

es encontrar una base ortonormal para H™* que, en este caso, no es dificil ya que este
subespacio tiene dimensién 1, por lo que la base tendra un vector perpendicular a la base
de H. La segunda opcién, es usando el teorema anterior que es como la hallaremos a
continuacion. Queda como ejercicio calcular este vector mediante el otro camino.

Sabemos por el teorema anterior que

f = proyu8 + proyy.3
entonces
proypLB = — proyup

asi

proyg S =(1,2,3) — (—1,0,1) = (2,2,2)
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luego
proyyL S = (2,2,2). 0

Para pensar:
a. Si f € H entonces proyy s = [.

b. Si B € H entonces proyg. 3 = 0.

El teorema dado a continuacion nos dice que de todos los vectores de un subespacio
H, el vector de este subespacio que estd mas proximo a un vector « del espacio vectorial,
es proypa.

Teorema 2.7 Sean V espacio producto interno de dimension finita, H un subespacio de
V yaeV. Entonces proyga es la mejor aprorimacion de o en H, es decir,

||l — proypal| <||la —h|| YheH, con h#proyya.

Demostracion: Sea h € H arbitrario,

a—h = (a—proyga) + (proypo — h) = uy + us,
observar que u; = « — proyga € H+ 'y us = proyga — h € H (jpor qué?). Ahora,

llao = Rl[* = [Jur + uo| | = (ur + ua, wr +uz) = |Jua[* + (un, uz) + (ua, ur) + |fus||?,
como (uy, us) = 0, entonces
o = AlI* = [Jual|* + [|uz][* = [l = proymall* + [lproymo — hlf? (2.11)

si h # proygya, se cumple que

|l = proyual|* + |lproyma — hl|* > |la — proyyalf?
luego de (2.11 ), resulta

= ||la = hl|| > ||a — proygal| ¥ h # proygo. B

Ejemplo 2.11: Considerando el teorema que acabamos de probar, la mejor aproximacion
del vector 5 = (1,2,3) en el subespacio H del Ejemplo 2.10, es la proyeccién ortogonal
de § sobre H. En este caso es el vector (—1,0,1) y la mejor aproximacién de [ en el
complemento ortogonal de H es el vector (2,2,2). O



Capitulo 3

Transformaciones Lineales

3.1. Definicion y propiedades

Definicién 3.1 Sean V y W espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo F. Una Trans-
formacion Lineal de V en W es una funcion T de V en W tal que

T(ca+ B) =T'(a)+T(B)

para todos los vectores a y 3 de V' y todos los escalares ¢ de F'.

Ejemplo 3.1: Si V es cualquier espacio vectorial, la funcion llamada identidad, que
denotamos por I, que asigna a cada vector el mismo vector es una transformacion lineal.
Veamos

I(ca+ B)=ca+p=cl(a)+1(f), Ya,B €V c€F.

La transformacién cero, definida como 0(a) = 0 Vo € V, es una transformacion

lineal. [
r[n]-[a]
i) —X9
T es transformacién lineal, pues: sean o = (z1,79)7, 8 = (y1,42)7 € R? y ¢ € R arbitra-
rios:
I Y
T(ca+p8)= T|c +
cori= (e[ ]+ [1])
_ T ({ cxr1+ Y1 })
CTy + Y2

o cxry + 11
—CTy — Y2

-

= cI'(o)+T(p).0

Ejemplo 3.2: Sea V = R2,

49
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Ejemplo 3.3: Sea V el espacio de los polinomios sobre F. Sea T': V — V la aplicacion

derivacion

T(co+crx+- 4 cuz™) =cp + 2000+ +nca™ L.

T es una transformacion lineal. Veamos: sean p(x), q(z) € V' y ¢ € F arbitrarios
T(ep(x) + q(x)) = (ep(x) + q(@))" = c(p(x))' + (a(x))" = T (p(x)) + T(q(2)). O
Ejemplo 3.4: Sean P y () matrices m X m y n X n respectivamente fijas, con elementos

en F'. Se define una funcion 7' : F™*" — F™*" como
T(A)=PAQ
entonces T es lineal. Veamos: sean A, B € F"™*" y ¢ € F arbitrarios:

T(cA+ B)=P(cA+ B)Q = cPAQ + PBQ = T'(A)+T(B).O

Ejemplo 3.5: Sea R el cuerpo de los nimero reales y V el espacio de las funciones
continuas de R en R. Se define

(Tf)(x) = / oL

entonces 1" es lineal. Sean f, g € V' y ¢ € R arbitrarios

T

Tef +9)w) = [ (efO) + )it =c [ fde+ [ gtya

=c(Tf)(x) + (Tg)(x)
=(cTf+Tg)(x).O

+

Observaciones: Sean V' y W espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo y 7" una trans-
formacion lineal de V' en W entonces

a. T(a+p)=T(a)+T(P)

b. T(0) =0
c. Siaq,...,q, son vectores en V' entonces
T <Z Ci06i> = chT(@z)
i=1 i=1
Demostracion:

a. T(a+ B)=T(la+ B) =1T(a) + T(B) = T(a) + T(5). Luego
T(a+p)=T(a)+T(B).
b. T(0) =T(0+0) =T(0) + T(0) entonces

7(0) = T(0) + T(0) = T(0) = 0.
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c. Vamos a probar por induccién. Si n = 1 tenemos
T(cia1) =T(cron +0) = 1T () + T(0) = 1T (),

observar que en la tercera igualdad usamos la definiciéon de transformacion lineal y luego
lo probado en el inciso b. Por la hipétesis inductiva suponemos que el resultado se cumple
para un conjunto de n vectores, esto es:

T <Z ciai> = ZciT(ai).

Vamos a probar que el resultado se cumple para n+ 1 vectores, es decir, queremos probar

n+1 n+1
T <Z cicvi> = Z CZT(O{Z)
i=1 i=1

Veamos:
n+1 n
T <Z CZ'OéZ'> = T (Cn+10zn+1 + Z Ciai)
i=1 i=1
=  cpuT(ap)+T <Z ciozi>
i=1
orH.I. i
M= cn T (i) + Z il ()
i=1
n+1
= Z CZT(O_@)
i=1
n+1 n+1
T (Z CZ‘OéZ') = Z CZT(OéZ) [ |
i=1 i=1
Teorema 3.1 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre F' yB = {ay, ..., o}
una base de V. Sean W un espacio vectorial sobre el mismo cuerpo F' y 1, ..., B, vectores

cualesquiera de W. Supongamos que T y Ty son dos transformaciones lineales de V' en
W tal que Ty, = Tooy, = B, Yi=1,...,n, entonces Ty(7y) = Ta(7y) para todo ~y vector
de V', es decir, Ty = T,.

Demostracién:

n
Sea v € V arbitrario, entonces v = Z c;a;. Ahora
i=1

Ti(y) =Th <Z Cz'Oéz'> = ZCiTI(ai) = Zczﬂz’ — Ti(y) = ZQ‘@;

1=1 i=1 =1 i=1

3

n n

Th(y) =T, (Z Cﬂi) = Z ciTy(oy) = Zczﬂi — Th(y) = Zczﬂi

=1 =1 =1 =1
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Ti(y) =Ta(y) VyeV. 1

Este teorema nos dice que dada una transformacién lineal, basta conocer su efecto en
la base para que quede univocamente determinada.

Ejemplo 3.6: Sea T : R® — R? tal que

1 0 0
T|1]0 :{gy T!|1 :{_H, T!|O :{j].
0 0 1
3
Vamos a calcular T'(y) cony = | —4 |. Observemos que 7 = 3 e;+(—4) ea+5 e3 entonces
5
T(y) = 3T(er)+ (—4)T(e2) + 5T (es)

S HEC IR

Luego T'(y) = [ _3; } O

Ahora podriamos preguntarnos si, dado V' espacio vectorial de dimensién n y W otro
espacio vectorial sobre el mismo cuerpo ;existe una transformacion lineal que mande una
base de V sobre n vectores cualesquiera de W?. La respuesta es si bajo ciertas hipotesis
como vemos en el siguiente teorema.

Teorema 3.2 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y sea B = {aq,...,a,}
una base ordenada de V. Sea W un espacio vectorial y 1, ..., B, vectores de W, entonces
existe una unica transformacion lineal de V- en W tal que T(cy;) = B; para todo i =
1,...,n.

Demostracion: Sea v € V arbitrario, por Proposicién 1.3 existen tnicos escalares

n
Cl,...,Cp en F tal que v = ZCZ'O@" Para v se define
i=1

T(y) =c1f1+ 2o+ -+ cafn.

Es decir, se define
1

T(vy) = Z cfi con [y]s =
Observar que si 7 = «a; para algin j con 1 < j < n, es decir, es un vector de la base

ordenada B, entonces [a;]lg =[0 -~ 0 1 0 --- 0 }T =e;, luego

T(Oéj)zﬁj Vle,,n
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Veamos que T asi definida es lineal. Sean o, n € V y ¢ € F' y sean

entonces

ca+n= Z(CCM + b;)ay;.
i=1

n

Sabemos que T'(«o) = Z a;piy T(n) = szﬂi . Ahora
i=1

i=1

n n n

T(ca+n) = Z(cai +b;)83 = Z ca;fi + Z biBi = c Z a; 3 + Z bifi = cT(a)+T(n).
=1 =1

i=1 i=1 i=1

Luego T es lineal. Por la definicién de Ty usando el teorema anterior se cumple que esta
transformacién lineal es tnica.

3.2. Nicleo e Imagen de una Transformacién Lineal

Definicién 3.2 Sean V y W espacios vectoriales y T una transformacion lineal de V' en
W. Entonces

i. El Nicleo de T, denotado por Nu(T), estd dado por el conjunto

Nu(T)={a eV |T(a)=0}.

it. La Imagen de T, denotado por Im(T), estd dada por el conjunto

Im(T)={peW|dacV con T(a)=p}.

Se llama Nulidad de T y se denota nulidad(T), a la dimension de Nu(T). Se llama
Rango de T y se denota rg(T) o rango(T), a la dimension de la Im(T).

Teorema 3.3 Sean V' y W espacios vectoriales y T una transformacion lineal de V' en
W, entonces:

i. Nu(T) es un subespacio de V.

it. Im(T) es un subespacio de W.

Demostracion:
i. Nu(T) # 0, pues T(0) =0, 0 € Nu(T). Ahora sean o, f € Nu(T) y c € F,

L

Tlca+8) " “E" cT(a)+T(B)=c0+0=0

— ca+ 3 € Nu(T).
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Luego Nu(T) es subespacio.

it. Im(T) # 0, pues T(0) = 0, esto es, 0 € Im(T). Sean ¢ € F, B1, o € Im(T), con
ay, ag €V tal que T(aq) = 1y T(ag) = Po. Ahora

cBr+ Ba = cT'(ar) + T(az) = T(car + az)

= b+ B2 =T(con + az).
Luego ¢y + B2 Im(T).

Ejemplo 3.7: Supongamos que T'(a) =0V a € V, entonces Nu(T) =V, Im(T) = {0}.
U

Ejemplo 3.8: Sea 7' : V — V tal que Ta = «a, V a € V, entonces Im(T) =V, y
Nu(T) = {0} (ver los detalles como ejercicio). [J

Ejemplo 3.9: Sea T : R® — R3 tal que

T L1
T ) = T2
I3 0

Geométricamente T proyecta todo vector del espacio sobre el plano xy. Vamos a encontrar
Nu(T) e Im(T).

Nu(T) : sea a € Nu(T) entonces T'(a) = 0, entonces

0 1 T
0 =T T2 = T2 — 21 =0yzy=0.
0 T3 0
0
Luego Nu(T) = {a € R¥ | 2, =0, 2o = 0, 23 € R} C gen 0 = S. Por otro lado
1

el vector v = cumple que T'(vy) = 0 entonces v € Nu(T), luego S C Nu(T). Asi,

_ o O

S = Nu(T), como 7y es un vector linealmente independiente entonces {v} es una base de
Nu(T).

Im(T) : Sea 8 = [y1,y2,y3]7 € Im(T), entonces existe a = [z, Ty, 23]7 € R? con
T(«a) = B, tal que
Ty T W
T To =z |=|v|,
T3 0 Ys
1 0
con lo cual y3 = 0. Por lo tanto Im(T") C gen 01,1 = L. Ahora, los vectores
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1 0
0 y 1 | pertenecen a la imagen de T" pues
0 0
1 1
T 0 =10
0 0
y
0 0
T 1 =111,
0 0

luego L C Im(T). Finalmente concluimos Im(7T) = L y como los generadores del subes-
pacio (e; y es) son vectores linealmente independientes, ellos son base de I'm/(T"). O

Observar que en el ejemplo anterior dim V' = 3, dim Im(T) = 2 y dim Nu(T) = 1, el
siguiente teorema nos establece la relacion existente, en espacios vectoriales de dimension
finita, entre la dimensién de V' y las dimensiones de la imagen y el nticleo de T'.

Teorema 3.4 Sean V' y W espacios vectoriales sobre F' y sea T una transformacion lineal
de V en W. Supongamos que V' es dimension finita. Entonces

rango(T) + nulidad(T) = dim V.

Demostracién: Sea aj,...,q; una base para Nu(T) y la extendemos a una base de
V, digamos ay, ..., Qk, Qgy1, - - ., Q. Vamos a probar que T'(ayy1), ..., T(cy,) es una base
para Im(T'). Observemos que estos vectores pertenecen a Im(T'), por lo que el subespacio
generado por ellos también, es decir

gen{T (1), ..., T(an)} € Im(T).

Sea 3 € Im(T) arbitrario entonces existe v € V' tal que T(vy) = p.
Ahora

'}/EV - ’Y—iCiO@
=1

entonces
n

T(y) = Y eT(a)

=1
n

= Z CiT(Oéi)

=1
n

= Z ciT(a)

i=k+1

y se tiene que
n

B = Z CZT(OZZ)

i=k+1
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Asi, B € gen{T(ag41),...,T(cv,)} y como era un vector arbitrario en I'm(7") resulta
Im(T) C gen{T(o+1),...,T(cw)}. Por lo tanto

Im(T) = gen{T(ay1),...,T(cn)}.

Veamos que este conjunto de vectores es linealmente independiente. Para esto, escribimos
al vector nulo como combinacion lineal de ellos, esto es,

0=cri1T(agsr) + -+ T(an) =T ( Z ciai> = T ( Z ci(xi> =0

1=k+1 i=k+1

— Z Coy; € NU(T)

1=k+1

n k
— Z G0 = Z d;o;
1=1

i=k+1

n k
1 Z C;oy + Z(-dZ)OzZ =0,
=1

i=k+1

como {a;}* , es base de V' tenemos

En particular se cumple ¢; =0 Vi=k+1,...,ny por lo tanto T (1), ..., T (ay) es
un conjunto linealmente independiente. Asi, como este conjunto también genera I'm(T)
es una base para este subespacio. Por lo tanto

dimIm(T) =n—k =n—dim Nu(T)

dimIm(T) + dim Nu(T) = n.l

Ejercicio 3.1: Demostrar el Teorema 1.9 usando este resultado.



Capitulo 4

Algebra de las transformaciones
lineales

En el estudio de las transformaciones lineales de un espacio vectorial V' sobre otro W,
es de gran importancia que el conjunto de estas transformaciones hereda una estructura
natural de espacio vectorial. Esta idea es lo que comenzaremos estudiando en este capitulo.

4.1. Espacio de transformaciones lineales

Teorema 4.1 Sean V y W espacios vectoriales sobre el cuerpo F. Sean T y U transfor-
maciones lineales de V. en W. La funcion T + U definida por

(T+U)(a) =T(a) + U(a)

es una transformacion lineal de V- en W. Si ¢ es cualquier elemento de F', la funcion
definida por

() () = T ()
es una transformacion lineal de V- en W. El conjunto de todas las transformaciones li-
neales de V- en W, junto con la adicion y la multiplicacion escalar aqui definidas, es un
espacio vectorial sobre el cuerpo F.

Demostracién: Veamos que 7'+ U es una transformacién lineal (t.1.). Sean o, § €V,
ceF,
(T +U)(ca+p) "= T(ca+ B) + Ulca + f)
PUZME e T(0) + T(B) + cU(a) + U(B)
(T( )+ U(a)) + ( (8) +U(B))
T AT+ U)@) + (T +U)(B))

Luego T+ U es transformacion lineal.

U

por

Veamos que ¢T' es una transformacion lineal (t.1:). Sean o, 5 € V., a € F

(eT)(ac+ B) "= cT'(ac + B)
Teth wl(a) + ¢T(B)
acT(a) + cT'(B)

U a(eT) (@) + (eT)(B)

o7

U

por
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Luego T es transformacion lineal.

Asi, con estas operaciones definidas sobre las trasnformaciones lineales, es posible
demostrar que el conjunto de transformaciones lineales de V' en W junto con estas dos
operaciones es un espacio vectorial (Ejercicio: ver los detalles de esta afirmacién). El vector
nulo en este espacio, es la transformacion que a todo vector de V' le asigna el vector nulo
de W.

Dados V' y W espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo, el espacio de las transfor-
maciones lineales de V' en W se representa como L(V, W), es decir

LV, W)={T:V — W tal que T es transformacién lineal}

En este espacio vectorial, los vectores son transformaciones lineales y por lo tanto, una
base serd un conjunto de transformaciones lineales. Ademas, si V' y W tienen dimensién
finita, entonces L(V, W) tiene dimension finita y su dimensién es el producto de las
dimensiones de V' y W.

Teorema 4.2 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita n sobre el cuerpo F y sea
W un espacio vectorial de dimension finita m sobre F. Entonces el espacio L(V, W) es
de dimension finita y tiene dimension n - m.

Demostracién: Sean B = {ay,...,a,} v B' = {f1,..., B} bases ordenadas de V' y W
respectivamente. Para cada par de enteros (p,q), con 1 < p <my 1 < g < n definimos
la transformacion lineal EP¢ de V en W de la siguiente manera:

EP () = {0 Z.# 4

ﬁp t=4q
entonces EP?(a;) = 8;q8,. (0;j = 1sii =7y dy; =0sl1# j, conocido como delta de
Kronecker). Estas transformaciones lineales estdn bien definidas por Teorema 3.2. Vamos
a probar que {EP9} con 1 < p < my 1l < g < n es una base para L(V, W) y asi
dim L(V, W) =m - n.

SeaT € L(V,W), como T'(c;) € W paratodo j = 1,...,n, existen escalares a;, . . ., G,
tal que
T (o) = Zamﬂp' (4.1)
p=1

Vamos a probar que T = Z Z apg .

q=1 p=1
n m
Sea U = ZZamEW, U es transformacion lineal de V' en W y veamos cudl es la
q=1 p=1
imagen de o por U para todo j = 1,...,n. Sea j arbitrario:

C = def EP e (4.1)
U(%’):ZZamEnq(O‘j) = Zapjﬁp = T(ay)
p=1

g=1 p=1
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— Uloy)=T(oy) V j=1,...,n =&

1<p<myl<q<ngenera L(V, W).
Veamos que este conjunto es linealmente independiente:

U =T. Como T es arbitraria, { E”?} con

n m

SN bEri=0 = iibpquvQ(aj)—o Vi=1,...,n.

g=1 p=1 g=1 p=1

Ahora

0=> > byE"(ej) = E;bpjﬁp — z;bpjﬁp =0, Vj=1,...,n
p= p=

qg=1 p=1
como fi, ..., Bm son base de W, resulta b,; =0 paratodop=1,.... myj=1,...,n
Luego {EP9} con 1 <p<my1l<g<mnesun conjunto linealmente independiente. Por

lo tanto, como genera el espacio L(V, W) y es un conjunto independiente, concluimos que
es base de dicho espacioy dim L(V, W) =m-n. R

Teorema 4.3 Sean V', W y Z espacios vectoriales sobre F'. Sea T una transformacion li-
neal de V en W y U una transformacion lineal de W en Z. Entonces la funcion compuesta

UT definida por
(UT)(er) = U(T(ex))

es una transformacion lineal de V en Z.

Demostracion: Sean a, f €V, c € F.

Test.l.

(UT)(ca + B8) 2 U(T(ca + B))

Uest.l.

def.

Luego UT es transformacién lineal. Il

Definicién 4.1 Si V' es un espacio vectorial sobre F, un operador lineal sobre V es
una transformacion lineal de V en V.

Observaciones:
i. SiV =W = Z en el teorema anterior, UT es un operador lineal de V' en V.

ii. L(V, V') representa el espacio de los operadores lineales de V' sobre V. En este caso,

en general UT # TU.

iii. Si T es un operador lineal sobre V', denotamos 7> =TT y T" =T ...T (n veces).

Teorema 4.4 Sea V un espacio vectorial sobre F. Sean U, T y Ty operadores lineales
sobre V' y ¢ un elemento de F'.

a. IU=UI=U.
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b. UT, +T) =UTy + UTy: (Th + To)U = TyU + ToU.
C(UT1> = (CU)Tl = U(CTl)

Demostracién:
a. Sea o« € V arbitrario

(LU)(a) = [(U(a)) = Ule) = U(I(a)) = Ul(a) = (IU)(a) = (UI)(@).

Luego UI = IU.
b. Sea o € V arbitrario

[U(Th + Ty)l(e) =

At U(T + To) = UTy + UTh.

Las demostraciones de la segunda parte de b. y del item c. quedan como ejercicio. B

Ejemplo 4.1: Sea A matriz m x n con elementos en F, sea T : F™*! — ™1 definida
por T'(z) = Az. Si B es una matriz p x m, se define U : F"™*! — FP*1 por U(y) = By.
Veamos qué aplicacién es UT":

UT(z)=U(T(x)) =U(Az) = B(Az) = BAx
Ast UT es la transformacion: “multiplicacién por izquierda por la matriz BA”. [J

Ejemplo 4.2: Sea F' cuerpo, V espacio vectorial de todas las funciones polinomiales de
F en F. Sea D el operador de derivacion y T el operador lineal “multiplicacién por z”:
(Tf)(x) =af(x). Entonces TD # DT y DT —TD = I. Veamos:

(DT)f)(x) = D(T[)(x))) = D(xf(x)) = f(x) +xf'(x)
(TD)f)(x) = T((Df)(x)) = T(f'(x)) =« ['(x)

luego, T'D # DT. Como ejercicio queda verificar DT —TD = 1. [

Recordemos el concepto de funcién inversible.

Definicién 4.2 Una funcion T de V en W se dice tnversible si existe una funcion U
de W enV tal que UT = Iy, y TU = Iy.

Sabemos que T es inversible si y solo si T es inyectiva (T'(«a) = T'(8) entonces a = f3)
y T es sobreyectiva (ImT = W). A seguir veremos que si 1" es una transformacién lineal
inversible, su inversa también es transformacion lineal.

Teorema 4.5 Sean V y W dos espacios vectoriales sobre F' y sea T una transformacion
lineal de V en W. Si T es inversible, entonces la funcién inversa T~ es una transforma-
cion lineal de W en V.
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Demostracién: Sabemos que 7" es inversible, entonces existe 77! : W — V tal que
TT' =idy y T7'T = idy. Queremos ver que T~ es transformacién lineal. Sean 3;, 32 €
W,ce Fyap,a €V tal que T(ay) = 51y T(ag) = Pa. Como T es inversible,
Tﬁlﬁl =1y T7152 = Q9. Ahora

T (e + B2) T~ (cT(ar) + T(az))
T Y T(cay + az))

= T 'T(cas+ ay))

= coq + Qo

= T B)+T ()

T P+ fa) = cT7H(B) + T (B) M

T €.

N
Il

Observacion: SiT :V — W y U : W — Z son transformaciones lineales inversibles,
entonces UT es inversible y (UT)™' = T7'U~!. Este es un resultado que tenemos del
concepto de funciones, no precisamos la linealidad para este resultado. Tampoco es preciso
probar por separado que la funcion UT es inyectiva ni sobreyectiva, basta comprobar que
T~1U~" es inversa por izquierda y derecha de UT.

Definicién 4.3 Sea T transformacion lineal, se dice que T' es no singular si T(y) =0
implica v = 0.

Esta definicién nos dice que si T es no singular, entonces el espacio nulo de T' estd
formado tinicamente por el vector nulo, esto es, Nu(T') = {0}.

Notemos lo siguiente. Si suponemos 7" inyectiva y se cumple T'(y) = 0, como 7'(0) = 0
entonces v = 0, luego T es no singular. Ahora suponemos 7" no singular, si T'(y) = T'(«)
entonces T'(y — a) = 0, como 7T es no singular esto implicay —a =007 =« y asi, T es
inyectiva. Luego concluimos que T es inyectiva si y solo si T' es no singular.

Con esta ultima definicion vamos a probar que si T es no singular entonces preserva
independencia lineal.

Teorema 4.6 Sea T una transformacion lineal de V en W. Entonces T es no singular
sty solo st, T aplica cada subconjunto linealmente independiente de V' sobre un conjunto
linealmente independiente de W .

Demostracion: Sea S un subconjunto linealmente independiente de V' arbitrario, que-
remos ver que T(S) es independiente en W. Sean /3, ..., (3, vectores distintos arbitrarios
de T'(S), entonces existen vectores ay,...,a, en S tal que T'(o;) = 3; Vi=1,...,n.
Notar que ay,...,q, son vectores independientes, ya que pertenecen a S que lo es por
hipétesis. Ahora escribimos al vector nulo como combinacién lineal de los f;:

O=c1Bi++efy = al(a)+-+ T (o)
= T(C1a1+"'+cnan)

entonces
cqoqg+ -+ ey € Nu(T)

como T es no singular resulta

ccop+--Fcpa, =0
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y como aq,...,q, son linealmente independientes, tenemos que ¢; =0 Vi=1,...,n.
Entonces fi,..., 5, es un conjunto independiente. Como es un conjunto arbitrario de
T'(S), entonces se cumple la tesis.

Reciprocamente, sea a € V tal que T'(a) = 0, es decir &« € Nu(T), queremos ver
que a = 0. Probamos por el absurdo, suponemos « # 0. Por hipdtesis T aplica cada
subconjunto linealmente independiente de V' sobre un conjunto linealmente independiente
de W, ahora si a # 0 entonces {a} es un conjunto independiente, luego {T'(«)} es un
conjunto independiente y como T'(a)) = 0, entonces {0} es un conjunto independiente, lo
cual es absurdo. El absurdo provino de suponer que o # 0. Por lo tanto Nu(T) = {0},
asi T' es no singular. W

En general, de lo estudiado en cursos anteriores, sabemos que una funcién puede ser
inyectiva sin ser sobreyectiva o ser sobreyectiva sin ser inyectiva. Vamos a ver que en
el caso de transformaciones lineales sobre espacios de dimension finita, si el espacio de
partida y el de llegada tienen igual dimension, estos conceptos son equivalentes por lo que
podremos garantizar que la transformacion lineal es inversible.

Teorema 4.7 Sean V y W espacios vectoriales de dimension finita sobre el cuerpo F
tal que dimV = dimW. Si T es una transformacion lineal de V' en W, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. T es inversible
1. T es no singular

1i. T es sobreyectiva

Demostracién: Supongamos n = dimV = dim W. Si T es no singular, entonces
dim Nu(T) = 0. Por Teorema 3.4

dim Im(T) + dim Nu(T) = dimV = dimIm(T) =dimV = dimW

entonces dim Im(T) = dim W, luego Im(T) = W y por lo tanto T es sobreyectiva.
Reciprocamente, si T' es sobreyectiva entonces Im(7T) = W, entonces por Teorema 3.4
resulta dim Nu(T) = 0, luego T es no singular. Asi, hemos probado la equivalencia
entre los items (ii.) y (iii.) del teorema, esto es, T' no singular equivale a 1" sobreyectiva.
Sabemos que una funcién es inversible si y solo si ella es inyectiva y sobreyectiva. Como
T inyectiva equivale a T no singunlar, queda probado el teorema.

Teorema 4.8 Sean V y W espacios vectoriales de dimension finita sobre F tal que
dimV = dimW. Si T es una transformacion lineal de V' en W entonces son equiva-
lentes las siguientes afirmaciones:

1. T es inversible

it. Si{o,...,an} en una base de V, entonces {T(c),...,T(a,)} es una base de W.

Demostracion: Suponemos T inversible, esto equivale por teorema anterior, a que T
es no singular. Asi si {ai,...,a,} es base de V' entonces es un conjunto linealmente



4.2 Representacion de transformaciones lineales por matrices 63

independiente y por Teorema 4.6, tenemos que {T'(c),...,T (o)} es un conjunto con n
vectores independientes en W, entonces son una base para este espacio.
Ahora suponemos que {ay, ..., a,} en una base de V, entonces {T'(a1), ..., T(ay)} es

una base de W, asi dim Im(T) = dim W, por lo tanto T es sobreyectiva, esto equivale a
T inversible.

4.2. Representacion de transformaciones lineales por
matrices

Sean V' y W espacios vectoriales sobre I’ de dimension n y m respectivamente. Sea
B ={ai,...,a,} base ordenada de V'y B’ = {f,...,Bn} base ordenada de W. Si T es
una transformacién lineal de V' en W, entonces T' queda univocamente determinada por
su efecto en la base. Ahora, como T'(o;) € W Vj = 1,...,n, existen unicos escalares a;;
tal que

T(ij) :Z&ijﬁi VJ = 1,...,n
i=1

esto es
alj

[T'(e))z =
Qmyj
Definicién 4.4 Sea A matriz m X n cuyas columnas de la primera a la ultima en ese

orden estdn dadas por los vectores [T'(ay)]s, [T(a2)|sr,. .., [T (an)]s . Llamaremos a la
matriz A matriz de T respecto al par de bases B y B’ y la denotaremos como

[T g

A seguir, vamos a estudiar cémo la matriz A determina la transformacién T'. Sea
a € V, entonces existen unicos x1,...,x, € F tal que

a= Z:Ejaj, (4.2)
j=1

esto es,
I

[a]y =

Tn
Aplicando T en (4.2) obtenemos:
T(a) =Y x;T(0j) = x; (Z %‘52) = (Z az‘jl‘j) Bi,
j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1
notemos que si

T(Oz):ch-ﬁi con ;€ FVi=1,...,m,

i=1
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por la unicidad de los escalares cy, ..., ¢, obtenemos

n
C; = E Q5T = a;1T1 + apre + ...+ @y, Vi= 1,...,m.
j=1

Asi, el elemento i-ésimo de la matriz de coordenadas de T'(«) en la base B’ es el escalar
n

Z a;jz;. Observar que esta sumatoria representa el producto matricial de la fila i-ésima
j=1
de la matriz A por el vector columna [a]g, por lo que podemos escribir

[T()ly = Alals = [T]sw [a]3
Enunciamos lo desarrollado aqui en el siguiente teorema:

Teorema 4.9 Sean V y W espacios vectoriales de dimension n y m respectivamente sobre
F. Sea B base ordenada de V' y B’ base ordenada de W. Para cada transformacion lineal
T de V en W, existe una unica matriz m X n, cuyos elementos pertenecen a F', tal que

[T(a)]s = [T]ps (o5

para todo o € V.

Demostracion: La existencia de la matriz ya lo desarrollamos, falta ver la unicidad. Para
esto suponemos existe C' matriz m x n con elementos en F' tal que

[T(a)]z =Clalg YVaeV
Ccomo
T(a)|lg = [T)ppa]ls YaeV
restando ambas expresiones obtenemos
(C—[T)pp)|a)g =0 YVaeV
entonces
C = [T]Bﬁ’

y se verifica la unicidad. B

Observacion 1: Si V' = W podemos tomar B = B’ y en tal caso la matriz de respecto a
las bases ordenadas se denota [17]3.

Observacion 2: Si se cambia la base, la matriz de T respecto a las bases ordenadas
cambia.

Ejemplo 4.3: Sea T : R? — R? tal que T(z,y) = (z,0). Sea B = {e1,ea} y B = B/,
queremos hallar [T]g.
Primero encontramos los escalares para escribir la imagen de e; como combinacién lineal

de la base B'.
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T'(e1) = aney + agiex = (ay, as)
aplicando T' al vector
T(er) = (1,0)

entonces a;; = 1, ag; = 0. Buscamos los escalares para escribir la imagen de e, como
combinacion lineal de la base B’.

T(e2) = ajner + ages = (a12, ass)
aplicando 1" al vector
T(QQ) = (07 0)

entonces aio = 0, agy = 0.

Finalmente

10

[T]Bz[o !

} O

Teorema 4.10 Sean V' y W espacios vectoriales de dimension finita, T, U € L(V, W),
B y B’ bases ordenadas de V y W respectivamente y ¢ € F. Entonces [¢T + Ulgzn =
c[Tze + [Ulzs

Demostracién: Veamos la columna j-ésima de la matriz [¢T + U]gs/, para esto usaremos
el Ejercicio 1.2 (Propiedad de matriz de coordenadas)

([T + Ulss); = [(cT'+ U)(ey)ly = [cT(a;) + Uley)]s
[T (aj)]w + [U(a;)]s
[T (o)l + [U(a)]s
([T]se); + ([Ulsw);
= c([T]sp + [Ulss);
Como esto se cumple para todo j = 1,...,n, entonces

[T + Ulpy = c[T]pp + [Ulpy . A

Ejemplo 4.4: Sea V = Pj5 el espacio formado por los polinomios con coeficientes en
R de grado menor o igual a 3, junto con el polinomio nulo y D el operador derivacion,
B ={1, z, 2%, 23} = {1, a2, a3, a4} una base ordenada de V. Vamos a hallar [D]s.

D) =
D(z) =

D(z?) =

0
1
2x
322

OO = O

-a1+0-
cay+0-
o+ 2-
'061+0'

Oé2+0'
OéQ—I—O'
042+0'
@2+3'

oz +0-
ag+0-
CK3+0'
a3+0-

Qy
o7}
Oy
o7}
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— [D]B =

o O OO
o O O
S O N O
o w o o

Ejemplo 4.5: Sea T : R*> — R? como en el Ejemplo 4.3, T(z,y) = (z,0). Sea B =
{e1,e2} y B'={(1,1),(2,1)}. Vamos a calcular [T]|gs:

T(el) = CL11(1, 1) + CL21<2, 1) = (CL11 + 2@21, a1 + CL21).
Aplicando T al vector e; obtenemos

T(er) = (1,0)

entonces (1,0) = (aj1 + 2a91, ai1 + as1). Operando algebraicamente resulta a;; = —1'y
as; = 1. Por otro lado

T(eg) = ara(1,1) + ax(2,1) = (a12 + 2 ag, a12 + a22)
Aplicando T al vector e; obtenemos
T(GZ) = <07 O)

entonces (ajs + 2as, ajs + aze) = (0,0). Operando algebraicamente resulta ajo = 0y
azy =0,

= [T]%/:{_i g]D

Vimos que cuando dos transformaciones lineales se suman, la matriz que la representa
es la suma de las matrices que representa a cada una. ;Qué pasara cuando se componen
transformaciones lineales? Esto es lo que nos dice el siguiente teorema:

Teorema 4.11 Sean V., W y Z espacios vectoriales de dimension finita sobre el cuerpo
F. Sea T una transformacion lineal de V- en W y U una transformacion lineal de W en
Z. 51 B, B, yB" son bases ordenadas de V, W y Z respectivamente entonces

[UT gz = [Ulprpn[T] 3.
Demostracion: Sea a € V, entonces por Teorema 4.9

[T(a)]s = [T]sz[a]s (4.3)

[U(T())]pr = [Ulgrsn [T()]s = [Ulprsn [T]pp [a]s. (4.4)

Comparando los extremos de esta igualdad resulta

U(T(a))lsr = [Ulps[T)sp[a]s VaeV.
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Luego por la unicidad de la matriz se tiene que

[UT]psr = [Ulss [T]ps .M

Supongamos que Ty U son operadores lineales sobre V. Sea B una base ordenada de
V, representaremos 1" y U matricialmente en esta base ordenada. Por teorema anterior
tenemos
[UT]s = [Ul3[T]s (4.5)
Si asumimos que T es inversible y U = T~ !, entonces UT = id = TU es el operador
identidad en V' y
[UT)g = [id]s = I (matriz identidad n x n), (4.6)

B
entonces de las igualdades (4.5) y (4.6) obtenemos

UlsT)s = I
=  [Us = (T]s)"

Como U = T resulta
[T s = ([T]s)"" .M

A seguir estudiaremos la relacion existente entre las matrices que representan a una
transformacién lineal en distintas bases.

Teorema 4.12 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre el cuerpo F y sean

B ={a,...,a,} y B ={a),...,al,} bases ordenadas de V. Supongamos que T es un
operador lineal sobre V. Si P = [Py ... P,] es la matriz n X n de columnas P; = [o]3,
entonces

[T)g = P~ [T P.

Mds ain, si U es el operador lineal sobre V definido por U(c;) = o

j’ Vj — ].,...777/
entonces

[T)s = [U5" [T]s [Uls.
Demostracion: Sea « € V, por Teorema 1.12 existe A matriz n X n inversible tal que
[OC]B/ =A [C(]B (47)

donde A es la matriz cuya columna j-ésima es [a;]z. Como T'(a) € V, tenemos el mismo
resultado

[T(a)]s = A[T(a)]s. (4.8)
Por otro lado por Teorema 4.9
[T(a)]s = [T]s [ (4.9)
igualando las ccuaciones (4.8) y (4.9) resulta
[T)s [ = A[T(a)]s (4.10)
y por (4.7) y el andlogo a (4.9) con la base B tenemos
[T]s Alals = A[T]s [a]s (4.11)
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entonces
At [T]g/ A[Oz]g = [T]B[Oé]g VaeV

AT g A = [T)s,

llamando P = A~! y operando algebraicamente obtenemos

[T)g = P~ [T P.

Sea ahora U tal que U(a;) = o V j =1,...,n. Sabemos que o = sz‘j% entonces

i=1
n

Ulay) = Zpijai. Por lo tanto, [U]s = Py finalmente se cumple
i=1

[T]ar = [U]3" [T]s [U]s. W

Ejemplo 4.6: Volviendo al Ejemplo 4.3, en el cual T es el operador lineal sobre R? tal
que T'(xq1,x2) = (21,0) con B la base ordenada canénica, vimos que

10
Supongamos que B = {(1,1),(2,1)}, la matriz
1 2
r=[ ]

cumple [a]p = P[a]s/, entonces por teorema anterior

[T)g = P~ [T P.

Asi, como

tenemos

-1 2 10 1 2 -1 -2
[T]B’—[ 1—1“0 0“11}_[ 1 2]
Podemos comprobar que esto es correcto, pues:

= (1,00 = (=1- (1,
1 0 1

T(1, 1
) = (20 = (-2

1
(2,

Definicién 4.5 Sean A y B dos matrices cuadradas n X n sobre F'. Se dice que B es

semejante a A sobre F si existe una matriz inversible P n X n sobre F' tal que B =
PAPL
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Observacion: Si V' es un espacio vectorial de dimensién n sobre F', B y B’ son dos bases
ordenadas de V', entonces para todo operador lineal 7" en V' se cumple que las matrices
[T)g y [T]# son semejantes.

Ejercicio 4.1: Probar que la semejanza entre matrices n X n sobre F' es una relaciéon de
equivalencia.

4.3. Isomorfismo

Definicién 4.6 Sean V' y W espacios vectoriales. Una transformacion lineal T : V — W
es un tsomorfismo si T es biyectiva. St existe un isomorfismo T de V en W, se dice
que V. y W son isomorfos y se escribe como V = W.

Los espacios isomorfos son muy ttiles, pues es como si fueran “iguales” algebraicamen-
te, a pesar de que sus elementos y las operaciones definidas en ellos sean muy diferentes.
Asi, es posible estudiar propiedades en algunos espacios que luego se cumpliran en los
espacios isomorfos.

Ejercicio 4.2: Probar que el isomorfismo entre espacios vectoriales es una relaciéon de
equivalencia.

Ejemplo 4.7: Los espacios vectoriales V = R?® y W = P, son isomorfos. Para probar que
esta afirmacion es verdadera, debemos encontrar una transformacion lineal biyectiva de
R3 en P,. Sea T : R® — P, la transformacién lineal definida por: dado @ = (a, b, c) € R3,

T(a) = az® + b + c.

Es facil ver que T es lineal (ejercicio). Para ver que es biyectiva (o inversible), basta
ver que es no singular o sobreyectiva pues V' y W tienen dimensién finita y se cumple
dimV = dimW (por Teorema 4.7). Veamos que es no singular, sea « € Nu(T) con
a = (a,b,c) entonces

T(a) =0 = ax® + bz +c,

asia=0,b=0y c=0. Luego Nu(T) = {0} y por lo tanto T es no singular. Asi, queda
probado que T es un isomorfismo. [

El siguiente teorema nos dice que cuando dos espacios vectoriales tienen la misma
dimensién, ellos son isomorfos y esto fue justamente lo que vimos en el ejemplo anterior.

Teorema 4.13 Sean V' y W espacios vectoriales sobre F' de dimension finita con dimV =
dim W . Entonces V. y W son isomorfos.

Demostracién: Sean {ay,...,a,} y {B1,..., 5.} bases de V' y W respectivamente, en-
tonces por Teorema 3.2 existe un unica transformacién lineal T : V. — W tal que
T(o;) = p; Vi=1,...,n. Falta probar que T' es biyectiva y para ello es suficiente probar
que es no singular (por Teorema 4.7). Sea o« € Nu(T), esto es T'(«) = 0. Por otro lado
como « € V existen escalares cq,...,c, tales que
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n n

a = Zci a = T(a)= ZCZ‘T(%‘)

i=1 i=1

= i C,;T(Oéz‘),
=1

= Z ¢ Bi
i=1

y como T'(c) = 0 resulta

n
0= Z ¢i Bi.
i=1
Ahora fi,..., 3, es un conjunto linealmente independientes por lo que

CiIO VZ:l,,n

Luego Nu(T') = {0}. Asi T es un isomorfismo entre V' 'y W y se cumple que V' y W son
isomorfos. Il

Estudiaremos ahora transformaciones lineales que tienen la propiedad de preservar
longitud de vectores.

Definicién 4.7 Sean V y W espacios con producto interno, una transformacion lineal
T:V — W recibe el nombre de isometria, si

Tl =lo] V eV

Observar que en la definiciéon anterior, la norma usada depende de la definicién de
producto interno definido en cada espacio. Utilizamos la misma notacién por simplicidad,
pero no necesariamente corresponde a la misma norma.

Observacion: Si T es una isometria de V' en W, entonces

T () =T = [IT(e = B)|| =l = Bll, YVe,f eV

por lo tanto
1T(a) =T =lla=Bll, Va,5eV

es decir, una isometria preserva la distancia entre vectores.

Teorema 4.14 Sean V' y W espacios con producto interno sobre R, o, 8 € V y T :
V. — W wuna isometria, entonces

(T'(e), T(B)) = (a, B),

es decir, una isometria preserva el producto interno.
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Demostracion: Por observacion anterior sabemos que

[T () = T(B)]| = || — B] (4.12)
Ahora
(T'(a) = T(B), T(er) = T(B))
T ()|]> =2 (T(), T(B)) + [|IT(B)]I?
ol =2 (T (a), T(8)) + |8]I?

1T(a) = T(B)|[*

Por otro lado
<05_B, Oé—6>
ol =2 (a, ) + B

y como se cumple (4.12), igualamos ambas expresiones y obtenemos

[l = BIP?

lal[* =2 (T (), T(8)) + 181" = llo* = 2 (e, B) + 18]I

Finalmente se cumple



Capitulo 5

Autovalores y Autovectores

5.1. Autovalores y Autovectores

Probablemente unas de las matrices méas sencillas para trabajar, ademéas de las que
son multiplos de la identidad, son las matrices diagonales. Una matriz diagonal tiene la
siguiente estructura:

dy 0 - 0
D = 0
: 0
0 - 0 d,
Sea T € L(V,V) con V espacio vectorial de dimensién n. Si podemos encontrar una
base ordenada B = {ay,...,a,} de V tal que [T]g = D, podriamos obtener informacién

respecto de T' de manera muy simple. Por ejemplo su nicleo, imagen, si la transformacion
es inversible, entre otras.

Entonces surge una pregunta ;sera que todo operador se puede representar en alguna
base como una matriz diagonal?. Si esto no es asi, ;para qué operadores existe esta base?,
,como se encuentra?. Vamos a ir respondiendo estas preguntas a lo largo de este Capitulo.

Comenzamos con algunos conceptos que seran fundamentales para el desarrollo de los
temas que abordaremos.

Definicién 5.1 Sea V' un espacio vectorial sobre F' y T un operador lineal sobre V. Un
autovalor de T o valor propio de T es un escalar X € F' tal que existe un vector no
nulo a € V' con T(a) = Aav. St A es un autovalor de T entonces:

i) Cualquier « € V no nulo tal que T'(a) = A, se llama autovector de T o vector
propio de T asociado al autovalor .

it) La coleccion de todos los « tales que T(a) = A se llama espacio propio de T o
autoespacio de T

i1i) El par (A, «) se llama autopar de T.

Observacion 1: Si T es cualquier operador lineal y A un autovalor de T entonces el
conjunto

Sy={aecV|T(a)= A}

72
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es un subespacio de V. Veamos esto: Sy # 0, pues 0 € Sy. Ahora, si a,5 € Sy yce€ F,
entonces

T(ca+ B) =cT(a)+T(B) =cha+ A3 = Aca + )
luego ca+ 5 € S).

Observacién 2: Si (A «) es un autopar de T, se dice que A es autovalor de T con
autovector asociado a y que « es autovector de T' con autovalor asociado A.

Ejemplo 5.1: Sea V = R? y T(x1,23) = (21, —22), entonces T'(1,0) = (1,0). Asi, (1,0)
es autovector de T' con valor propio asociado A = 1. El vector (0,1) ;jserd autovector de
T?

T(O7 1) = (07 _1) = (_1)(07 1)

entonces (0, 1) es autovector de T' con autovalor asociado A = —1. O

Teorema 5.1 Sea T un operador lineal sobre un espacio V de dimension finita sobre F
y sea A un escalar en F'. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) X\ es un autovalor de T.

i1) El operador T'— Xid es singular. (No inversible)

Demostracién: Veamos que ¢) implica ii). Suponemos A autovalor de 7', entonces existe
a €V con a # 0 tal que

T(a) = M.
Ahora
T(a) = <= T(a) — A =0
— (T'-Xd)(a) =0

= «a € Nu(T — \id)

Asi T — Xid es singular.

Reciprocamente, suponemos que el operador 7" — \id es singular, entones existe un
vector o no nulo en V' tal que (T — A\id)(«) = 0, pero esto equivale a que T'(«a) = A,
luego A es autovalor de 7. B

Sabemos que dado T operador lineal sobre V' espacio vectorial de dimensién finita
y B una base ordenada de V, existe la matriz [T]g = A que representa a T en la base
ordenada B. Ahora T'— Aid es inversible si y solo si A— \AI es inversible, o equivalentemente
T — X\id no inversible si y solo si A — A\I es no inversible, entonces existe x vector no nulo
que es solucion del sistema homogéneo asociado a la matriz A — A\I. Asi podemos definir
el concepto de autovalor y autovector en matrices.

Definicién 5.2 Si A es una matriznxn sobre ', un autovalor de A o valor propio de A
es un escalar N € F' tal que existe un vector no nulo a € F™ con Aa = Aa. El vector o
se llama autovector de A o vector propio de A.
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Ejemplo 5.2: Sea A = {i g] Vo= [ _1 ], ahora

6 5 -1 | -1
4 5 1| 1|
Asi Aa = a, entonces a es un autovector de A asociado al autovalor A = 1.0

Ahora, volviendo a nuestra discusién sobre T' y la matriz que la representa en una
base ordenada, observemos lo siguiente: si (A, «) es autopar de T entonces

[T(@)]s = [Mals = Aa]s

ademas

[T(@)]s = Alo]s

siendo A = [T]g, luego
A[Oz]g = )\[Oé]g.

Asi, si A es autovalor de T, también lo es de la matriz que representa a 7" en la base B,
por lo tanto vamos a concentrarnos en encontrar los autovalores de las matrices. Ahora
nos preguntamos ;cémo encontramos los autovalores de A7, esto lo vemos en el siguiente
teorema.

Teorema 5.2 Sea A matriznxn. Entonces A es autovalor de A siy solo si det(A\[—A) =
0.

Demostracion: \ es autovalor de A si y solo si existe @ € F™ no nulo tal que Aa = A«
— Aa—AMa=0<= (A-AN)a=0<= Ja#0cona e Nu(A—A) < A—- A
es no inversible <= det(A — A\) =0 <= det(A\l — A) =0. &

Observar que de la demostracién del teorema anterior tenemos que si A es autovalor de
A, entonces existe un vector no nulo « tal que o« € Nu(A — AI). Asi este subespacio no
esta formado solo por el vector nulo.

Definicién 5.3 Sea A matriz n x n,
pa(A) = det(N — A)

recibe el nombre de polinomio caracteristico de A.

Volvamos al Teorema 5.2 considerando esta definicion. Este teorema nos dice que, A
es autovalor de A si y solo el polinomio caracteristico evaluado en ese valor de A se anula,
es decir, es raiz del polinomio caracteristico. Por esto, un autovalor también es llamado
raiz caracteristica.

Sabemos que dada T" € L(V,V) con V espacio vectorial de dimensién finita y B y
B’ dos bases ordenadas distintas de V', las matrices [T]s y [T]s son semejantes. Ahora,
icudl de ellas nos permite hallar los autovalores de T'? La respuesta nos la da el siguiente
teorema:

Teorema 5.3 Las matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico.
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Demostracion: Sean A y B matrices n X n y supongamos que son semejantes, entonces
existe P matriz n x n inversible tal que A = PBP~!. Ahora

pa(\) =det(\[ — A) = det(\] — PBPY)
—  det(P(\M — B)PY)
= detPdet (M — B) detP~!
= det (A — B)
= pe(A)

pa(A) =pp(A). A

Ejemplo 5.3: Sea T el operador lineal sobre R? representado en la base canénica por la
matriz
0 -1
St

. Esta matriz A tiene autovalores? ;Cémo los encontramos? De acuerdo al Teorema 5.2,
debemos encontrar las raices del polinomio caracteristico:

Al

]Mu):daQJ—A):‘[_1A

-

Ahora A\? +1 # 0 para todo A € R, asf este polinomio no se anula en R. Luego A no tiene
autovalores sobre R.

Por otro lado si U es el operador lineal sobre C? representado en la base candnica por
la matriz A, entonces pa(\) tiene raices en C y son Ay =iy Ay = —i. { Como encontramos
los autovectores asociados a estos autovalores?.

Comenzamos con \;. Sabemos que si A\; es autovalor de A entonces existe un vector
a no nulo tal que v € Nu(A I — A), asi, lo que debemos buscar es el conjunto solucién
del sistema homogéneo asociado a la matriz \;I — A. Recordemos que por definicién lla-
mamos a este subespacio autoespacio de A\ y lo denotamos S, .

Sy, ={a| (MI —A)a=0}

AJ—A:[ i?} - il}

-1 1 100
asi )
QJ—AMzoﬁé[éé} z}:o
entonces _
w+y=0 = y=—ir.
Luego

oun{[ 2] am o) omnf] 1]}
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Veamos ahora el caso con \y. Aqui buscamos el conjunto solucion del sistema homogéneo
asociado a la matriz Ao — A, es decir, buscamos el autoespacio de Ay el cual denotamos S, .

Sy, ={a | (Al — A)a =0}

—i 1 i1
M_A:[q —i] ~ { 0 o]

asi
—7 1 T
(/\Q—A)a_0<:>{ 0 O}L/}_O
entonces
—x+y=0 —= y=1x.
Luego

s -{[ 2] nrec)-u{[1]} 2

Ejemplo 5.4: Vamos a hallar los autovalores y autovectores de A

3 1 —1
A=12 2 -1
2 2 0
A—3 -1 1
pa(\) = det(A — A) = —2 A=2 1 ||l=(A=1)N\-2)?
—2 -2 A
entonces Ay =1y Ay = 2.
Sy ={a](MI—-Aa=0}
-2 -1 1 -2 -1 1 -2 —-11
MI-A=| -2 -1 1 ~ -2 =21 ~ 0 -1 0
-2 =21 0O 00 0O 00
entonces
2¢+y—2 = 0 = z=2=x
Y =0
1
Sy ={(z,0,22)" | z€C} =gen 0
2



5.1 Autovalores y Autovectores 77

entonces
—r—y+z = 0 = y=x
—2zx4+z = 0 = z=2x
1
Sy, = {(z, z,22)" | x €C} =gen 1 .gd
2

Ejercicio 5.1: Sea T : R? — R? el operador lineal definido por T'(z,y) = (x,2y). Hallar
los autovalores de T' y sus respectivos autoespacios.

Resumiendo: ;como encontramos los autovalores y autovectores de una matriz A?
i. Hallamos pa(A\) = det(A I — A).
it. Calculamos las raices de pa(A).

i7i. Resolvemos el sistema (A I — A)a = 0, para cada A raiz de ps(A).

El siguiente teorema nos da informacion respecto a como es el conjunto formado por
autovectores asociados autovalores distintos.

Teorema 5.4 Sea A matriz n X n y sean Ai,...,\, autovalores distintos de A con
A1, ..., SUS rTespectivos autovectores. Entonces oy, ..., es un conjunto linealmente
independiente.

Demostracién: La prueba serd hecha por inducciéon sobre m. Si m = 1, el conjunto
formado por a; es independiente ya que por ser autovector es no nulo. Suponemos que
se verifica la hipdtesis inductiva, esto es, suponemos el teorema se cumple para m — 1,

asi si A\,..., \_1 son autovalores distintos de A, entonces aq, ..., q,,_1 es un conjunto
linealmente independiente. Vamos a probar que el teorema se cumple para m autovecto-
res aq, . .., Q,, asociados a autovalores diferentes. Consideremos la siguiente combinacion
lineal

ciay + -+ epa, =0 (5.1)

entonces premultiplicando a ambos lados de la igualdad por la matriz A obtenemos
Alcron + -+ - + ¢pay) =0

distribuyendo resulta

ciAag + -+ Ao, =0 (5.2)
como (\;, ;) es autopar de A Vi =1,...,m, tenemos
Aoy + -+ e Aoy, = 0. (5.3)

Ahora, multiplicando (5.1) por A,

CIARQL + -+ e A = 0
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y restando la ultima igualdad a (5.3) resulta:

Ci<)\m - )\i) a; =0,
i=1
como g, . .., ,_1 son autovectores asociados, cada uno, a autovalores diferentes, por H.I.
son linealmente independientes, luego

Ademas los autovalores son todos distintos, por lo tanto A,, # \; Vi =1,....,m — 1,
entonces
g=0Vi=1,...,m—1.

Sustituyendo el valor de cada ¢; para i =1,...,m —1 en (5.1) resulta
Cm Qi = 0,
como «,, # 0 por ser autovector, entonces ¢, = 0. Por lo tanto ay, ..., a;,, es un conjunto

independiente como queriamos probar.

Vamos a considerar el polinomio caracteristico de una matriz. Dada A matriz n x n,

- a1 —Qa12 Tt —A1n
—a A—a
pa(\) = det(\I — A) = . -

—a, . A\ — an,

Desarrollando y agrupando convenientemente este determinante, obtenemos el siguiente
polinomio en \:

PAN) = N+ by A by,

Teorema 5.5 Toda matriz A n X n tiene ezactamente n autovalores en C y a lo sumo n
autovalores sobre R.

Demostracion: Por lo desarrollado, sabemos que
pA(>\> =\" + bn_l/\n_l + -4+ bo.

Luego pa(A) es un polinomio de grado n, asi sabemos que tiene exactamente n raices en
C y a lo sumo n raices sobre R, por lo tanto A tiene exactamente n autovalores en C y
a lo sumo n autovalores sobre R . ll

Definicién 5.4 Supongamos que A1, ..., N\, son todas las raices distintas de pa(\) con
multiplicidad 11, . .., T, tal que pa(N\) puede factorizarse como

paN) = (A =A)" . (A= A)™

Los nimeros naturales ry . .., 1, se llaman multiplicidad algebraica de los autovalores
Ay ooy A TeESpPectivamente y los denotamos mas(N;) =r; Yi=1,...,m.

Ejercicio 5.2: Probar que dada A matriz n x n triangular superior (6 inferior), entonces
sus autovalores son los elementos de la diagonal. (Notar que la multiplicidad algebraica de
un autovalor determina la cantidad de veces que dicho autovalor aparece en la digonal).
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5.2. Diagonalizacion

Definicién 5.5 Una matriz A n X n se dice diagonalizable si es semejante a una
matriz diagonal, esto es, existe P matriz n x n inversible y D matriz n X n diagonal tal

que A= PDP~!.

Definicién 5.6 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita. Un operador lineal T so-
bre V' se dice diagonalizable, si existe una base B de V tal que [T]z es diagonalizable.

En lo que sigue a esta seccién estudiaremos condiciones bajo las cuales una matriz es
diagonalizable, ya que de la definiciéon anterior, para decidir si un operador es diagonali-
zable basta realizar el estudio en su representacién matricial.

Definicién 5.7 Decimos que A matriz n X n tiene un conjunto completo de auto-
vectores si ella tiene n autovectores linealmente independientes.

Teorema 5.6 Una matriz A es diagonalizable si y solo si tiene un conjunto completo de
autovectores.

Demostracién: Suponemos A diagonalizable, entonces existe P matriz inversible y D
matriz diagonal tal que A = PDP™! esto es, AP = PD. Consideremos P = [P, ... P,],
con P; columna i-ésima de P, notar que P; # 0 para todo ¢ = 1,...,n por ser columnas
de P. Ahora

AP =[AP, ... AP)] (5.4)

ademads se cumple

dy, 0 0
AP =PD=1P,...P,) 0 T = dubPr . daP. (5.5)
0 0 dpm

De las ecuaciones (5.4) y (5.5) obtenemos
AP = dP; i=1,...,m,

por lo tanto P; es un autovector de A asociado al autovalor d; Vi = 1,...,n. Como
Py, ..., P, es un conjunto linealmente independiente (pues corresponden a las columnas
de una matriz inversible), se cumple que A tiene un conjunto completo de autovectores.

Reciprocamente, supongamos que P, ..., P, es un conjunto completo de autovectores
de A con autovalores asociados Aq,..., \,, respectivamente. Sea P una matriz cuyas co-
lumnas corresponden a los vectores P, ..., P, en ese orden, esto es, la columna i-ésima de
PesP,Vi=1,...,n. Observar que P es inversible pues sus columnas son linealmente in-
dependientes. Ademas sea D una matriz diagonal tal que para todoi =1,...,n el elemen-
to situado en la posicion i, corresponde al autovalor \;, es decir, d; = \; Vi=1,...,n.
Ahora
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luego

AP=A[P,...P)=[AP,... AP, ) =[MPi ... \,P, ] =[P, ...

entonces

AP=PD <= A=PDP!

Luego A es diagonalizable. Il

Ejemplo 5.5: Consideremos la siguiente matriz

1 —4 —4
A= 8 —11 -8
-8 8 5
Vamos a ver si A es diagonalizable,
A—1 4 4
pa(A) =det(N — A) = -8 A+11 8
8 —8 A—5
asi Ay =1 con mas(A1) =1y Ay = —3 con mas(A2) = 2.

Ahora

Sy, = Nu(MI—A)=Nu(l — A) ={a|(I — A)a =0}

0 4 4 8 -8 —4 8
I — A= -8 12 8|~ 10 4 4 1 ~ 10
8 —8 —4 0 4 4 0
entonces
1
Nu(MI — A) = Nu(l — A) = gen 2
-2

El otro autoespacio:

W
$
O O N
o = O

Sy, = Nu(Agl — A) = Nu(—31 — A) = {«a| (-3 — A)a = 0}

—4 4 4 —4 4 4
3] —-A=| -8 8 8 | ~ 0 0 0
& —8 -8 0 0O
entonces
1

Nu(Aol — A) =Nu(—-31 — A) = gen

O =

1
~ 10 0 0
0

O = =
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Luego, uniendo los vectores de ambos autoespacios, podemos afirmar que encontramos 3
autovectores de A que son linealmente independientes, por lo tanto A es digonalizable.
Construyamos Py D,

111 1 0 0
P=| 210|yD=]0 -3 0
—2 0 1 0 0 -3

Realizando las operaciones correspondientes se comprueba que A = PDP~1. [

Para el siguiente teorema necesitamos la siguiente definicién. Dada A matriz n x n
sobre C se define la matriz transpuesta conjugada de A y la denotamos A*, a la matriz
cuyo elemento ij satisface: (A*);; = (A);;. Diremos que A es unitaria si A*A =1 = AA*,
es decir, A* es la matriz inversa de A.

Teorema 5.7 (triangulacién de Schur) Toda matriz A € C™*" es semejante a una
matriz triangular superior. Mds ain, existe U matriz unitaria n x n (no inica) y T
matriz triangular superior (no iunica) tal que U*AU =T con t;; autovalor de A para todo
1=1,...,n, donde t; es el elemento i—ésimo de la diagonal de T.

Demostracion: Probamos este teorema usando induccién sobre n. Suponemos n = 1,
entonces A = [a1], si tomamos U = [1], entonces U* = [1], asi U*AU = [ay1| = T, se
verifica trivialmente. Por hipdtesis inductiva suponemos que el teorema se verifica para
matrices de dimensién (n — 1) x (n — 1). Vamos a probar para matrices de dimensién
n x n. Sea A € C™" entonces podemos garantizar que tiene al menos un autovalor,
en particular en este cuerpo tiene exactamente n (contando multiplicidades). Sea (A, «)
un autopar de A y sin pérdida de generalidad suponemos « unitario (dado un vector no
nulo, lo dividimos por su norma y encontramos un vector unitario). Como « # 0 (es

autovector), podemos extenderlo a una base ortonormal de C", digamos o, vy, ..., v, 1.
Definimos V' = [vy ... v,_1], es decir V' es una matriz n x (n — 1) cuyas columnas son los
vectores vy, ...,v,—1 y sea Uy = [a V] matriz n X n cuyas columnas son a, vy, ..., Uy 1.

Notar que la matriz U; es unitaria (verificar). Ahora

* a*AMa V]:{Q*Aa a*AV} 65.5)

* _ Q _
UlAUl_{V*]A[O‘ V]_{V*A V*Aa V*AV
Analicemos las componentes de la matriz en bloque obtenida:

V.arAa = a*(Aa) = Aafa = N|afP = A

vy v 0
V. V*Aa =V*(Aa) = A\Va = A : a=\ : =|: | =]0
Un—1 Up—1 Q¥ 0

V. V*AV € CtDxn=1) “entonces se cumple la hipdtesis inductiva, 3 U, T e Cln=Dx(n-1)
con U*U = I y T matriz triangular superior con t; autovalor de V*AV tal que

UVAVU =T.
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Asi, reemplazando en (5.6) tenemos

(5.7)

Ul*AUlz{)\ ozAV}

0 UTU*

Ahora definimos la siguiente matriz en bloque

1 0
U2_|:0 U:|7

Uy € CY" y cumple que U;U, = [ (verificar). Premultiplicando Uy AU; por Us y
posmultiplicando por U,, resulta

1 0][AaAV][1 0] [X AV ][1 0] [\ a*AVU
0 U* 0 UTU* o U| |0 TU* oU| |o T '

Luego -
U U AU U, = { A ot AVU }

0 T

A a*A~V(~]

Llamando U =U,Uy, y T = {0 7

} , tenemos que U € C"*" es unitaria, pues

UU* = LU U =1 = UU* =1

y T es una matriz triangular superior en C"*". Asi, existe U unitaria tal que U*AU =T,
como A y T son semejantes tienen los mismos autovalores y por ser T matriz triangular,
sus autovalores son los elementos de la diagonal (ver Ejercicio 5.2), por lo tanto, t; es
autovalor de A paratodoi=1,...,n.

Al finalizar la seccion anterior, definimos el concepto de multiplicidad algebraica del
autovalor de una matriz, como la multiplicidad del autovalor como raiz del polinomio
caracteristico. A seguir vamos a definir otro concepto asociado a los autovalores y luego
estableceremos la relacion entre ellos usando el teorema anterior.

Definicién 5.8 Sea A matriznxn y A autovalor de A, se llama multiplicidad geométri-

ca del autovalor )\ y la denotaremos mga(N), a la dimension del autoespacio asociado
a \. Simbdlicamente mga(N\) = dim Nu(A — A).

Observacién: Para todo A autovalor de A se cumple 1 < mga(A) <ny 1l <mas(A) <n.

A continuacién queda este ejercicio para pensar, que usaremos en la demostracion del
siguiente Teorema:

Ejercicio 5.3: Dada A matriz m x n, Py ) matrices inversibles n X n y m X m respec-
tivamente, entonces rg(A) = rg(AP) = rg(QA) = rg(QAP).

Teorema 5.8 Sea A € C"™ y X autovalor de A, entonces mas(A) > mga(N).
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Demostracién: Sea A autovalor de A y supongamos que maa(\) = k. Por Teorema
5.7, dada A existe T" matriz triangular superior n X n y U matriz unitaria n x n tal que
U*AU = T. Como T no es unica, en particular podemos asumir que tiene la siguiente
estructura en bloque:

A% e %

. JATRRVAY kxk _ 0 . o
T—|: 0 T22:| con 11, €C , T = Lo, ,

0O --- 0 )\

Tyy € Cv=R)x(n=k) triangular superior, Tyy € CF)*k v 0 € CH*(=k) Asi, X es autovalor
de T1; y por lo tanto no puede ser autovalor de Tsy, entonces es distinto a todos los
elementos de la diagonal de T5,. Ahora

rg(AM — A) =rg( A\l —UTU*) =rg(UN —T)U*) =rg(A\ —1T)

observar que para la ultima igualdad usamos el ejercicio anterior.

Por otro lado
M =Ty —Th2

A -T= 0 M — Thy

como A no es autovalor de Ty entonces Al — Tyy es una matriz inversible, ya que ningun
elemento de su diagonal es nulo. Recordar que los autovalores de las matrices triangulares,
son los elementos de la diagonal (Ejercicio 5.1). Asi, rg(A —Ta) =n—k =n—maa(N).
Ademas Al — T como minimo tiene la cantidad de filas linealmente independientes que
tiene A\l — Th , por lo cual

Asi tenemos
rg( Al — A)=rgNI —=T) >rg(A] —Ty) =n—k=n—mas(A\)

rg( Al — A) > n —maa(N). (5.8)

Por otro lado
dim Im(ANI — A) +dim Nu(AN] — A) = n, (5.9)

como rg(Al — A) = dimIm(A — A) y dim Nu(A — A) = mga(\) , sustituyendo en la
igualdad (5.9) tenemos
rg(Al — A) + mga(A) =n

despejando y usando la desigualdad (5.8) resulta
mga(A) =n—rg(Al — A) <n —n-+mas(\) =mas(N)

mga(A) < maa()). N

La igualdad de estas multiplicidades, se verifica bajo ciertas hipdtesis. A seguir vamos
a estudiar algunos resultados que necesitaremos para su demostracién.
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Lema 5.1 Sean A € C™*", \y,..., \x autovalores distintos de A y W1, ..

j—1

., Wy los auto-

espacios asoctados a \; para v =1,... k, entonces W; N Z W; ={0} para j =2,... k.

i=1

Demostracion: Usaremos induccion sobre k. Si k = 2 tenemos que ver que W7 N W, =
{0}. Sea v € Wy N Wy entonces o € Wy y a € Wy, como W; = Nu(\NI — A) Vi = 1,2,

entonces Aa = \ja y Ao = Aqa, asi
()\1 — )\Q)Oé =0

como por hipdtesis A\; # Ay entonces o = 0. Luego W7 N W,y = {0}

Asumimos que se cumple la hipdtesis inductiva, esto es, suponemos que el lema vale para
Wh, ..., W, autoespacios con t < k — 1. Resta ver que se cumple para k autoespacios. Sea

« en la interseccion, esto es

k—1 k—1
aeWiNY W, = acWyyacd Wi

i=1 =1

Como a € Wy, se cumple
Ao = Mo
k—1
como « € Z W; tenemos
i=1

a=w;+---+w,1, con w,eW; Vi=1,... k—1
premultiplicando por A ambos lados de esta ultima igualdad resulta
Ao = Awy + - + Awp_y
entonces usando (5.10) y que w; € W; parai =1,..., k — 1, se sigue
A = AWy + -+ + Ap_1Wg_1.

Ahora multiplicando (5.11) por A, y restando a (5.12) resulta

N

-1

=1

sacando el ultimo término de la sumatoria y despejando, obtenemos

k-2
(A = Ap—1)Wp—1 = Z()‘z — M) w.

i=1
como \; # \; Vi # j se cumple

k—2

w1 € Wip_1 N Z W,

=1

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)
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luego por hipétesis inductiva concluimos que wy_; = 0, sustituyendo este valor en (5.13)

tenemos la siguiente igualdad
k—2

0= (A — ), (5.14)
i=1
despejando wj_o de esta sumatoria por el mismo desarrollo anterior resulta wg_o = 0.
Continuando con este proceso, llegaremos a que w; =0V i=1,...,k—1, entonces « =0
y queda demostrado el lema. l

Lema 5.2 Sean A € C™", \i,..., A\x autovalores distintos de A y Wy, ..., Wy los res-
pectivos autoespacios. STW = Wi+ ---+ W, entonces dimW = dimWi+---+dim W,.
Mas aun, si B; es una base de W; para todo i = 1,... k entonces B = UleBZ- es una

base de W .

Demostracion: Como antes, probaremos este lema usando induccion sobre k. Si k =
1, nada que probar, se verifica trivialmente. Suponemos que el lema vale para k£ — 1
autoespacios, esto es dim (W, +- - -+Wy_1) = dim(Wy)+- - - +dim(Wy_,) y UF- B, es una
base para Wi+ - -+Wj_1 . Vamos a probar para k autoespacios. Como W = Wi+---+ W,
entonces

dim(W) = dim (i Wl) = dim (% W; + Wk>

i=1 i=1

i=1 i=1

usando la hipétesis inductiva y el Lema 5.1 obtenemos

W)

k—1
= Z dim (
i=1
k
= Z dim (
i=1
Asi concluimos que

dim(W) = Z dim (W;) .

Veamos ahora que UF_;B; es base para W. Por hipétesis inductiva Uf:_fBi es base para
Wi+ .-+ Wy_1. Ahora

Sean aq,...,a, y Bi,..., [0 vectores arbitrarios de Uf:_fBi y B, respectivamente, vamos
a probar que el conjunto formado por ai,...,qa., B1,...,5; es un conjunto linealmente

independiente. Asi,
T

t

=1 =1
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entonces .
D difi=-) co (5.15)
i=1 i=1
Luego
t k—1
Zdzﬂi € WkﬂZVVz‘ = {0}
i=1 =1
por lo tanto

t
> difi=0 = di=0Vi=1,.t

i=1
sustituyendo en (5.15) tenemos

T

Y =0 = ¢=0Vi=1..r

i=1

Finalmente, concluimos que oy, ..., a,, B1,..., 5 son independientes. Como son vectores
arbitrarios, resulta que U¥_B; es un conjunto linealmente independiente en . Ademas

k
por tener Z dim(W;) = dim W elementos, este conjunto es una base de W. l
i=1

Ahora si estamos en condiciones de estudiar bajo qué condiciones se cumple la igualdad
entre las multiplicidades de un autovalor.

Teorema 5.9 Sea A € C"*" es diagonalizable si y solo si mas(X) = mga(X), para todo
A autovalor de A.

Demostracion: Supongamos que A es diagonalizable y sean Ay, ..., \; todos los autova-
lores distintos de A con W7, . .., W) sus respectivos autoespacios. Queremos ver que para
todo autovalor las multiplicidades coinciden. Por Teorema (5.8) sabemos que

mga(A;) <maa(N)Vi=1,... k.

Como A es diagonalizable tiene un conjunto completo de autovectores, esto es, podemos
encontrar un conjunto de autovectores de A que son base para C", entonces si B; es base
de W; para todo i = 1,...,k, Uf B, es base para C". Asf

n = dimNu(AMI—A)+---+dimNu (M — A)
< maas(A1) + - +maa(A) =n,

k

observar que Zma 4(A;) = n, pues es la suma de las multiplicidades como raices del
i=1
polinomio caracteristico. Volviendo a la expresién obtenida en (5.16) obtenemos

mgA()\l) + o+ mgA()\k) = maA()\l) + o+ maA()\k)
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entonces
k

Z(m%(}‘i) —mga(X;)) =0.

=1

Como cada término de la sumatoria es no negativo, se cumple
maa(A;) —mga(Xi) =0, Vi=1,... k.
Asi finalmente tenemos
maas(A;) =mga(Ni), Yi=1,... k.

Reciprocamente, suponemos maa(A;) = mga(X;), Vi=1,... k. Por Lema 5.2, sabemos
que si B; es base de Nu(\I — A) para todo i = 1,...,k, entonces U'_B; es base de
k

Z Nu(MI — A) y por el mismo lema, se cumple que
i=1

dim (Z Nu(M\I — A)) = ngA()\i) = ZmaA()\i) =n

entonces UY_, B; es base para C". Asi encontramos una base para C" formada por auto-
vectores de A. Luego A es diagonalizable. B

Ejemplo 5.6: Sean

-1 -1 =2 1 -4 -4
A= § —-11 -8 |, B= 8§ —11 -8
-10 11 7 -8 8 O

Si calculamos los polinomios caracteristicos de cada una de ellas, observamos que coinci-
den, esto es:

pa(N) = p(\) = A +5X2+3X —9 = (A— 1)(A+3)%

Luego los autovalores son dos: Ay = 1, Ay = —3. Sus multiplicidades algebraicas son:
maa(A1) =mag(A) =1y maa(r2) = map(A2) = 2.

Nos preguntamos ahora si estas matrices son diagonalizables. Para esto, de acuerdo al
teorema anterior, debemos ver la multiplicidad algebraica y geométrica para cada auto-
valor. Si coinciden para todos los autovalores, entonces la matriz es diagonalizable. Sin
hacer ninguna cuenta, jcudl es mga(A1) y mgp(A1)? Encontrando los autoespacios para
cada caso se observa que

mga(A) =1 maa(A) =1, mgp(A1) =1 mag(A) =1
mga(A2) =1 maas(A2) = 2, mgp(Aa) =2 mag(Ag) =2

entonces, podemos decir que A no es diagonalizable y B si es diagonalizable. []

Pregunta para pensar: Si una matriz sobre C tiene todos sus autovalores distintos. ; Es
diagonalizable o no?
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A continuacion estudiaremos algunas propiedades que se cumplen en matrices her-
mitianas. Recordamos que una matriz A € M,,«,(C) es hermitiana si A* = A. Para
las demostraciones de los dos teoremas que siguen necesitaremos el siguiente resultado y
consideraremos el producto interno candnico sobre C:

Proposicién 5.1 Sea A matriz hermitiana n x n. entonces
(Aa, B) = (o, AB) Ya, p € C".
Demostraciéon: Sean «, [ € C" arbitrarios

(Aa, B) = f*Aa = f*A*a = (AB)'a = (a, A). B

Teorema 5.10 Sea A matriz hermitiana n X n, entonces todos sus autovalores son reales.

Demostracion: Sea A autovalor de A con autovector asociado «, entonces

(Aa, a) = (A, a) = Ma, a) = M|a|? (5.17)
(a, Aa) = (a, Aa) = M a, a) = M|a[*. (5.18)

De la Proposicién 5.1, tenemos que las expresiones obtenidas en (5.17) y (5.18) son las
mismas, por lo tanto se verifica la siguiente igualdad

Allal[* = Allaf?,

como o # 0 por ser autovector, resulta A = A, entonces A € R. Como A es un autovalor
arbitrario, queda probado el teorema.

Teorema 5.11 Sea A matriz hermitiana nxn. St A\ y Ag son autovalores distintos de A,
entonces Nu(MI —A) L Nu(AI — A), es decir, los autoespacios asociados a autovalores
diferentes son ortogonales.

Demostracién: Sean o € Nu(MI — A) y B € Nu(Al — A). Como Ay # Ay, podemos
asumir A\; # 0 entonces

A 1 1
= — = — =—(A
<O~/a B> )\l<a/’ /B> )\1<>\1(1/, ﬁ> )\1< «, 5)
1 1 A2
/\_1<Oé, Aﬁ> >\_1<Oé, )\25> /\_1<Oé7 ﬁ>
juntando los extremos de esta igualdad obtenemos
A
(a, B) = /\—l(a, B) (5.19)

si suponemos que («, 8) # 0 de (5.19) resulta que A\; = Ao, lo cual es absurdo pues
contradice la hipétesis. Por lo tanto (a, f) = 0. Como a y f son arbitrarios queda
probado el teorema. H
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Definicién 5.9 Sea A matriz real n xn, A se dice ortogonalmente diagonalizable si
existe QQ matriz ortogonal n xn (QQT = I)y D matriz diagonal nxn tal que A = QDQT.

Ahora si vamos a enunciar la propiedad que cumplen las matrices simétricas, que es
el objeto de estudio de esta seccion.

Teorema 5.12 Sea A matriz real n X n. La matriz A es simétrica si y solo si es ortogo-
nalmente diagonalizable.

Demostracion: Supongamos que A es ortogonalmente diagonalizable, entonces A =
QDQT con @ matriz ortogonal n x n y D matriz diagonal n x n. Entonces

T=(QDQ")" =(Q")'D'Q"T =QDQ" = A

luego A es simétrica.

Reciprocamente, asumamos que A es simétrica. Para la demostracién usaremos induccion
sobre n. Para n = 1, se verifica trivialmente, basta tomar Q = [1] y D = A. Por hipdtesis
inductiva suponemos que el teorema se cumple para n — 1, es decir que si una matriz
(n—1) x (n—1) es simétrica, entonces es ortogonalmente diagonalizable. Vamos a probar
el teorema para matrices simétricas n X n. Sea (A, u;) un autopar de A con u; unitario
(;por qué podemos garantizar la existencia de 7). Dado u; completamos a una base

ortonormal de R", digamos uy, us, . . . , u,. Este conjunto cumple u} u; = 0 para todo i # j
v ulu; = 1 para todo i = 1,...,n. Definimos V matriz n x (n — 1) cuyas columnas estdn
formadas por los vectores us, us, ..., u, en ese orden y (J; matriz n X n cuyas columnas
estan formadas por los vectores uy, us, ..., u, en ese orden, esto es )1 = [u; V]. Observar

que QTQ, = I, asf Q; es ortogonal. Operamos matricialmente
ul
QF{AQl = { VIT 1 Aluy V]
T
= [ ;IT } [Auy AV]

- [ up } Dy AV]

VT
| Adu wf AV
N A\NVTu, VTAV

Notar que QT AQ; es una matriz simétrica, ademas ufu; = 1, VIiuy = 0 y vl AV =
ul ATV = (Au))TV = MV = 0. Asi, uniendo los extremos de estas 1gualdades N
sustituyendo convenientemente tenemos

A 0
QA= 5 yray |

Ahora VT AV es una matriz simétrica (n—1) x (n— 1), por lo tanto se cumple la hipétesis
inductiva, entonces existe Q) matriz ortogonal (n — 1) x (n — 1) y D matriz diagonal
(n—1)x (n—1) tal que VTAV = QDQT, sustituyendo en la expresién matricial anterior
resulta
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Ahora
A 0 |10 A0 1 0
o aner|=Lo )0 5[0 &)
llamando Lo v o
o-[38] o33
resulta

TAQ1 = Q:DQ] = QjQ1AQ1Q>=D.

Observar que Q2QF = I y tomando Q = Q,Q, tenemos que QQT = Q1Q.Q3 QT = I, asi
(2 es una matriz ortogonal. Luego existe () matriz ortogonal y D matriz diagonal tal que

QTAQ = D, o equivalentemente A = QDQT.

Observacion: Si A es simétrica entonces por teorema anterior tenemos

Q"AQ =D
o lo que es equivalente
AQ =QD (5.20)
Si llamamos ¢; para i = 1,...,n las columnas de ) y \; para ¢ = 1,...,n, los elementos
de la diagonal de D
M 0 - 0
0 :
Al o oql=1la - @l |
: 0
0 -~ 0 )\,
entonces como hicimos en el Teorema 5.6, resulta Ag; = \;q; paratodo¢ =1,...,n. Luego

las columnas de () corresponden a autovectores de A con los elementos de la diagonal de
D sus respectivos autovalores asociados.

1 -1
-1 1
vamos a buscar las matrices () y D garantizadas por el teorema. Para esto debemos hallar
los autovalores de A y las bases para los respectivos autespacios.

Ejemplo 5.7: Sea A = , A es simétrica. Usando la observacion anterior,

paN) =(A =12 =1=2(\-2)
Asi Ay =0y Ay = 2. Ahora

Sy, = {xeR¥ |z =2 = gen{(1,1)T}
Sy, = {xeR?¥ |z =—-2} = gen{(1,-1)T}



5.2 Diagonalizacién 91

Por Teorema 5.11, sabemos que los autoespacios son ortogonales entre si, por lo tanto,
si tomamos los vectores de la base de cada autoespacio entre ellos son ortogonales. Para
construir () solo falta que cada uno sea unitario, por lo que normalizamos los vectores,

SUNE)

fSeefSy

luego

Sl

Para construir la matriz D, se debe cumplir que el primer elemento de la diagonal co-
rresponda al autovalor asociado a ¢q; y el segundo elemento de la diagonal corresponda al
autovalor asociado a ¢y, asi

D= {0 0 } o

0 2



Capitulo 6

Formas Bilineales: Formas
Cuadraticas

6.1. Formas Bilineales

El tema central de este capitulo son las formas cuadréaticas. Antes de abordar su
estudio haremos una breve introduccién sobre las formas bilineales, que son soporte de
nuestro objeto de estudio.

Definicién 6.1 Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo F y [ una funcion que a cada
par de vectores «, 5 de V' le asigna un escalar f(«, 3) de F. Se dice que f es una forma
bilineal sobre V' si se verifica:

i. flcan +ay,B) =cf(ar,B) + flaa, B), Var, a0, BEV, c€F.
7. f(()é,dﬁl +52) - df(oz,ﬂl) + f(a,BQ), Va,ﬁl,ﬁg € V, d S F.

Observaciones:

1. Podemos decir que f es una forma bilineal en V si para cualesquiera «q, as, O,
P €V ye deF secumple

flear + ag,dBy + B) = cdf(au, B1) + cf (i, B2) + df(az, B1) + f(az, Ba).

2. Si f es una forma bilineal entonces
= (0,8) =0= f(e,0), pues
f(0,8) = f(0+0,8) = f(0,8) + f(0,8) = 2f(0,8) = f(0,53) = 0.
De manera andloga se prueba f(c, 0) = 0.
= f(=a,8) = (=1)f(a,B) = f(a,—B).

3. El conjunto de todas las formas bilineales, que denotaremos B(V'), es un espacio
vectorial sobre F' respecto a las operaciones usuales de suma de funciones y producto
de un escalar por una funcion.

92



6.2 Expresion analitica de una forma bilineal 93

Ejemplo 6.1: Sea f : R? x R? — R tal que a cada par de vectores x, y € R? le asigna
el valor

f(x,y) = 3z1y1 — 621Yy2 + brayr + 4woys,
f es una forma bilineal sobre R2.
Veamos, sean X,z,y € R? y ¢ € R, ademds suponemos x = (11,23), z = (21,22), ¥ =
(y1,92), asl cx+2z = (cxy + 21, T + 29)

flex+z,y) = f(lcar+ 21, caz+ 22),y)

3(cxy + 21)y1 — 6(cxy + 21)y2 + 5(cwg + 20)y1 + 4(cxs + 22) Yo
c(3z1y1 — 6212 + dxoyr + 4x2y2) + 321y1 — 621y2 + S2oyn + 42010
= Cf(X, Y) +f(Z, Y)

Sean x,y,w € R? y d € R y suponemos x = (21,72), ¥y = (y1,¥2), W = (wy,ws), asf
dy +w = (dy; + wy, dys + ws)

f(x,dy +w) = f(x, (dy1 + w1, dys + w2))
= 3.’1)1(613/1 + wl) — 61’1(dy2 + UJQ) + 5£C2<dy1 + wl) + 4$2<dy2 + 'w2)
= d(3z1y1 — 621Y2 + 5x2y1 + 4T2Yys) + 3x1w1 — 621Wws + Hrow; + dxows
= df(X, Y)+f(xv W)

Ejemplo 6.2: Los productos internos sobre R son formas bilineales sobre R.

Ejemplo 6.3: Sea A € F™™. Entonces f : F" x " — F, f(x,y) = x Ay es una
forma bilineal sobre F™.

6.2. Expresion analitica de una forma bilineal

Definicién 6.2 Sea B = {ay,...,a,} una base ordenada de V' espacio vectorial de di-
mension n. Sea a;; = f(oi,a5) para i = 1,...,n yj = 1,....,n. La matriz A cuyos
elementos son los escalares a;; se llama matriz de f respecto a la base B y se denota

[f]s-

Ejemplo 6.4: Sea f la forma bilineal dada en el Ejemplo 6.1. Si B = {e1, e} es la base
ordenada canénica de R?, entonces

f(x,y) = 3z1y1 — 6212 + Sroyr + 422ys,

apn =f(er,e1) =3
arp =f(e1,e2) = —6
ag =f(ez,€1) =5
a23 —f(€2, 62) =4

Observacion: Si se cambia la base, la matriz de f respecto a B, esto es [f]g, también
cambia.
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Teorema 6.1 Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo F y sea f:V XV — F una
forma bilineal. St V' tiene dimension n y B = {aq,...,a,} es una base de V entonces
para todo v, €V

FOr,8) =015 [f]5 [Bls.

Demostracién: Dados v, 8 € V sean

x1 Al
Vs =| : y Bz =
Tn Yn

Luego por ser f una forma bilineal
=1 7j=1 =1 j=1
= Z Z ziy; [ (i, )

i=1 j=1

F(v.8) = s [f]5 (5]

Definicién 6.3 Dado V' espacio vectorial sobre el cuerpo F', f : V xV — F una forma
bilineal y B = {ay, ..., a,} una base ordenada de V, la expresion f(v,8) = [Y|% [f]» [B]»
se llama expresion analitica de f.

Ejemplo 6.5: Sea f : R? x R? — R la forma bilineal sobre R3 definida por

f(x,y) = 221y1 — 3T1Y2 + Toy1 + 621y3 + 4T3y2 — T3y3

para X = (5517172,%3)7 y= (3/171/2,y3)-

Tomemos B la base canénica de R?, si x, y € R?, entonces

2 =3 6
Xz =x, [yls=y v [fla=]|1 0 0|,
0 4 -1

luego, siguiendo el teorema, la expresion analitica de f estd dada por: f(x, y) = [x]% [f]3 [y]s =
x"[flzy.

Observacion: Si A € M,,»,(F) es una matriz tal que para todo v, 5 € V se cumple
f(v,8) =[]} A[B]s con B = {ay,...,a,} base ordenada de F", entonces a;; = f(a;, ),
esto es [f]lg = A. Veamos esto:

flai, o) = ([f]fﬂ)z‘j
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flai, a;) =loi]g Alay)s = €] Ae;

ayp -0 Aip

Ap1 - Qpp
:[aﬂ 075 ain] €;
:aij

luego [f]z = A.

En el siguiente teorema veremos la relacién que existe entre las matrices que represen-
tan una forma bilineal en distintas bases.

Teorema 6.2 Sea V un espacio vectorial sobre F' de dimension finita y sean By y By
bases ordenadas de V. Sea f : V x V. — F una forma bilineal, si A es la matriz de
cambio de base de Bs a By entonces

[fls, = A" [f]s, A.
Demostracién: Por la observacion anterior, basta ver que f(a, 8) = [a]f, (AT [f]s, )
para todo «, 8 € V. Recordando, del Capitulo 1 seccién 4 se cumple A [« ]32 = [ als,

A[Bls, = [A]s,. Ahora

[0]%, (AT [fls, A) [Bls, = (Ala]s,)" [f]s, (A[B]s,)
= [a, [f]s.[Bls,
= f(OZ,/B)
.. f(aaﬁ) = [a]gz (AT [.ﬂB1 A) [/8]32 VO&, 6 eV
luego [f]s, = AT [f]s, A. B

Corolario 6.1 La expresion analitica de una forma bilineal es independiente de la base
del espacio vectorial considerada.

6.2.1. Formas bilineales simétricas y antisimétricas

Definicién 6.4 Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F y f :V xV — F una
forma bilineal. Se dice que f es simétrica si f(a, §) = f(B, «) para todo «, f € V. Se
dice que f es antisimétrica si f(a, B) = —f(B, a) para todo «, 5 € V.

Observacion 1: Toda forma bilineal se puede escribir como la suma entre una forma
bilineal simétrica y otra antisimétrica. Pues

f(aaﬁ)—i_f(B?a) f(a76>_f<ﬁaa)

fla,p) = LD 1G0T D) -

llamando fi(«, 3) = f(e,5) —g f(8,0) y fala, B) = (@ B) ; f(ﬁ,a)’ resulta
PP (LS (EXRICES —; f@h)
fQ(OZ,ﬁ) _ f(a7ﬁ) B f(ﬁ,Oé> — _f(ﬁ7a _ f(Oé,ﬁ) — —fg(ﬁ,Oé>.

2 2



6.3 Formas cuadraticas 96

Ast fi(a, B) = f1(B, ) y fala, B) = — f2(B, ). Luego fi es simétrica y fo antisimétrtica.

Observacion 2: Los conjuntos de las formas bilineales simétricas y antisimétricas son
subespacios del espacio B(V'). (Ejercicio)

Observacion 3: Sea V' espacio vectorial de dimensién finita, f : V x V — F una forma
bilineal y A la matriz de f respecto a alguna base de V', entonces

1. f es simétrica si y solo si A es simétrica. (Ejercicio)

2. f es antisimétrica si y solo si A es antisimétrica. (Ejercicio)

6.3. Formas cuadraticas

Definicién 6.5 Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Se llaman formas cuadrdti-
cas definidas en' 'V a las funciones Q : V. — F tal que Q(a) = f(a,a) Ya € V, donde
f:V xV — F es una forma bilineal simétrica.

Ejemplo 6.6: Si V es el espacio vectorial de las funciones continuas en [0, 1] sobre R, la
funcion f: V x V — R definida por

con ¢(t), h(t) € V, es una forma bilineal simétrica. La forma cuadratica asociada a f es
la aplicacién

Ejemplo 6.7: Sea f : R? x R? — R la forma bilineal simétrica definida mediante la
expresion
f(x,y) = 8z1y1 — 31y2 — 3z2y1 + 52240

La forma cuadratica asociada a f es la aplicacién Q : R? — R dada por la siguiente
expresion
Q(x) = 8z] — 6x115 + 5.

En el Teorema 6.1, vimos que si f es una forma bilineal sobre un espacio vectorial de
dimensién finita, podemos representarla por una expresion analitica.

Fla, )= aiay;
i=1 j=1

con B una base ordenada del espacio vectorial, [flg = A, [a]g = %, (X); = 2y, [B]s =y,
(y);j =y;, paratodoi=1,...,nyj=1,...,n.

En lo que sigue estamos interesados en las formas cuadraticas definidas sobre R™. Asi,
si f es una forma bilineal simétrica sobre R”, la forma cuadratica asociada esta dada por

la expresion
Q(X) = Z Z Qi TiTj

i=1 j=1
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o equivalentemente

Q(x) = x' Ax,
donde A = [f]s, B es la base ordenada candnica de R" y x € R™. Ahora como f es
simétrica entonces A es simétrica; luego volviendo a lo estudiado en el Capitulo 5, Teorema
5.12 tenemos que existe @ € M,,«,,(R) matriz ortogonal y D € M, «,(R) matriz diagonal
tal que

A=QDQ",
asi,
Q(x) =x7QDQ"x (6.1)
y llamando v = Q7x y sustituyendo en la expresién anterior tenemos
Q(v) = v Dv. (6.2)
Como D es diagonal y sus elementos de la diagonal son los autovalores de A, llamando
M O - 0
0 - . U1
0 o
0 0 A\
podemos reescribir (6.2)
A0 0
0 .
AQv)=vIDv = [v - v, ]
0 v
0 0 A !
(%1
== [)\lvl T /\nvn] :
U,

=1

Q(v) = Z Aiv2 (6.3)

En lo que sigue, vamos a aplicar lo que desarrollamos para formas cuadraticas para estu-
diar ecuaciones cuadraticas.

Primero recordemos que una ecuacién cuadratica en varias variables, es una expresién de
la forma

x'Ax+Bx+c=0 (6.4)

con A € M,x,(R), B € R™*" ¢ € R. Ahora, en nuestro desarrollo vamos a considerar la
ecuacién cuadratica sin término lineal, pues del anélisis a este término y realizando opera-
ciones algebraicas convenientes, podremos tranformar la expresién (6.4) en una ecuacién
mas simple de resolver. Se deja como ejercicio, realizar este desarrollo.
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Asi, una ecuacion cuadratica sin término lineal, es una expresion de la forma

x! Ax = d, (6.5)
o equivalentemente
Z Z Qi TiT5 = d. (66)
i=1 j=1

Si A es simétrica, al término de la izquierda de la ecuacién anterior, podemos interpretarlo
como la forma cuadrética de una forma bilineal simétrica. Asi hallando ) matriz ortogonal
n X n, D matriz diagonal n x n tal que A = QDQ? y haciendo el cambio de variable
v = QTx, es posible reescribir la ecuacién cuadratica (6.6) como

> Al =d. (6.7)
=1

Luego dependiendo de los valores de \; Vi =1,...,n y de d es posible estudiar y describir
el conjunto solucion de esta ecuacion en las variables v; Vi =1,...,n.

. . 1L . (%1
Para ejemplificar esto tltimo vamos a considerar el caso n = 2. Tomando v = [ }
U2

la ecuacién (6.7) puede ser escrita como:
)\1’0% + )\2@% =d (68)

. Qué representa esta ecuacion? Dependiendo de los valores de A, Ay vy d quedan deter-
minadas las distintas cuddricas en R? respecto a las variables v; y vy, es decir, podemos
determinar cudl es la naturaleza de la cénica. Por ejemplo, si A\;, Ao y d son todas cons-
tantes positivas (mayores estrictas a cero) o todas constantes negativas (menores estrictas
a cero), la ecuacién anterior representa una elipse o un circulo. Si A; y Ay son ambas no
nulas y tienen signos distintos signo, representa una hipérbola. Asi, variando estas cons-
tantes, obtenemos los distintos conjuntos solucién para la ecuacién (6.8), que pueden ser
las diferentes cuadricas o también el conjunto vacio.

Veamos algunas observaciones de lo desarrollado hasta aqui:

Observacion 1: En la ecuacién (6.6) las variables del problema estan representadas por

los x; Vi = 1,...,n. Alli aparecen los productos cruzados de las incognitas, esto es, los
términos x;z; con ¢ # j, mientras que en la ecuacién (6.7) las variables estdn dadas por
los v; Vi = 1,...,n, y en esta nueva expresion no aparecen los productos cruzados de

las variables, es decir, los términos de la forma v;v; con ¢ # j, por lo que resulta menos
complejo analizar este nuevo problema.

Observacién 2: El cambio de variables que hacemos esta dado por v = Q7x, o equiva-
lentemente, x = Qv. Si qy,...,q, corresponden a las columnas de ) de la primera a la
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ultima en ese orden, podemos escribir el cambio de variables anterior como

U1
x=[o @l | i | =va v
U,
entonces
X=v1q1+ -+ UnQn- (69)
Ahora como ¢y, ..., q, forman una base para R™ (pues son n vectores de R" linealmente
independientes), si llamamos B’ la base ordenada formada por los vectores ¢, ..., q, en
ese orden, de la expresion (6.9) resulta
U1
[X]ﬁl - )
Un
es decir, los escalares v, ..., v, son las componentes de x en el nuevo sistema de coorde-

nadas formado por la base ordenada B'.

6.3.1. Ecuacién cuadratica en R?

En lo que sigue estudiaremos ecuaciones cuadraticas para el caso n = 2. Por lo de-
sarrollado antes, debemos hallar la matriz simétrica asociada a dicha ecuacién, veamos
esto: Una ecuacién cuadritica en R? es una expresién de la forma

az? + bryzs + x5 = d. (6.10)

Sabemos que la expresién analitica de una forma cuadratica es

2 2

Q(x) = Z Z ;T

i=1 j=1

2 2
= a7 + Q1201T2 + A21T221 + Q2275
como A es simétrica A;5 = As; entonces:

2 2
Q(X) = 1174 + 2@12111’2 + A22T5.

Volviendo a (6.10) e interpretando el lado izquierdo como la forma cuadratica, podemos
igualar esa expresién con esta ltima y asi obtenemos

2 2 2 2
axy + b.’Elxz + CTry = A1177 + 2@12(13133’2 + 22T
por lo tanto

ann =

Q12

Dol

Q22 =
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Luego la matriz simétrica asociada a la ecuacion cuadratica (6.10) es:

A=y ]

Ejemplo 6.8: Considerar la ecuacién cuadrdtica: z? — 2x179 + 23 = 1. Determinar el
lugar geométrico que ocupan los puntos que satisfacen esta ecuacion.

nic
O Nl

Debemos encontrar la coénica representada por esta ecuacién. Por lo desarrollado hasta
aqui, lo primero que debemos hacer, es hallar la matriz simétrica asociada a la forma
cuadratica

Q(x) = 2% — 22,29 + 3.

Por lo que acabamos de analizar resulta

1 -1
A= { o } .
Ahora debemos hallar los autovalores y los autovectores para encontrar las matrices D y

0.

pA()\):det()\[—A):det({)\Il AilD —(A—1)?—1=AA-2),

entonces Ay = 0y Ay = 2. Ahora por el Ejemplo 5.7

Sy, = Nu(0I — A) = {x € R? | 1 = 25} = gen{(1,1)"}
Sy, = Nu(2I — A) = {x € R? | z; = —a5} = gen{(—1,1)"}

] s o=[08]

ahora llamando v = Q”x, la ecuacién en el nuevo sistema es

entonces

il

Ovi + 203 =1

o equivalentemente

2
20§:1<:>|v2|:£

2

esta ecuacion representa una conica degenerada: dos rectas paralelas al eje v por vy = \/75 y
Vg = —‘/75. Analicemos ahora qué representa el nuevo sistema de variables vy, vy respecto
al sistema original de variables z1, 5. Por lo desarrollado en la observacion 2 de esta
seccion, la base para el nuevo sistema estd dada por la columnas de () y esta matriz es
una matriz de rotacién en sentido antihorario por un dngulo de 7 /4 radianes, por lo que el
nuevo sistema corresponde a una rotacion de 7 /4 radianes en sentido antihorario respecto
al sistema original.

A continuacién representamos graficamente el conjunto solucién. En la figura estan
dibujados en linea continua negra los ejes cartesianos en las variables xy, xo en linea
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punteada verde los ejes del sistema en las variables vy, vy en azul las rectas paralelas con
ecuaciones vy = ‘/75 Y Vg = —\/75 que corresponden a las rectas o =11 — 1y xo =27 + 1
respectivamente. Observar que la ecuacion cuadratica

22— 2mxg + 15 =1
puede ser pensada también como la ecuacién cuadrética
2
($1 — .CIZ'Q) = 1,

despejando de esta iltima expresion, obtenemos las ecuaciones de las rectas xo = 1 — 1
y x5 = x1 + 1. Graficamente:

Figura 6.1: Ejemplo 6.8

Volvamos a la matriz ortogonal () para el caso 2 x 2. Sabemos que debe cumplirse

QQT = 1. Asi si
a b
o= [0 ]
entonces
T__a bl[a c___l 0 ]
QQ__C d{|b d] |0 1]
y _ - ; _ ;
T~ | a ¢ a b| |10
QQ__b d|{|lc d] [0 1]
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entonces det(Q) =1 6 det(Q) = —1 y ademds resulta el siguiente sistema de ecuaciones
a? +b* =1
ac+bd =0
cA+di=1
A+ =1
V+d*=1
ab+cd = 0.
Resolviendo este sistema obtenemos que |a| = |d| y |b| = |¢| con la condicién que ab = —cd
y ac = —bd. Surgen varias posibilidades pero agregamos una condiciéon: pedimos que ()
tenga determinante positivo, asi det(Q)) = 1. Eligiendo la siguiente matriz
a —b
-5 ]

(la otra posibilidad para ) es una matriz semejante a esta) como a®+b? = 1, tenemos que
(a,b) pertenece a la circunferencia unitaria centrada en el origen de coordenadas, entonces
existe un unico 6 € [0, 27) tal que a = cos(f) y b = sen(#), luego

Q= e “eie) ]

Esta matriz es conocida como matriz de rotacién de angulo 6 y representa una rotacion
de angulo # en el plano en sentido antihorario.

Resumimos lo desarrollado aqui en el siguiente teorema:

Teorema 6.3 Sea ax?+ bx1xo + cx3 = d una ecuacion cuadrdtica en las variables x1, xo.
Entonces existe un tinico 6 € [0, 27) tal que dicha ecuacion puede escribirse en la forma

)\11)% + /\2?]3 =d

donde v, vy son los ejes que se obtienen al rotar los ejes xq, xo un dngulo 6 en sentido
antihorario y los valores A1, Ay corresponden a los autovalores de la matriz

A:[b(/IQ bf]'

Ejemplo 6.9: Consideremos la ecuaciéon cuadratica
575 — 2111y + by = 4.

Queremos identificar la cénica que representa. Primero debemos identificar la matriz
simétrica asociada a la forma cuadratica:

=[]
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pa(A) =det(A] — A) = (A =52 —1=(A—4)(\ —6).

Como d > 0 y los autovalores de A son positivos y distintos, entonces la ecuacién repre-
senta una elipse. Veamos el angulo de rotacion, para ello buscamos los autovectores de la
matriz.

Sy, = Nu(4l—A) = {xeR* |z =2} = gen{(1,1)T}
Sy, = Nu(6l—-A) = {xeR?|z =-x2} = gen{(-1,1)T}

V22 40
@=|x w| v D:[o 6}’
2

2

entonces

observar que la matriz () debe tener determinante positvo, es por esto que elegimos este
orden para ubicar los autovectores. Ademés es una matriz de rotacién de angulo 7 /4 radia-
nes ;Cémo encontramos el angulo?, para ello debemos igualar los elementos componente
a componente de esta matriz con los de la matriz de rotacién definida anteriormente, asi

obtenemos

cos(f) = @ y sen(f) = é

2 2

y el inico 6 en [0, 27) que satisface estas ecuaciones es § = /4. Por lo tanto @) representa
una rotacién de d&ngulo 7/4 en sentido antihorario. La matriz D debe ser construida tal que
el primer elemento de la diagonal corresponda al autovalor asociado a la primer columna
de @ y el segundo elemento de la diagonal corresponda con el autovalor asociado a la
segunda columna de (). Con ese orden establecido, llamamos A; al primer elemento de la
diagonal y A9 al segundo elemento de la diagonal. Ahora sabemos que la ecuacion de la

coOnica en el nuevo sistema esta dada por
)\111% + >\2v§ =d,
sustituyendo los valores de Ay, Ao y d de este problema obtenemos:
4v} + 6v5 = 4

o equivalentemente

esta conica representa una elipse de radio mayor 1 sobre el eje v y radio menor \/g sobre

el eje vy. El sistema vy, vy corresponde a una rotacién de /4 radianes respecto al sistema

original que se obtuvo por el cambio de variables: { il ] =@ { 21 ] . Graficamente:
2 2
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Figura 6.2: Fjemplo: 6.9

Ejemplo 6.10: Consideremos la ecuacién cuadrética
T1To = 1.

Queremos identificar la conica que representa. Si despejamos la variable y de la ecuacion
anterior deducimos que la gréfica que describen los puntos que satisfacen esa ecuacion
corresponde a la gréfica de una hipérbola, vamos a encontrar esos puntos usando lo es-
tudiado en este capitulo. Primero debemos identificar la matriz simétrica asociada a la
forma cuadratica y calcular su polinomio caracteristico:

<[5 ]

pA()\):det(/\]—A):/\Q—%: <)\—%) (/\+%>.

Asi, A tiene dos autovalores con distinto signo y como d # 0 entonces la cénica representa
una hipérbola. Busquemos la base para el nuevo sistema, para eso debemos hallar los
autovectores asociados a cada autovalor:

S)q = NU(%I—A)
SAQ = Nu(—%I—A)

{xeR? |z =25} = gen{(1,1)T}
{xeR?| 2y = —x5} = gen{(—1,1)T}

entonces
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Como en el ejemplo anterior, el nuevo sistema se obtiene de una rotacién en sentido
antihorario de 7/4 radianes respecto al sistema original y la base ordenada para este
nuevo sistema esta dada por los vectores ¢i, ¢o que son las columnas de la matriz (). La
cOnica en este nuevo sistema estda dada por la ecuaciéon:

1, 1

2
—v] — vy =1
271 272
equivalentemente
vt v3

(V2?2 (V22

que es la ecuacién de una hipérbola centrada en el origen con vértices en (v/2,0) y (—v/2,0)
en el sistema v, vy como se muestra en la siguiente figura:

Figura 6.3: Ejemplo: 6.10

Analicemos un ultimo ejemplo para el caso n = 2:

Ejemplo 6.11: Determinar el conjunto de puntos que satisfacen la siguiente ecuacion
cuadratica

1322 — 6V/3 w120 + 722 — 16 = 0.

Buscamos la matriz simétrica asociada y hallamos su polinomio caracteristico:

A= [ —;3/3 _37\/5}

pa(N) =det(M — A) = (A= 13)(A=T7) =27 = (A — 4)(\ — 16).
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Asi, A tiene dos autovalores distintos con mismo signo y como d > 0 entonces la cénica
representa una elipse. Busquemos la base para el nuevo sistema, para eso debemos hallar
los autovectores asociados a cada autovalor:

Sy, = Nu(4l—A4) = {xeR?’|zy=+v321} = gen{(1,V3)"}
Sy, = Nu(16I —A) = {xeR?|z; =31z} = gen{(—V3,1)7}
entonces

Q=

; —%ﬁ] o oo=[s 0]
V3 1 0 16
2 2
La base para el nuevo sistema son las columnas ¢; y ¢ de ) y esta matriz es una matriz
de rotacion tal que:
cos(0) = 1 y sen(f) = ﬁ

2 2
entonces # = 7/3 radianes, por lo que el nuevo sistema corresponde a una rotacién de
angulo 7/3 radianes respecto al sistema original. La ecuacién de la cénica en este nuevo
sistema es:

4v} + 16v5 = 16
equivalentemente
Uy 2 _ 4

que es la ecuacién de una elipse centrada en el origen con vértices en (£2,0) y en (0, +1)
en el sistema vy, v9 como se muestra en la siguiente figura:

Figura 6.4: Ejemplo: 6.11
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6.3.2. Ecuacién cuadratica en R?

Para finalizar este cuadernillo, vamos a analizar las formas cuadraticas definidas en
R3. Para esto caso solo nos limitaremos a identificar la superficie cuddrica que represente
la ecuacion cuadratica dada sin término lineal. Los detalles del analisis con término lineal
se dejan como ejercicio. Primero vamos a encontrar la matriz simétrica asociada a la
siguiente ecuacion:

azx? + br1xg + cxirs + dri + erows + fxg =g. (6.11)

La matriz buscada es simétrica y de tamano 3 x 3. Por otro lado sabemos que la expresion
analitica de una forma cuadratica es

3 3
Q(X) = Z Clijfl?i.ﬁlfj

=1 j5=1

como A es simétrica a;; = aj; para ¢,j = 1,2, 3, entonces reagrupando resulta:
2 2 2
Q(X) = a1174 + 2&121’1$2 -+ 2&13[[’1.1'3 + A22T9 -+ 2@231’2%3 -+ asz3xs.

Volviendo a (6.11) e interpretando el lado izquierdo como la forma cuadrética, podemos
igualar esa expresion con esta iltima y despejando obtenemos:

a;; = a 92 — d
b e

Q12 = = (23 = =
2 2
c

a13 = 5 az3 = f

luego la matriz simétrica asociada a la ecuacién cuadrética (6.11) es:

A:

nionlc Q
oo Qoo
S VLYY

Una vez identificada la matriz simétrica asociada, haciendo el cambio de variables co-
rrespondientes y teniendo en cuenta la expresiéon (6.7) para n = 3, la ecuacién (6.11) se
transforma en

)\1'11% + )\27)% + )\3’03 =g.

Dependiendo de los valores de A1, Ao, A3 y g es posible identificar las diferentes cuadricas.

Ejemplo 6.12: Consideremos la ecuacién cuadrética

53;% + 8x1xo + 5x§ + 4x1x3 + dwoxs + 2:53 = 100.
Queremos identificar la superficie cuadrica que representa. Primero determinamos la ma-
triz simétrica asociada. Por lo antes desarrollado resulta:

5 4 2
A=14 5 2
2 2 2
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Ahora
pa(A) = (A = 1)*(A = 10),

llamando
)\1:1, )\2:1 y )\3:10

y escribiendo la expresién (6.7) para n = 3 resulta
)\1’0% —f- )\21)% + )\3?)§ = d

Si sustituimos d = 100 y los valores obtenidos de los autovalores en la ecuacién anterior,
obtenemos la ecuacién cuadratica en el nuevo sistema
v? + 3 4 1002 = 100

que representa un elipsoide. La figura dada a continuacién corresponde a esta cuddrica en
este sistema, es decir en el sistema de coordenadas vy vy v3.

e Sl iy Sl ST . i ;-_.'
i

i
_i'_-':..u-r- T

Figura 6.5: Ejemplo: 6.12

Con este ultimo tema, abarcamos los contenidos del programa de estudio. En el si-
guiente curso, a partir de los conceptos desarrollados en este texto, se dara continuidad
al estudio de algunos temas como por ejemplo, en el caso de espacio de transfomaciones
lineales, se estudiaran funcionales lineales, espacio dual y ademas de desarrollaran otros
temas del algebra lineal avanzada.
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