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Resumen

La actividad docente ha llevado a observar cada afo las dificultades que presentan los
estudiantes universitarios de ingenieria al utilizar los razonamientos que les permiten el
desarrollo de demostraciones en Algebra y Calculo. Esta investigacion se propone
identificar y encontrar pautas de razonamientos utilizados por estudiantes universitarios de
ingenieria en clases de Algebra y Calculo, al realizar demostraciones. Ademas, es propdsito
de este trabajo determinar los factores y fendmenos didacticos que propician el desarrollo
del razonamiento de forma que este permita argumentar, explicar y justificar en procesos de
prueba. Asimismo, se pretende analizar si existe relacion entre el razonamiento desarrollado
por el estudiante y el paradigma de ensefianza utilizado por el docente. Para el logro de estos
objetivos se utilizara la metodologia propia de una investigacion mixta. El trabajo de campo
se llevaré a cabo con cinco cohortes consecutivas de estudiantes ingresantes a una facultad
de ingenieria. En cada cohorte, se realizara un recorte de la totalidad que generara dos
grupos de estudio: un grupo de control y un grupo experimental. EI grupo considerado de
control desarrolla sus clases bajo un paradigma normativo de ensefianza, es decir, que el
proceso de enseflanza es conducido por un docente que se centra en el contenido. En
cambio, el grupo experimental se distingue del anterior por ser guiado por un-docente cuyo
paradigma de ensefianza es aproximativo, es decir, centrado en la construccion del saber por

el estudiante.
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Abstract

The teaching activity has led to observe every year the difficulties that university
engineering students present when using the reasoning that allows them to develop
demonstrations in Algebra and Calculus. This research aims to identify and find patterns
of reasoning used by university engineering students in Algebra and Calculus classes,
when conducting demonstrations. In addition, it is the purpose of this work to determine
the didactic factors and phenomena that propitiate the development of reasoning so that
it can be argued, explained and justified in proof processes. Likewise, it is intended to
analyze whether there is a relationship between the reasoning developed by the student
and the teaching paradigm used by the teacher. To achieve these objectives, the
methodology of a mixed research will be used. The field work will be carried out with
five consecutive cohorts of students entering an engineering faculty. In each cohort, a
cut will be made of the totality that will generate two study groups: a control group and
an experimental group. The considered control group develops its classes under a
normative teaching paradigm, that is, the teaching process is driven by a teacher who
focuses on content. On the other hand, the experimental group is distinguished from the
previous one by being guided by a teacher whose teaching paradigm is approximate,

that is, centered on the construction of knowledge by the student.

Keywords: Reasoning guidelines, engineering students, mathematical demonstration
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PALABRAS PREVIAS

Creo firmemente que uno de los grandes desafios de mi vida, simbdlicamente, comenzo
con la prueba matematica. Es decir, mi vida comenzé a vivir grandes aventuras primero
desde lo intelectual, y luego desde la vida cotidiana y fisica, en sentido inverso del

comun denominador del ser humano.

Desde muy pequefio, tuve una profunda inquietud por las cuestiones esotéricas.
Investigaba a escondidas y mi gran suefio era ser profesor; escritor y por sobre todas las
cosas: mago, pero no un simple prestidigitador (que no es poco). Yo queria ser como

Merlin...

No es casualidad que me apasione tanto el llegar a establecer la verdad de una
proposicién en Matematica. Sin duda alguna, es la parte que mas me apasiona de la
disciplina: su lado epistemoldgico. Vinculado esto con el comentario del parrafo
anterior, debe tenerse en cuenta que el desarrollo de una prueba matematica, requiere en
ciertas oportunidades, de artilugios propios de un mago, aunque sabemos que, en esta
maravillosa disciplina, la magia no existe, todo tiene una razén de ser. La clave esta en
saber descubrirlo y desentranar la maravillosa ‘marana’ de argumentaciones Y
operaciones ‘escondidas’ que hay detras de ciertos resultados y de los constructos que

pueden generar esos resultados.

Hasta los seis afios, recuerdo haber estado sumido en un maravilloso realismo magico,
pero en el verano previo a mi ingreso al segundo grado, me enteré con pesar de que mi
maestra de actividades practicas habia ‘muerto’. Fue entonces que aparecio por primera
vez el vocablo ‘muerte’ en mi existencia. Durante mucho tiempo, el desconocimiento y
los prejuicios sobre esta palabra me asustaban ostensiblemente y me sobrecogia ese
errdneo manto tenebroso que la humanidad le asigné a la misma. Pero a los diez afios,
esos fantasmas comenzaron a despejarse. De hecho, la llegada a la primera decena de
mi vida fue clave, ya que muchos pensamientos y sentimientos que desarrollé en esa
etapa de la vida adn siguen inc6lumes. Esto no significa que no haya madurado, lo que
si es significativo es que mantengo al nifio interior muy vivo y ciertos aspectos
desarrollados en esa etapa acerca del respeto al otro, sentimientos de piedad y
comprension, se mantienen invariantes y muy vividos, aunque a veces, erroneamente la
sociedad me quiere impulsar a quebrantarlos, me mantuve firme. La vida me regal6 una

maravillosa abuela postiza: Maria Esther Magrifia (Tatalla) que ya no se encuentra en
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este plano y la posibilidad de escuchar interesantes reflexiones de su intima amiga, que
tampoco se encuentra en este plano fisico: Maria Josefa Cabrera (Santita), una anciana
encantadora y de una dulzura y bonomia que no eran propias de este mundo. De
‘Santita’, nunca supe si profesaba alguna religion, pero a lo largo del tiempo, y a través
de mis reflexiones, llegué a tener la firme hipdtesis de que era tedsofa. En diferentes
oportunidades, me dijo tres frases que me acompafiaron y siguen haciéndolo, en cada

accionar de mi vida:
‘La muerte no existe, es pasar de una habitacién a otra...’
‘Uno atrae los malos y los buenos pensamientos...’

‘Uno debe ser el cochero (mente) que lleva los caballos (pensamientos), uno debe

dominarlos...’

Quizas esta tltima frase, e incursionando en diferentes lecturas, buscando la verdad, a lo
largo de los afios, pude llegar a la firme hipotesis de que ‘Santita’ era tedsofa. Esa
intensa busqueda de la verdad, que primero busqué, sin saberlo, a través de la prueba
matematica y luego, a través de la vida, lo hice a través de mucha lectura sobre
religiones comparadas y en un tiempo en que me revelé contra mi religion de origen.
Finalmente. y luego de muchas busquedas y andares, me di cuenta que, la verdad y la
divinidad no estaban en un lugar, sino dentro de uno mismo. La prueba matematica pasé
a ser una verdad terrenal en mi vida, que segun rezaban los griegos, es la verdad mas
elevada que puede presentarsele al hombre en este plano. La verdad divina, la habia
reencontrado dentro de mi, y digo reencontrado porque nunca se va, solo hay que saber

buscarla dentro de uno mismo...

Tiempo después de su estreno, tuve la oportunidad de poder ver una pelicula que me
impact6 profundamente e hizo una conexién perfecta y divina con aquellas palabras de
‘Santita’, siendo la pelicula en cuestion: Defending your life (1991). El lema dominante
de la pelicula, por decirlo de algin modo, y de forma aproximada puede resumirse asi:

‘A la vida se viene a perder miedos...’

Esta frase me viene acompafiando hasta la actualidad, convirtiendo mi vida en una
voragine de desafios personales constantes y que si bien, desde mi encarnacién en este
plano, es como si hubiera tenido tres nacimientos diferentes en esta vida: El de mi

nacimiento literal (cuando encarné en este planeta); la etapa en que me defino como
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docente al introducirme en mi profesion y cuando comencé a metabolizar, por diferentes

razones, aquellas frases de ‘Santita’.

La pelicula antes mencionada fue un disparador para lanzarme en una espiral
interminable de experiencias cada vez mas complejas y apasionantes y frente a cada
una, volvia una y otra vez, aquella frase que acufié en base al film antes citado. Una y
otra vez, frente a nuevos desafios, me decia también, una y otra vez: ‘No temas, a la
vida se viene a perder miedos. Es preferible aprender a través de esta experiencia, y no

por la via de una enfermedad...’

A partir de esta frase y todo lo que contiene implicitamente, me formulé dos
implicaciones que expongo a continuacion y que resumen simbdlicamente lo que yo
creo como consecuencia de todas las experiencias vividas hasta el momento y aquellas

por vivir...

‘Si la sumatoria de miedos perdidos en una vida es estrictamente mayor que cero

entonces el alma ha experimentado evolucion’.

Simbdlicamente: Zmiedos perdidos > 0 = Evolucion

No puedo probar esta implicacion como si fuera un teorema, pero percibo que es lo real,
y estoy convencido de su verdad como la de un postulado, ya que mi certeza se apoya
estrictamente en lo sensorial y experiencial. Considerando a esta proposicion entonces
como verdadera, y desde una perspectiva légico — formal resulta que, si una proposicién

es verdadera, lo es también su contrarreciproca y la reproduzco a continuacion:

Si el alma ha experimentado involucion implica que la sumatoria de miedos perdidos es
estrictamente menor o igual que cero. Es decir, o se ganaron miedos o simplemente se

permanecid en un estado neutral: no se ganaron ni se perdieron...

Simbolicamente: Involucion = Zmiedos perdidos <0

Rodolfo Eliseo D Andrea

XXI - X - MMIX
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Dedicatorias personales

Me tendran que disculpar algunas personas muy queridas de mi entorno afectivo pero
esta tesis doctoral, a diferencia de como lo hice en la tesis de maestria, se la dedico
estrictamente a tres personas muy especialmente, independientemente de dedicatorias

estrictamente académicas.

Mis padres, guias terrenos y ultraterrenos, que me siguen alumbrando el camino desde
otro plano y a quienes les agradezco infinitamente todo lo que me dieron y lo que
hicieron por mi. De hecho, como diria Scott Fitzgerald en la primera pagina de su
novela: “The Great Gatsby”, el vecino de Gatsby comienza diciendo que su padre
siempre le decia: “Nunca juzgues a los demas sin haber tenido en cuenta tus
ventajas...”. Esta frase me acompana de forma visceral desde que lei esta novela, siendo
muy muchachito, y vaya que he tenido ventajas, he sido muy afortunado, por tener una

madre y un padre que me amaron hasta el paroxismo... Gracias Betty y Fito....

Y a mi inolvidable y adorada ‘bichita canasta’ que estaba obsesionada con que
terminara esta tesis y que me ayudd en dos cuestiones fundamentales que se dieron
durante el transcurso de la misma: una involuntaria y otra voluntaria y que tienen que
ver con una metamorfosis personal. Esta ‘bichita canasta’, apelativo que mucho no le
gustaba, pero a mi, me producia una infinita ternura decirselo, fue una profesora de
Matematica impresionante pero mejor persona y con una cultura y un conocimiento de
la vida que hasta podia operar de terapeuta personal con absoluta maestria para con los
demaés, pero no lo pudo lograr consigo misma y lamentablemente no pude hacer nada

para ayudarla, salvo brindarle mi amistad y carifio incondicional.

Muchas gracias, querida e inolvidable Ménica Adriana Real, que, desde otro plano, me

estas acomparfiando...

VIl
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Dedicatorias académicas

Un enorme agradecimiento al Dr. Agustin Addriz — Bravo, que acepto dirigir esta tesis
y que a través de sus encuentros periddicos en el grupo GHEyD de UBA me encuadrd y
clarifico los lineamientos del presente trabajo de investigacion, ademas de su enorme
paciencia y confianza, a pesar de mis demoras y discontinuidades. Asimismo, quiero
agradecer a una de sus integrantes: Mg. Ana Could, que me aportd6 comentarios que

fueron de suma utilidad para este trabajo.

Un enorme agradecimiento al Dr. Ricardo Chrobak, fundador de la Maestria y
Doctorado en ensefianza de las ciencias exactas y naturales de la Universidad Nacional
del Comahue y también codirector de esta tesis. Su apoyo psicolégico y emocional,
independientemente del académico, fueron determinantes para que pudiera terminar esta

tesis, ya que en cierto momento pensé que no podria arribar a la meta.

Otro enorme agradecimiento a la Dra. Patricia Sastre VVazquez que me invito a participar
como investigador en un proyecto de investigacion en UNICEN sede Azul. El destino
quiso que me quedara en planta permanente luego de concursar un cargo. Quiero
destacar que Patricia me introdujo y me gui6 con afecto y generosidad en el mundo de

la investigacion en la universidad, poco tiempo después de obtener mi tesis de maestria.

Otro enorme agradecimiento a quienes me dirigieron la tesis de maestria: Dr. Lisandro
Curia y Dra. Andrea Lavalle, dos profesionales dedicados y conscientes de su trabajo.
Alli comenz6 todo, bajo su guia medulosa y paciente, guia que aln resuena en mi

espiritu.

Otro agradecimiento a Mg. Lic. Maria Inés Gonzélez, una profesora de matematica de
lujo que tuve el privilegio de disfrutar. Su inesperada intervencién en este trabajo fue a
través de una cuestion muy puntual que me hizo ver por medio de una perspicaz

pregunta que me realizé a los efectos de conocer la problematica de esta investigacion.

Mi agradecimiento a los estudiantes que participaron especificamente en este trabajo,
los estudiantes de Ingenieria Industrial e Ingenieria Ambiental de PUCA Campus
Rosario, correspondientes a las cohortes de ingresantes 2013 a 2017 inclusive, pero no
puedo dejar de destacar que en este trabajo esta el aprendizaje docente obtenido de
todos y cada uno de los estudiantes que me acompafiaron a lo largo de mi carrera desde

el comienzo, alla por los 80’ cuando era apenas un principiante hasta la actualidad...
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PROLOGO
Mis encuentros
con la prueba matematica

“Yo creo que la verdad es perfecta para las matemdticas, la quimica, la filosofia, pero no para la vida. En la
vida, la ilusién, la imaginacion, el deseo, la esperanza cuentan mds”.

Ernesto Sabato (1911 — 2011). Fisico, escritor, ensayista, pintor.
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Con la prueba matematica tuve diez grandes encuentros en mi vida. Cuando me refiero
a encuentros, hago referencia a hitos decisivos en mi historia académica y previamente
escolar, en los que cada uno contribuy6 a fortalecerme y orientarme fuertemente en lo

que abracé como area de investigacion.

El primero fue en el ciclo de estudios primarios, en el ultimo afio. Mi maestra en el
area de Matematica, totalmente conductista, desempefiaba su funcién docente, llenando
los pizarrones con la primera comision que le correspondia en las primeras horas de la
mafiana, de modo que la Gltima, recibia esos pizarrones ya escritos. La clase consistia
Unicamente en que los inocentes parvulos, copien ‘aquellos infinitos pizarrones’.
Citando a Hay (1995) puedo recordar que esta popular y efectiva escritora de autoayuda

proclama que “todos somos victimas de victimas... ”, pero yo no lo fui...

Rompi esos paradignas de ensefianza que recibi y que no me satisfacian cuando tuve la
oportunidad. Recuerdo de esos ‘infinitos pizarrones’, recibir los primeros teoremas de la
geometria euclidiana con su correspondiente demostracion. ‘El mejor estudiante de la
clase’ los estudid a ultranza, porque a los dos dias, la maestra nos sometio a la clasica
leccion escrita. Yo ni habia leido nada, como era costumbre, salvo lo que me obligaban.
Convengamos que durante el ciclo primario leia mucho sobre lo que me interesaba,
pero, contenidos extraescolares. El colegio me aburria y me sentia obligado. Como
consecuencia de la vigilia constante de mi querida madre pude llegar hasta aqui porque
si no hubiera puesto los limites correspondientes, no habria sido factible siquiera la

finalizacion de ese ciclo que fue el embrion de todo.

Volviendo a la leccion escrita acerca de algunos teoremas de la geometria euclidea que
la maestra del altimo afio del primario nos exigio, resultdé que ‘el mejor estudiante de la
clase’ y algunos otros mas, ‘escupieron’ los teoremas, en la hoja de leccién escrita, de
forma textual. Por supuesto que para una educacion tradicional, aquella actitud era
exitosa. Hoy me gustaria hacer un viaje en el tiempo y preguntarles a mis compafieros,
si realmente los entendieron o los repitieron, de forma ritual. Me quedo con esta Ultima
opcion como una probable hipdtesis. Ese fue entonces mi primer encuentro con la
demostracion matematica, que me fue totalmente indiferente. Es mas, recuerdo que
llevé en esa ocasidn una nota pésima, y le dije a mi madre muy suelto, que no teniamos
edad, ni estabamos preparado para entender eso. No sé de donde pude obtener esta

Gltima informacion con exactitud, pero posiblemente puedo haberlo escuchado de algun
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compafiero que su madre o padre lo manifestd, a modo de queja. Me tranquilicé y no le
di importancia, supongo que, por mi increible intuicion, que me acompafid desde

siempre...

El segundo encuentro fue en los dos primeros afios de bachillerato. Aqui si fui yo
quién los estudié a ultranza, pero de forma ritual. No entendia realmente lo que hacia,

pero lo llevaba a cabo como una ceremonia, dia a dia. Era una obligacion...

El encuentro namero tres fue en el tercer afio del bachillerato. Tuve a la profesora
de matematica mas dura del colegio (y se lo agradezco), pero la mejor de esa época.
Eugenia Parrellada, ese era su nombre y aqui va mi humilde homenaje y recuerdo desde
este plano hacia donde su alma se encuentre buscando la luz y la evolucion. Ella nos
daba ejercicios para demostrar, y la consigna, consistia en probar la verdad de una
determinada proposicion con angulos, cuadrilateros y otros entes geométricos, propios
de la Geometria de Euclides. Este encuentro fue crucial en mi vida y me marcé para
siempre, pero ya la cuestion dejo de ser ritual. Las demostraciones formaban parte de la
cotidianeidad y eran parte de la préctica, como asi también argumentar y justificar. Veo
con claridad que esas cuestiones formaron un espiritu critico en mi, que fueron el
germen de mi trabajo y mis ideas en mi rol como profesor e investigador de la

universidad.

El cuarto encuentro fue en los dos ultimos afios del bachillerato. A pesar de ser la
etapa de especialidad: bachiller fisico — matematico, experimenté dos cursos de
Matematica en los que las demostraciones estaban ausentes. La practica y el entusiasmo
por mi ganados en el tercer afio, ‘se perdieron’. Sin embargo, la ausencia de la prueba

matematica fue suplida por otra disciplina asociada y se viene...

El quinto encuentro en el ultimo afio del bachillerato. El encuentro se produjo en el
curso de Logica e Introduccion a la Filosofia. El segundo cuatrimestre fue dedicado a
Légica tradicional, me impact6 y me gustd luego de haber tenido un importante rechazo
inicial pero después de esa reticencia me detuve medulosamente y se produjo ‘el
flechazo’. En esta etapa pude empezar a ‘saborear’ las mieles de este nuevo
conocimiento, y como diria Chopra (1992) parafraseando al Mago Merlin, “el
verdadero sabor esta en la primer cucharada”. Ese sabor me acompaiid siempre, todo

lo demas fue disparado por esa primera cucharada...

Xl
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El Sexto encuentro fue cuando estudiaba en el primer afio de la Universidad. El
primer curso de Matematica que tuve era un mix de Célculo en una variable hasta las
aplicaciones del Célculo Diferencial y adicionalmente un curso modesto de Algebra y
Geometria Analitica. No tuve problemas con cuestiones meramente procedimentales,
pero al momento del examen final, estudiar la teoria fue una tortura. Esos artificios, esas
vueltas inesperadas en la argumentacion para lograr soluciones magicas. En fin...
Nuevamente se repiti6 el ceremonial de los primeros afios del bachillerato. Pero alli me
di cuenta de lo que realmente me gustaba. No era la Quimica precisamente. De hecho,
comencé estudiando Quimica, pero la Matematica se interpuso como una ‘amante que
con el tiempo se cansd de serlo y queria ser la esposa’... Y asi fue realmente,
Matematica terminé siendo mi carrera y de hecho, la demostracion se convirtié en una

obsesion para mi. Una obsesion saludable que traeria consecuencias. ..

El séptimo encuentro fue dos afios después de comenzada la universidad. Durante
un verano, ayudando en la biblioteca que me prestaba todos los libros para la Carrera,
iba un rato todas las tardes a colaborar. Investigando, mirando libros, descubro un libro:
Algebra | de Rojo (1981). Alli me detengo en el capitulo-inicial sobre nociones de
Logica Simbolica. A partir de alli, la cuestion se convirtié en una obsesion realmente,
lei muchisima bibliografia sobre el tema, y ya no razonaria nunca del mismo modo de
como lo venia haciendo. Fue un verdadero punto de inflexibn en mi carrera

académica...

El octavo encuentro con la demostracién fue haciendo mis primeras armas de
docente. Todo se produjo en mis comienzos y en la originalmente denominada Facultad
de Quimica e Ingenieria “Fray Rogelio Bacon”, hoy, Facultad de Quimica e Ingenieria
del Rosario de la Pontificia Universidad Catolica Argentina. Cuando comencé a
desempefiarme como ayudante no diplomado en la practica de la materia que habia
cursado en el primer afio de la Carrera de grado y en una época diferente, no existia
CONEAU, ni los controles contemporaneos, propios del mundo posmoderno y
globalizado. De modo que el profesor a cargo de la catedra no asistia practicamente a
dictar sus clases y nunca habia suficiente teoria para desarrollar la practica. De modo
que senti que debia hacerlo yo, pero era una empresa audaz y dificil. Alli el encuentro
con la prueba fue definitivo e intenso. Yo queria que los estudiantes entendiesen, pero

primero debia hacerlo yo. Entonces me zambulli en esa empresa, y asi comenzé la gran

X1l
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aventura de mi inmersion en la prueba matematica y me dediqué de lleno a la docencia,

relegando mi propia carrera, pero esto ultimo es harina de otro costal...

El noveno encuentro fue decisivo... Durante finales de 1989 y el verano de 1990,
preparé el material didactico para el afio académico de 1990, y llegado el momento de
ser expuesto en clase, aparecio la primera dificultad, que durante la elaboracién no tuve
en cuenta. El abordaje del Céalculo integral previo al Célculo Diferencial es un desafio
interesante, pero en aquel momento todavia primaba fuertemente la escuela
bourbakiana, ya que la visualizacion y la intuicion geométrica en aquellos momentos no
eran suficientes. La prueba formal era un paso necesario e insustituible en todos los
casos Yy si bien los contenidos conceptuales fueron rapidamente comprendidos, las
pruebas de los teoremas correspondientes a estos contenidos conceptuales eran muy
largas y como consecuencia, complejas de ser comprendidas, lo que se agudizo a la hora
de la evaluacidon. A la hora de planearla, pensé en la posibilidad de presentar una guia
secuenciada de cada demostracion requerida en el examen parcial. En aquel momento
no sabia que esta guia seria la tecnologia didactica que afios después generé dentro del
disefio de la ingenieria didactica que surgid como consecuencia de la investigacion
realizada para mi tesis de maestria. Esta metodologia se constituyd en un embrion de lo
que posteriormente se utilizé con mayor frecuencia en los afios subsiguientes. Afio tras
afio, se intensifico la utilizacion de esta tecnologia didactica que fue la coronacion de la
ingenieria didactica surgida de esa investigacion y que utilizo en el presente, sin realizar
ninguna estadistica ni un recabamiento de datos sobre los éxitos y fracasos que se iban
experimentando con los diferentes grupos que ingresaban afio tras afio, excepto la
observacion intuitiva. En 1997, presenté un trabajo sobre esta experiencia en el VII
EMCI en Mar del Plata, que se realizoO en noviembre de ese afio, realizandose la
correspondiente ponencia. Fue mi primer congreso. En 1999, presenté la segunda parte
del trabajo expuesto en 1997, en el VIII EMCI en Olavarria efectuandose la

correspondiente ponencia en el mes de mayo.

El encuentro final y determinante... Los cambios curriculares operados en la decada del

90 en Argentina, la aparicion de la CONEAU vy cuestiones relacionadas, obligaron a los

integrantes del sistema educativo a realizar posgrados especificos de su area y

consecuentemente incursionar en la investigacion formal. Yo no escapé a esto, y recalé

felizmente en mi querida y gloriosa Universidad Nacional del Comahue con la Maestria en

Educacion en Ciencias Exactas y Naturales creada por el Dr. Ricardo Chrobak. Durante el
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desarrollo de los cursos que integraban el curriculum de la maestria, en muchas materias se
nos pedian ciertas consignas relacionadas con nuestro futuro tema de tesis. Esto era un
incordio para la mayoria, porque nadie tenia claridad sobre esta cuestion, para mi era
natural. Si bien, no tenia delineado titulo y especificacion, sabia que abordaria la dificultad
frente a la prueba matematica del estudiante universitario de Ciencias Naturales e Ingenieria
que utiliza Matematica como herramienta. La confeccion de la tesis me dio vueltas un giro
de ciento ochenta grados, inclusive el desarrollo de las diferentes materias que integran el
curriculum de la maestria. Mi desempefio académico fue cambiando de una manera muy
vertiginosa ya que de la mano iba ganando en madurez intelectual y emocional. Las
observaciones de mi director de tesis, Dr. Lisandro Curia fueron determinantes. Jamas
olvidaré una de las primeras observaciones. Recuerdo que luego del primer trabajo de
campo, al surgir las categorias emergentes, en la descripcion detallada de cada una, juzgaba
de manera categorica al estudiante, no de forma deliberada sino de manera natural y sin
animosidad, pero con un tinte que abunda en el profesorado y es lo que suelo denominar ‘el
sindrome del maestro ciruela’ o si lo queremos ‘internacionalizar’ podriamos nombrarlo

como ‘el sindrome del profesor Jirafales’.

La correccion de Lisandro me mostro el rol del investigador, que observa, y describe lo
observado, pero no juzga. Esto fue un antes y después ya que esto cambid lenta, pero de
forma segura mi trabajo aulico y consecuentemente mi trabajo académico. A la hora de
evaluar, no hay otra alternativa que, bajo un criterio y una normativa, debe emitirse un
veredicto final. Pero en la clase, el juzgar puede cambiar radicalmente el proceso de
aprendizaje del estudiante y equivalentemente el de ensefianza. Si uno observa las
reacciones, debe responder de forma natural y afable, pero no juzgar, comprendiendo que
los resultados pueden cambiar notablemente. Esto determind un giro increible en mi carrera
académica que redundd en un trabajo cada vez mas fructifero y efectivo. Los resultados de
las demostraciones con los estudiantes no variaron, al contrario, de acuerdo al segundo
principio de la termodindmica, el proceso es entropico, y las cuestiones se van degradando
cada dia mas. Pero, la armonia, producto de la racionalidad, y los resultados, producto de un
gran esfuerzo por parte del estudiante estimulado en su autoestima y no sojuzgado, ganaron
cada dia mas a cualquier proceso entrépico. A partir de aqui, comenzé una nueva etapa en
mi carrera académica, que la definiria como un renacimiento académico donde mi mirada
ya nunca fue igual y se sigue enriqueciendo dia a dia, proceso que jamas hubiera imaginado

en los comienzos de mi historia académica...
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CAPITULO |
FILOSOFIA, MATEMATICA Y DIDACTICA

La ciencia es un juicio verdadero acompafiado de razén.
Platon. Teeteto, 202, b-c


http://cbs.wondershare.com/go.php?pid=5482&m=db

Resumen

El objetivo que se propone este capitulo es extrapolar la relacion entre filosofia y
epistemologia de las Ciencias hacia la Didactica de la Matemaética. Existe una
relacion entre la imagen de la Ciencia proporcionada a través de su ensefianza, y
la concepcion filoséfica que se ha ido sustentando en distintas épocas sobre como
se genera el conocimiento cientifico, aunque ambos aspectos: educativo y
epistemolégico, no siempre coincidan en el tiempo. Considerando a la Filosofia
como una tendencia siempre inacabada hacia el saber, un producto del asombro y
la admiracion, una necesidad de preguntar y preguntarse, una busqueda y una
oferta de comprender racionalmente, es facilmente entendible su relacion con la
Matematica. Desde su etimologia, Matematica, es aproximadamente aquello que
se piensa y se aprende, y el matematico es aquel que piensa y que aprende, pero
con el espiritu. EI matematico griego Pitagoras, fue el primer gran pensador que
intentd conciliar la Matematica con la Filosofia, lo que sin duda alguna ha
constituido una de las mayores aportaciones realizadas a la civilizacion a lo largo
de toda la historia. Desde entonces, la Matematica ha mantenido una estrechisima
relacion con la Filosofia y la Ciencia hasta el punto de que algunos de los méas
grandes filésofos han sido también grandes matematicos como es el caso, por
ejemplo, de Descartes. La historia da cuenta de muchos siglos y de diversas
posiciones y discusiones sobre el origen y naturaleza de la Matematica, lo que
lleva al debate sobre si la Matematica existe fuera de la mente humana o si es una
creacion propia; si es exacta e infalible o si es falible, corregible, evolutiva y

provista de significado como las demas Ciencias.
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Elimina la filigrana digital ahora

Introduccion

Figura 1: Fragmento sobreviviente de Elementos de Euclides

El origen de la Filosofia, se remonta al siglo VI a.C. en Grecia, como un intento
de racionalizar los fendbmenos naturales a los efectos de promover la capacidad de
razonar, que es inherente al género humano, de modo de alejarse de las
explicaciones predominantes en la cultura griega basadas en mitos y leyendas
populares. Esta génesis aparece ligada a la civilizaciéon griega, siendo Tales de
Mileto (siglos VII — VI a.C.) un matematico, uno de sus precursores, quién frente
a explicaciones de la realidad, de tono mitico y religioso, ofrece por.vez primera,
explicaciones basadas en la razdn. Etimolégicamente, filosoffa procede de los
vocablos griegos, phileo: amor y sophia: sabiduria, lo que consecuentemente
muestra que significa: amor a la sabiduria. La introduccion del término se debe a
Pitagoras (496 — 580 a.C.), matematico también, quien ya que en cierta
oportunidad cuando alguien le preguntd su profesion, este le respondio que no era

sabio (sofos) sino simplemente un amante de la sabiduria o aspirante a ella.

Desde un enfoque légico — formal, Matematica, se define como “la Ciencia que
estudia por medio de sistemas hipotético—deductivos, las propiedades de entes
abstractos, tales como figuras geométricas, conjuntos, estructuras, entre otros,
como asi también las relaciones que se establecen entre ellos.”

SALVAT (Ed.) (1978, Vol.8, p.2158).

Uno de los fragmentos sobrevivientes mas antiguos de Elementos de Euclides, un libro de texto
utilizado durante miles de afios para ensefiar técnicas de demostracion de escritura. El diagrama
acompafia el Libro 1, Proposicion 5.1
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Pero si se analiza su significado desde una perspectiva etimologica, procede del
verbo griego: uavfave que se lee: manthano y que significa aprender a pensar;
aplicar el espiritu. A partir de ahi, se forma el sustantivo: ud@nyua que se lee:
mathéma y que significa conocimiento o campo de estudio o instruccion, y de
éste, el adjetivo: malnuarika que se lee: mathematikés y que significa
aproximadamente: cosa aprendida. Este Ultimo adjetivo adopta en el latin, la
forma mathematicus que en la cultura moderna devino en Matemético, como el
profesional que ejerce la Ciencia Matematica. Entonces el significado de la
palabra Matematica es aproximadamente aquello que se piensa y se aprende, y el
matematico es aquel que piensa y que aprende, pero con el espiritu. Este término
se utiliza indistintamente en plural o singular. Cuando se lo utiliza en plural,
siendo este, un hecho frecuente, es porque en latin mathematica es un sustantivo
plural. También se ha dicho que se prefiere el término en plural porque alude al
caracter abarcativo de esta Ciencia y sus diferentes ramas o subdisciplinas, tales
como: Célculo; Geometria; Algebra; Teoria de Grupos; Teoria de Grafos; Teoria
de Conjuntos; Analisis; Topologia; Investigacién Operativa; Teoria de juegos,
entre otras. Asimismo, hay corrientes que consideran a esta palabra en singular
para expresar que todas las ramas, son, en definitiva, una misma Ciencia,
adoptandose en este trabajo, esta Ultima posicion.

En la Edad Media, se denomin6 Quadrivium, al nucleo de estudio que agrupaba
las siguientes disciplinas que eran las que, Platon y Pitdgoras ensefiaron y se
trataba de: Aritmética, Astronomia, Geometria y Mdsica. Los griegos
denominaban a estas disciplinas en conjunto: Mathematika. Por ende, Matematica
es sobre todo investigacion y proceso de aprendizaje, deseo de saber, de
comprender, de inquirir.

Pérez Gémez (2001) considera que, en sus origenes, la Ciencia Matematica lo que
realmente pretendia, era suministrar herramientas para entender al mundo que
rodeaba a aquellos sabios griegos de entonces. Si se tiene en cuenta que en la
antigua Grecia, entraban a los templos solamente sacerdotes, filésofos vy
matematicos, estos ultimos lo hacian porque tenian la llave del pensamiento ya
que del mismo modo que los filésofos, su busqueda del conocimiento era lograda
a través de la constante accion del razonamiento. Tal vez, el mas famoso de todos
los denominados filosofos presocraticos, sea Pitagoras. Pitdgoras nacié en Samos,

una pequefia isla proxima a la costa de Asia Menor, vivi6 aproximadamente entre
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los afios 570 y 497 a.C. Considerado genial en muchas disciplinas, una de sus
aficiones fue la Matematica. Aparte de su méas que conocido teorema, fue él quien
introdujo las ideas de ‘cuadrado’ y de ‘cubo’ de un nimero basandose en una serie
de conceptos geométricos y aritméticos. Su mayor aporte, es que fue el primer
gran pensador que intentd conciliar la Matematica con la Filosofia, lo que sin
duda alguna, ha constituido una de las mayores aportaciones realizadas a la
civilizacion a lo largo de toda la historia. Desde entonces, Matemaética ha
mantenido una estrechisima relacion con la Filosofia y las demas Ciencias hasta el
punto de que algunos de los méas grandes filosofos han sido también grandes
matematicos como es el caso, por ejemplo, de Descartes (1596-1650).

Platén fue un filésofo griego que vivid entre los afios 427 a 347 a.C. Sus obras
estan escritas en forma de dialogo, de ahi, la habitual denominacion de Diélogos
Platonicos, siendo su principal protagonista: Socrates (470-399 a.C.), de quién
fue un seguidor incondicional. Es decir que, en los Dialogos y en una primera
etapa, Platon actué como si pusiera en boca de Socrates lo que en realidad era su
posicion. Fue una caracteristica distintiva también, la utilizacion de mitos en sus
didlogos, que fueron utilizados como metaforas para explicar conceptos. Los
mitos son, un recurso literario para explicar su pensamiento.Suelen clasificarse
segun el periodo de su vida en que fueron escritos. Cabe destacar que en la
segunda etapa, se observa un profundo cambio, ya que su interés se centra en
cuestiones filosoficas aplicadas al mundo de lo concreto y sensible, para después
extrapolarlas a la conducta humana. Afirma acerca de la existencia de dos mundos
diferentes, los denominados ‘dos mundos de Platon’. Por un lado, esta el Mundo
Sensible formado por los objetos materiales, y que es exactamente igual en el
mundo de Heréaclito (535-475 a.C.), haciendo que su dinamismo sea
completamente incognoscible. Por otro lado, esta el Mundo Inteligible, formado
por universales (ideas), y es un mundo perfecto, inmutable, y, por tanto,
cognoscible, y también integrado por las almas. Ningun aspecto de la realidad
circundante es ajeno a su interés, y es en este sentido que Matematica y Fisica
aparecen como medios insustituibles a la hora de una mejor aproximacion al
entendimiento del mundo de las cosas. De ese modo, no es llamativo que en el
frontispicio de su academia hiciera grabar las siguientes palabras: “Que nadie

entre aqui sin saber matematica”. (Magee, 1999, p.19)
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Aristoteles, nacié en Estagira, Macedonia, en el afio 384 a.C. y muri6 en 322 a.C.
Fue discipulo de Platon y maestro de Alejandro Magno (356-323 a.C.). Es el
precursor del empirismo, al considerar que todas las filosofias y las ciencias tienen
que partir de la experiencia, es decir, de todas las sensaciones que nos ofrece el
mundo de la percepcion y del conocimiento sensible. La fuerza de sus ideas
trascendié los siglos, proyectandose en los siglos XVII y XVIII, época en que su
tesis es sostenida por los empiristas britanicos John Locke (1632-1704), George
Berkeley (1685-1753) y David Hume (1711-1776), y en cierto modo, también
Emmanuel Kant (1724-1804), filésofo aleman creador de la filosofia critica.
Aristoteles al referirse a Tales de Mileto (625/624-547/546 a.C.), planteaba su
pregunta fundamental acerca del problema del conocimiento, y no se referia a que
es lo que realmente conocemos sino como lo conocemos. Y ahi radica el gran
problema de la educacién en cada disciplina. Particularmente en Matematica, el
principal requerimiento es que el aprendiente de esta disciplina pueda razonar y
no repetir ritualmente. Aramayona Alonso (1998) considera que en general, el
objetivo primordial de la educacion deberia ser, lograr que cada individuo sea
capaz de marchar por si mismo hacia donde decida hacerlo. Cobra entonces pleno
sentido el principio de que, mas que ensefiar filosofia (matematica), hay que

ensefar a filosofar (matematizar).

Corrientes filosoficas y Matematica

Figura 2: Imagen que representa una recreacion de los pitagéricos

2Pitagoricos. Filosofia para la vida. Crédito de imagenes:
https://www.google.com.ar/search?biw=1094&bih=472&tbm=isch&sa=1&ei=dUzDXM7gCqg2w5
OUPSUWEWA&Q=PITAG%C3%93RICOS&0q=PITAG%C3%93RICOS&gs_I=img.3..013j0i5i3
016j0i24.29011.32024..32288...0.0..0.150.1114.7j4......1....1..gws-wiz-imqg....... 0i67.zklccWBD-
9U#Imgrc=6ewdS8X0KNUYhM:

Elimina la filigrana digital ahora


http://www.monografias.com/trabajos5/aristo/aristo.shtml
http://www.monografias.com/trabajos/platon/platon.shtml
http://www.monografias.com/trabajos2/sintefilos/sintefilos.shtml
http://www.monografias.com/trabajos11/concient/concient.shtml
http://www.monografias.com/trabajos7/sepe/sepe.shtml
http://www.monografias.com/trabajos/tesisgrado/tesisgrado.shtml
http://www.monografias.com/trabajos14/empirismo/empirismo.shtml#LOCKE
http://www.monografias.com/trabajos/biokant/biokant.shtml
http://www.monografias.com/trabajos901/praxis-critica-tesis-doctoral-marx/praxis-critica-tesis-doctoral-marx.shtml
https://www.google.com.ar/search?biw=1094&bih=472&tbm=isch&sa=1&ei=dUzDXM7gCq2w5OUP5uWEWA&q=PITAG%C3%93RICOS&oq=PITAG%C3%93RICOS&gs_l=img.3..0l3j0i5i30l6j0i24.29011.32024..32288...0.0..0.150.1114.7j4......1....1..gws-wiz-img.......0i67.zklccWBD-9U#imgrc=6ewdS8X0KNUYhM:
https://www.google.com.ar/search?biw=1094&bih=472&tbm=isch&sa=1&ei=dUzDXM7gCq2w5OUP5uWEWA&q=PITAG%C3%93RICOS&oq=PITAG%C3%93RICOS&gs_l=img.3..0l3j0i5i30l6j0i24.29011.32024..32288...0.0..0.150.1114.7j4......1....1..gws-wiz-img.......0i67.zklccWBD-9U#imgrc=6ewdS8X0KNUYhM:
https://www.google.com.ar/search?biw=1094&bih=472&tbm=isch&sa=1&ei=dUzDXM7gCq2w5OUP5uWEWA&q=PITAG%C3%93RICOS&oq=PITAG%C3%93RICOS&gs_l=img.3..0l3j0i5i30l6j0i24.29011.32024..32288...0.0..0.150.1114.7j4......1....1..gws-wiz-img.......0i67.zklccWBD-9U#imgrc=6ewdS8X0KNUYhM:
https://www.google.com.ar/search?biw=1094&bih=472&tbm=isch&sa=1&ei=dUzDXM7gCq2w5OUP5uWEWA&q=PITAG%C3%93RICOS&oq=PITAG%C3%93RICOS&gs_l=img.3..0l3j0i5i30l6j0i24.29011.32024..32288...0.0..0.150.1114.7j4......1....1..gws-wiz-img.......0i67.zklccWBD-9U#imgrc=6ewdS8X0KNUYhM:
http://cbs.wondershare.com/go.php?pid=5482&m=db

Existe una relacion entre la imagen de la Ciencia proporcionada a través de su
ensefianza, y la concepcién filosofica que se ha ido sustentando en distintas
épocas sobre qué es y cdmo se genera el conocimiento cientifico, aunque ambos
aspectos: educativo y epistemoldgico, no siempre coincidan en el tiempo. La
historia da cuenta de muchos siglos y de diversas posiciones y discusiones sobre
el origen y naturaleza de la Matematica. Se debate sobre si la Matematica existe
fuera de la mente humana o si es una creacién propia; si es exacta e infalible o si
es falible, corregible, evolutiva y provista de significado como las demas
Ciencias. Existen corrientes filosoficas que generan diferentes concepciones en la
construccion del saber matematico, a saber: platonismo, logicismo, formalismo,

intuicionismo y constructivismo.

Fatone (1979) caracteriza a estas cinco corrientes del modo como se las describe a

continuacion;

El Platonismo se caracteriza por enmarcar a la ciencia Matematica como un
conjunto sistematizado de verdades indiscutibles, autonomas e independientes de
la existencia humana. Considera que el objetivo de un matematico es el
descubrimiento de estas verdades, ya que se encuentra sujeto a ellas y debe
rendirles culto. Considera que los entes matematicos existen de manera misteriosa
y sus propiedades pueden ser descubiertas luego de un activo trabajo de
investigacion. Asimismo, da cuenta de la existencia de otras propiedades, que no
se podran descubrir, mas alla de cualquier esfuerzo. El platonismo considera que
Matematica traspasa los limites mentales del hombre existiendo las verdades

matematicas externamente al plano mental como una abstraccion de la realidad.

El Logicismo encuadra a la ciencia Matematica como una rama de la l6gica, con
entidad propia, pero con idéntico origen y método, y que forma parte de una serie
de pautas universales que estructuran las diferentes formas de argumentacion.
Plantea que las diferentes estructuras matematicas se deben definir a través de
términos légicos y sostener todos los teoremas que constituyen a la Matematica y
a la Ldgica, mediante la utilizacion de formas I6gicas. Godel (1906-1978), cultor
determinante de esta corriente, sostiene que la l6gica matematica es una ciencia

gue antecede a todas y que tiene dentro de si, todas las ideas y las nociones en que
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se sostienen el resto de la ciencias. El pensamiento logicista coincide

mayoritariamente con el pensamiento aristotélico y con el de escolastica medieval.

El Formalismo caracteriza la Matematica como una absoluta creacion de la mente
humana que se sostiene en axiomas, definiciones y teoremas como estructuras
netamente formales que se acoplan a partir de la conexion de simbolos
combinados con una serie de reglas acordadas. Segun el formalista, la Matematica
se inicia con la accién de escribir simbolicamente en el papel y la verdad radica en
la mente del hombre y no en la construccién que esta realiza en su estructura
interna sino en la conexidad con las reglas propias de los esquemas simbolicos. El
principal exponente del formalismo es Hilbert (1862 — 1943) que hace su

aparicién alrededor de 1910 con los fundamentos de la Matematica.

El Intuicionismo considera la Matematica como el producto de la preparacion que
la mente realiza a partir de lo percibido a través de los sentidos. Como resultado
de estas percepciones se realizan construcciones eminentemente mentales, y su
génesis se identifica claramente con la edificacién de los nimeros naturales. En
definitiva, se puede considerar que la Matematica griega, y particularmente la
Aritmeética, es naturalmente intuicionista. El principio esencial del intuicionismo
consiste en que la Matematica se puede cimentar desde ideas Unicamente
intuitivas que parten de lo finito, existiendo siempre que hayan sido el producto de
una construccién meramente intuitiva. El creador del intuicionismo moderno es
Brouwer (1881-1968) quien considera que en Matematica, la imagen de
existencia es equivalente a la idea de construccion, es decir, que un ente
matematico existe si es construido; mientras que la idea de verdad es equivalente

a la idea de demostrabilidad.

El Constructivismo esta intimamente ligado con el intuicionismo ya que también
considera la Matematica como una creacion mental en la que de manera Unica,
tienen existencia real, solo aquellos entes matematicos que se pueden construir
por procedimientos finitos a partir de entes primitivos. El constructivismo
matematico se alinea con la Pedagogia Activa que se sostiene en la Psicologia
Genética de Piaget (1896-1980). Esta corriente se centra en el estudio de las
condiciones en las cuales la mente realiza la construccion de los objetos

matematicos y la disposicion en que los organiza y los aplica.


http://cbs.wondershare.com/go.php?pid=5482&m=db

Filosofia y Matematica: Una relacion compleja

Klimosky y Boido (2005) se plantean en Las desventuras del conocimiento
matematico, cuatro preguntas medulares y trascendentes, pero solo dos interesan

para los objetivos de esta investigacion.

La primera pregunta es de caracter ontologico: ¢De qué hablan las proposiciones

de la Matematica?

Las bases de la Matematica pura estan construidas sobre el desarrollo de sistemas
axiomaticos, donde sus términos no tienen una asignacion prefijada y las
afirmaciones que en ellos se hallan. Son en realidad, formas puramente
sintacticas, que so6lo respetan reglas morfoldgicas previamente establecidas para
construir sucesiones de signos. Segin Rojo (1983), los axiomas que constituyen
los sistemas axiomaticos son funciones proposicionales cuantificadas. Estas
formas proposicionales, son las cuasiproposiciones de las que hablan Klimosky y
Boido (2005), que no hablan de nada, contrariamente a la vision tradicional de la
Ciencia donde los cientificos estudian propiedades y caracteristicas de ciertas
entidades y objetos. Debe destacarse que la estructuracion de la Matematica en
sistemas axiomaticos tiene una importante similitud con el sistema de la ldgica
desarrollado por Aristételes, donde en realidad este se ocup6 de encontrar
‘hormas® o ‘moldes’ de diferentes esquemas de razonamientos que pueden
presentarse y ofrecer la posibilidad de ejemplos o casos particulares adecuados
donde no es posible la posibilidad de premisas verdaderas y conclusion falsa.
Cuando se dice entonces que las cuasiproposiciones no hablan de nada, en
realidad se indica que estan ofreciendo un conocimiento acerca de ciertos objetos
matematicos, cuya interpretacion puede ser de muy diferente naturaleza segin los
entes que se estén considerando. Siempre que no se extrapole esto hacia
Matematica aplicada, los sistemas axiomaticos de alguna manera mostrarian las
condiciones que deberian ser satisfechas en un entorno ontolégico si se parte del
supuesto que en este sistema se satisfacen las condiciones establecidas por las

funciones proposicionales cuantificadas y que fueron escogidas como axiomas.

A principios del siglo XIX, la Matemética habia experimentado un desarrollo
considerable y notable en lo que hace a sus fundamentos.Asimismo, muy pocos se

preocupaban por los cimientos del considerable edificio de conocimientos
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construidos hasta ese momento. Esto ocurria ya que a muchos investigadores les
interesaba desarrollar su ciencia, pero desde sus aplicaciones. Sin embargo, aun
antes de la aparicién de las geometrias no euclidianas y la consecuente necesidad
de establecer un nuevo criterio aritmético de existencia para los entes
matematicos, importantes investigadores habian iniciado un movimiento de
retorno a los fundamentos para clarificar ciertos puntos dudosos y fundamentar las
diversas ramas de la Matematica sobre bases solidas. Dadas las dificultades
asociadas con vagas y engafiosas intuiciones geométricas, el movimiento en
cuestion culmind con la llamada aritmetizacion del analisis matematico,
denominado en general esta corriente como “aritmetizacion de la Matematica”.
Fueron eliminadas nociones confusas y ambiguas, por ejemplo la de infinitesimal
concebida bajo canones antiguos, que se encontraban en la base del analisis
matematico, y se puso en evidencia que este cuerpo de conocimiento se
fundamentaba Unicamente sobre el concepto de ndmero real. Poco despues se
Ilegaron a definir rigurosamente los conceptos de ndmero real, nimero complejo,
etc. utilizandose en esas definiciones tan solo las propiedades del-conjunto de
nameros naturales como punto de partida: En estas investigaciones son célebres
las definiciones puramente aritméticas de-numero real formuladas por Cantor
(1845-1918), Dedekind (1831-1916) y Weierstrass (1815-1897). Este proceso de
“aritmetizacion de la Matemadtica” tuvo en su momento grandes implicancias en
el pensamiento de muchos intelectuales, tales como Russell (1872-1970) y otros
pensadores del denominado empirismo l6gico. El empirismo légico o también
denominado racional, también recibe el nombre de neopositivismo o positivismo
I6gico, y es una corriente que limita al clasico método cientifico a lo empirico y
verificable y surgio en el primer tercio del siglo anterior en la filosofia de la
ciencia, y fue generado por un grupo de cientificos y filésofos que formaron el

célebre Circulo de Viena.

“La aritmetizacion de la Matematica”, en sus repercusiones con los intelectuales
del empirismo logico, llevd a éstos a pensar que procedimientos logico—
constructivos, similares a los llevados a cabo en Matematica, podrian realizarse de
forma analoga con la filosofia en general y con la metafisica en particular. Este
tipo de procesos propios permiten reducir estructuras aritméticas complejas a otras
de carécter mas simple. De este modo puede reducirse la aritmética de los reales a
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la de los irracionales y asi hasta los naturales. EI proceso también podria realizarse
en forma inversa partiendo desde la aritmética de los naturales, abriendo la brecha
hacia los enteros y asi sucesivamente hasta llegar a los reales. Estos resultados
fueron entendidos como significativos y trascendentes acerca de la utilizacion de
un pensamiento riguroso en Ciencia que permite evitar la presencia de cuestiones
metafisicas. Este tipo de construccion fue llevada a cabo por Russell y tiempo
después se observo que traia numerosas dificultades. Lo que es relevante destacar
es que en su momento tuvo notable influencia en el intento de extrapolar la
potencia del constructivismo l6gico empleado en la fundamentacion de la
matematica a un entorno estrictamente filoséfico. Lo expuesto trae como
consecuencia, que la primera de las cuatro preguntas planteadas por Klimosky y
Boido (2005) en Las desventuras del conocimiento matemético, no se pueda
responder a través de una respuesta simple. Se la puede responder a través del
analisis del método axiomatico formal y de la naturaleza semidtica de estos y sus
interpretaciones. Cantor y Godel (1906-1978) podrian alegar razones para
justificar que el sistema axiomatico de la teoria de conjuntos, e inclusive algunos
mas simples de estos, como el de Zermelo (1871-1953), son consistentes. Y lo
son, ya que admiten como modelo los conjuntos formales que habitan en el
segundo mundo de Platén, poblado en particular por las entidades formales de la
Matematica. Este segundo mundo, ademas estd constituido por los denominados
universales que son las cualidades, propiedades, relaciones y otras entidades

consideradas por la logica.

Meinong (1853-1920) conocido fundamentalmente por su Teoria de los objetos
formulada en 1940 y sus estudios de Idgica dedntica, fundamenta su trabajo en su
creencia de los objetos totalmente abstractos. La teoria esta fundamentada en el
hecho de que es posible pensar en un objeto determinado en la imaginacion,
aunque no exista un objeto asi en el mundo externo. Considera que los objetos
inexistentes son aprioristicos y sin embargo, promotores de intencionalidad y, por
esto, como los objetos existentes, constituyentes de la consciencia. Este fildsofo
sostiene entonces que en el segundo mundo de Platdn debe existir,
inexorablemente para toda combinacion conceptual que se pueda construir a
través del lenguaje o del pensamiento, una entidad formal que se corresponde con
tal construccion. Meinong habla de la existencia de entidades que se refieren al
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mundo concreto, mientras que introduce el término subsistencia cuando se refiere

a entidades al mundo formal. (Velarde—Mayol, 2007)

Figura 3 (arriba): Alicia y el gato de Cheshire

Figura 4 (abajo): El gato de Cheshire

Esta concepcion daria lugar a contradicciones, por ejemplo: considérese la
siguiente combinacién de palabras que darian subsistencia a una entidad
perteneciente al segundo mundo de Platén: El Unico gato de Cheshire® esta en la
Gltima rama del arbol por el que cae Alicia. Esta entidad subsiste,
independientemente de que exista 0 no; mientras que con una combinacion de
palabras similar se podria postular: El Unico gato de Cheshire esté al pie del arbol

por el que cae Alicia.

Debe destacarse que las dos entidades subsistentes que se han introducido son

contradictorias entre si. Pero, para Meinong, ambas entidades existen en el

3Iméagenes extraidas de: http://queridos-gatos.blogspot.com/2007/06/0-gato-de-cheshire.html

La Gltima figura de la derecha es el gato de Cheshire tal como lo imaginé John Tenniel en la

edicién de 1866 de Alicia en el pais de las maravillas.
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segundo mundo de Platon, por lo que seria un mundo de contradicciones. Este
tipo de especulaciones metafisicas son estériles a la luz de la busqueda de la
consistencia y modelos de los sistemas axiométicos. EI mundo descripto no tiene
utilidad alguna para probar, en sentido absoluto, la consistencia de sistemas
axiomaticos formales. Por lo que se desprende gque una posicion mas prudente
concibe a los problemas de consistencia como una cuestion relativa y no

filosoficamente absoluta.

La segunda de las preguntas que Klimosky y Boido (2005) se plantean en Las
desventuras del conocimiento matemético, es una interrogacion de caracter
epistemoldgico: ¢Por qué creer en las proposiciones de la Matematica?, pregunta
que puede considerarse equivalente a: ¢Cuales serian las razones que nos

permitirian considerar verdaderas las proposiciones de la Matematica?

Considerando que la Matematica pura esta constituida por sistemas axiomaticos
formales, aqui la respuesta no se puede direccionar claramente hacia el sentido de
verdad dado por Aristételes porque se trata de una nocién de tipo semantica,
mientras que un sistema axiomatico formal es una entidad l6gico-linguistica de
caracter sintactico. Entonces, pueden obedecer tales razones a una eleccion
personal arbitraria o la eleccion puede estar estrictamente motivada por el hecho
de fijar la atencién en un determinado sistema axiomatico que se vincule

especificamente a su desempefio en determinado contenido de una Ciencia factica.
La Ciencia como juicio verdadero acompafado de razén

La cita que encabeza la portada de este capitulo es elocuente en si misma. El
término juicio que aparece en la misma, significa creencia. Platon, en el Teeteto,
separa el hecho del conocimiento objetivo, de la creencia como contenido
subjetivo. La objetividad de la Ciencia se produce de hecho sobre hechos, que en
la medida de lo posible, tratan de sustentarse por el logos de la razén y no la
simple creencia de su enunciacion linguistica como proposiciones l6gicas.

La creencia en proposiciones matematicas es sostenida por las razones dadas por
la argumentacion de la clasica prueba matematica; la creencia en proposiciones de
las Ciencias facticas estd sostenida por hechos. Un hecho es la manera en que las

cosas o0 entidades se configuran en la realidad, en instantes y lugares
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determinados. Cuando una afirmacion que se refiere a la realidad resulta
verdadera, es porque describe un posible estado de cosas que es en efecto, un
hecho. No se utilizara la palabra hecho para la Matematica y las ciencias formales
en general. Una ciencia factica estudia hechos. En el ambito de las ciencias
facticas, el concepto aristotélico de verdad parece indispensable. Por las reglas
gramaticales, semanticas y logicas del lenguaje, quien realiza el acto de afirmar un
enunciado pretende describir un posible estado de cosas y al mismo tiempo
persuadirnos de que ello es lo que acontece en la realidad. Si dicho estado de
cosas realmente acaece, si la descripcion coincide con lo que sucede en la
realidad, se dird que el enunciado es verdadero. La nocidn aristotélica de verdad
no tiene ingrediente alguno vinculado con el conocimiento. Una afirmacion puede
ser verdadera sin que se tenga evidencia de que hay correspondencia entre lo que
describe la afirmacién y lo que realmente ocurre. También podria ser falsa y no
saberse. Desde el punto de vista del avance del conocimiento, puede ser tan
importante establecer una verdad como una falsedad. En su andlisis de la ciencia,
ciertos filosofos ponen el énfasis en el pensamiento cientifico. Pero el
pensamiento es privativo de quien lo crea, y solo se transforma en propiedad
social si se comunica a través del lenguaje. Socialmente la Ciencia como cuerpo
de conocimiento se ofrece bajo la forma de un sistema de afirmaciones. Cuando se
trate acerca de conjeturas o teorias cientificas deben ser entendidas como
propuestas, creencias u opiniones previamente expresadas por medio del lenguaje.
(Klimosky, 1997)

La comunicacion de la Ciencia

La comunicacion de la Ciencia a través del lenguaje puede ser por medio de
articulos cientificos circunscritos estrictamente al ambito cientifico en que se
ajuste la disciplina del mismo; articulos de divulgacién o en el &mbito aulico, ya
sea a nivel del ciclo de ensefianza elemental, media y universitaria de grado y
posgrado. En cualquier tipo de difusion, se requiere de una “transposicion
didactica” (Chevallard, 1998) que permita una clara extrapolacion del saber sabio
a un saber publico y accesible, lo que conduce hacia la didactica de las Ciencias
en general y la didactica de la Matematica en particular. Hasta después de pasada
la mitad del siglo pasado, la tradicion y la no—existencia de una didactica de las

ciencias, ademés de profesorados direccionados hacia disciplinas especificas, hizo
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que las diferentes disciplinas fueran impartidas por profesionales: a) Matematica y
Fisica por Ingenieros; b) Biologia por médicos; ¢) Quimica por Bioquimicos o
Ingenieros quimicos, etc. El surgimiento, en las ultimas tres décadas del siglo
pasado, de profesorados, licenciaturas y postgrados en disciplinas especificas
gener6 una verdadera revolucion en cuanto a la potencia de la didactica,
epistemologia y filosofia de las Ciencias. Décadas atrds, estas tres ultimas
disciplinas mencionadas no aparecian o simplemente tenian muy poco peso en los
programas de formacion de los profesorados.

Esta potencia, ganada en las dos Ultimas décadas, no atenud el paralelismo con la
tradicion ya iniciada de profesionales carentes de formacion especifica, ya que los
profesores, con antigledad y permanencia, que poseen experiencia tienen
creencias y conocimientos practicos personales muy estables y consolidados a lo
largo de su actividad profesional y muy resistentes al cambio (Appleton y Asoko,
1996)

Ademas, estos profesionales tienen poco tiempo disponible y la formacion les
supone un esfuerzo afiadido y una sobrecarga de trabajo para algo que, en muchas
ocasiones, consideran tedrico e irrelevante para lo que tienen que hacer
diariamente en el aula. (Munby y Russell, 1998)

En estos profesores, la formacién no hay que plantearla como un ‘cambio’, sino
mas bien como un proceso interno de ‘crecimiento’ y de ‘desarrollo’ gradual a
partir de lo que ya piensan y hacen (Day, 1999), de los problemas reales de
ensefianza y aprendizaje de las ciencias, de las preocupaciones cotidianas del
profesor, potenciando y apoyando la motivacion, la disponibilidad, la
colaboracién y el compromiso de los profesores en su propio desarrollo
profesional. (Mellado, 2003)

Mas auln, estos profesores no son conscientes ni poseen el conocimiento de la
epistemologia propia de la disciplina dictada, por ignorancia o en caso de conocer
algo de la cuestion, consideran que esto es innecesario de ser profundizado para el
docente profesional.

Ocurre que saben de la Ciencia y no sobre la Ciencia, que es lo esencialmente
esperado para una profesionalizacion especifica de la profesion docente
encuadrada en la naturaleza de la Ciencia. (Addriz-Bravo, 2002)

Desde esta perspectiva, el proceso de ensefianza de las ciencias y

consecuentemente, el de su aprendizaje, viene sufriendo un proceso de decadencia
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desde hace algo mas de tres décadas. Esto se traduce, en que los ‘responsables’ de
transmitir conceptos cientificos en diferentes niveles educativos, fueron relegando
las cuestiones epistemolégicas que hacen a su esencia. Hablar de la esencia
epistemoldgica de cualquier Ciencia, implicitamente requiere que se hable de su
lenguaje.
Particularmente en Matematica, desde el punto de vista de la comunicacion, su
caracteristica mas importante es su lenguaje riguroso, el cual esta ligado al hecho
de que sus conceptos son entes abstractos cuyas representaciones estan
determinadas tanto por la semidtica como por la noética (Duval, 1998) y por lo
tanto las relaciones de los simbolos y signos dependen del dominio conceptual en
el que se encuentren. Las expresiones matematicas por sencillas que sean son
registros semioticos que determinan significados (seméntica), sin importar la
forma en la que estan representados (sintaxis). Estos significados estan mediados
por conceptos fundamentales que son la base de la construccion del saber
matematico.
Si se considera entonces a la Matematica como una manifestacion semictica, tal
como lo hace Radford (1997), entonces sus elementos generan significados
sintacticos y semanticos en un lenguaje simbolico, el cual podria considerarse
equivalente al lenguaje natural de un individuo. Sin embargo los estudiantes no
transponen automaticamente el lenguaje natural que utilizan habitualmente al
sistema de escritura matematica. Esta caracteristica particular hace que el lenguaje
matematico genere dificultades en: la comprension de los conceptos matematicos,
la forma como se relacionan éstos y el uso de los mismos en la resolucion de
problemas. La formacién de muchos profesores de educacion béasica, media e
inclusive superior se sostiene esencialmente en procedimientos heuristicos que
provean herramientas que permitan el desarrollo de destrezas en el momento de
plantear y resolver problemas en los diferentes niveles pero carecen de los
elementos para estimular el desarrollo de habilidades metalingtisticas. En relacion
a la resolucion de problemas que tiene que ver con las habilidades y métodos
heuristicos, Bonotto (2013) expresa textualmente en referencia a estas cuestiones
del modo siguiente:

El proceso de crear problemas representa una de las formas

de auténtica investigacion matematica, que adecuadamente

implementada en actividades de clase, tiene el potencial de
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llegar més alla de las limitaciones de los problemas verbales,
por lo menos como son tipicamente tratados. Impulsar la
creacion de problemas es una de las formas de lograr el
desarrollo de diferentes potencialidades de los estudiantes y

de estimular una mayor flexibilidad mental. (p. 53)

Hasta la década de los ochenta, la filosofia de las Ciencias en general, estuvo
practicamente ausente tanto en programas de ensefianza de las Ciencias como en
programas direccionados a la formacion especifica del profesorado. De este modo,
las concepciones sobre la naturaleza de la Ciencia, entendida como un conjunto de
contenidos metacientificos con valor para la educacion cientifica eran débiles,
inmaduras y de corte positivista. (Addriz-Bravo, 2001)

Esto es revertido de forma notable y progresivamente a partir de la década del
ochenta, a través de numerosos trabajos que consideraron necesaria e imperiosa la
inclusion de una reflexion sobre la naturaleza de la Ciencia, tanto en programas de
ensefianza de las Ciencias como en programas direccionados a la formacion
especifica del profesorado. (Burbules y Linn, 1991; Matthews, 1992) citados en
Mellado (2003)

De esta forma, los curriculos actuales de las Universidades e instituciones
educativas de nivel terciario deberian incluir programas de formacion del
profesorado, que permitieran una transformacion, reorganizacion y reelaboracion
de los contenidos de forma de generar una nueva mirada de los mismos,
estableciendo un saber significativo y proyectado hacia la reflexion y gestiéon de
metasaberes, que permitan una habilidad en la accion de generar una ingenieria
didactica que posilibite una real y transformadora “transposicién didéctica .
Estas transformaciones pueden ser posibles mediante una previa reflexién, que
implicaria una mirada medulosa y analitica de la Matematica, la que requeriria
inmiscuirse en vericuetos filosoficos que trascenderian los saberes en su estado
mas elemental. Es de destacar, que esto seria simple de producir en aprendices
pero no en profesores con experiencia profesional. Estos Gltimos tienen creencias
intensamente arraigadas, y una fortisima resistencia al cambio.

En analogia al realismo critico de Popper, el cambio en los profesores podria
producirse generando insatisfaccion en sus concepciones y practicas docentes

frente a las nuevas aportaciones de la investigacion educativa, pero esto puede ser
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notablemente contraproducente si sale del control y el docente no encuentra
alternativas viables. A los efectos de encontrar solucion a este problema y
siguiendo el programa de Lakatos, seria importante considerar aspectos de los
viejos programas o paradigmas contemplados por el docente y los establecidos
como nuevos, y observar sus fortalezas y debilidades, hasta encontrar un
equilibrio que se producira cuando el profesor encuentre alternativas contrastando
las miradas entre ambos programas de forma que se encuentre finalmente
satisfecho. (Mellado, 2003)

Los docentes de matematica, deben armarse de nuevas estrategias y deshacerse de
otras. Lo de llenar pizarras enteras no tiene razon de ser, pertenece a un paradigma
fuera de este tiempo. Realmente, no se trata de ensefiar muchisima Matematica, o
mejor dicho, de ensefiar muchisimos contenidos, muchos de ellos enciclopedistas
e innecesarios en muchos casos para ser extrapolados a situaciones especificas de
la carrera de grado en que se encuentra inserto el curso de Matematica. Se trata de
lograr que las personas aprendan desde la matematica, las diferentes claves que la
sociedad, necesita y utiliza. La clave es comunicar ideas; seduciendo a través de
ellas; introduciendo elementos de la vida cotidiana; buscando la complicidad del
que aprende; procurando que el interés no decaiga; siendo la sorpresa, una
autoexigencia del docente; trabajando constantemente en la visualizacién con la
introduccion de las nuevas tecnologias; sin dejar de lado la resoluciéon de
problemas y siempre estando muy atento a la actualizacion de nuevas corrientes
didacticas. Para ello, ademas de elegir convenientemente las actividades, deben de
adoptarse nuevos estilos para trabajar en el aula.

Pero més alla de todo, si nos abstenemos de la presencia de las tecnologias propias
de la posmordenidad, puede decirse perfectamente que matematica se basa
esencialmente en el razonamiento y la abstraccion. Es una actividad autosuficiente
ya que el matematico sélo necesita lapiz, papel y tiempo para pensar. Sin embargo
para generar una simple demostracion, un razonamiento, una especulacion teorica,
una conjetura, una estructura abstracta, estudiar un determinado concepto o
relacion es suficiente con lo explicitado, aunque hoy dia, en muchas ramas de esta
disciplina, la computadora se ha convertido en el laboratorio del matematico. Muy
a diferencia del fisico, del quimico o del bidlogo, entre otros, que necesitan

imprescindiblemente del instrumental de un laboratorio para experimentar.
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En el aula, el profesor de Matematica méas alla de ensefiar nuevos y mayor
cantidad de contenidos de esta Ciencia, lo mas importante que puede ensefiarle y
transmitirle a sus estudiantes es que razonen. El razonamiento debe ser medular en
la clase de Matematica, mas alla de toda otra cuestion, ya que el desarrollo de
este, desde niveles elementales no plantea problemas en si mismo, y los
profesores de matematica identifican bien los errores que los estudiantes cometen
al respecto. En general, el estudio de lo que es el razonamiento matematico no

Ilama la atencion de los educadores. (Pluvinage, 1996)

De esta manera, el razonamiento, que debe ser protagonista en el aula de
Matemética se reduce cada vez maés, otorgdndole cada vez mayor espacio a la
realizacion de problemas cuya mayor dificultad requiere la aplicacion de
algoritmos. La formalizacidén, tiene un gran numero de adeptos en la
profesionalizacion docente, a través de un disefio instruccional donde predomina
el rigor en el tratamiento de conceptos e ideas matematicas, por sobre las
justificaciones, explicaciones y argumentaciones coloquiales construidas por el
estudiante desde su propio lenguaje natural. Los contenidos son importantes en un
curso de Matematica pero no es lo central. Lo verdaderamente crucial y medular
es que el estudiante, mas alla de los contenidos, pueda razonar, explicando y
justificando cada procedimiento utilizado; y también pueda argumentar ante la
necesidad de validar la verdad de una proposicion, pero esta argumentacion debe
ser producto del propio estudiante. Esto significa, que el estudiante debe generarla
desde una explicacion elaborada en un lenguaje coloquial propio, y no desde lo
formal, que puede conducir a un aprendizaje ritual. En la opinién de Rodd (2000),
se puede justificar una proposicion reproduciendo una prueba de la misma, pero
esta prueba no garantiza el conocimiento de la proposicion porque la prueba no es
el razonamiento propio de quién la reproduce. Pero quién reproduce la prueba, no
siempre lo hace desde la comprension y esta afirmacion se hace desde la certeza
de la investigacion que requirio la lectura de muchas otras investigaciones sobre

esta cuestion.

Los primeros descubrimientos de Algebra se deben a pueblos primitivos donde la
prueba no era un tamiz de certeza acerca de la validez del descubrimiento del
algoritmo que se proponia. El ejemplo y las protoargumentaciones abundaban en

eso0s pueblos primitivos, tal y como propugna Balacheff (2000) cuando encuadra a
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estas acciones extrapoladas a un estudiante como empirismo ingenuo y

experimento crucial en su clasificacion de sus modos de demostrar.

Los griegos fueron la primera civilizacion que formalizé la prueba matematica,
debido a que fueron capaces de vincular a esta disciplina con la filosofia, dandole

el caracter y estructura propia de una argumentacion légica a las demostraciones.

La tendencia, defendida a medias, de analizar la perspectiva histérica en la
didactica de la Matematica, tuvo un surgimiento en la década del 60° del siglo XX
para aumentar de forma potencialmente creciente hacia los Gltimos treinta afios.
Siguiendo esta linea, la actitud del estudiante sigue siendo invariante frente a la
prueba en los inicios de sus estudios en la universidad, a pesar de los progresos
cada vez mas veloces, a nivel tecnoldgico. Esta actitud es extrapolable a la actitud
antes descripta que caracterizaba a los pueblos primitivos frente a la prueba y el
ejemplo. El estudiante recorre en su camino de aprendizaje una especie de viaje
acelerado en el tiempo que reproduce los obstaculos epistemoldgicos y cognitivos

con los que el ser humano se enfrento a lo largo de la historia.

Es entonces, que mas fuerza cobra la afirmacion de Aduriz — Bravo (2002), ya que
el profesor de Ciencias, y en particular el profesor de Matematica debe tener una
formacion sélida e integral que abarque no solo aspectos cognitivos de la
disciplina, sino histéricos, epistemologicos y didacticos muy bien sostenidos y
vinculados en un andamiaje conceptual que permita generar un entramado de
contenidos listos para un ambito aulico, capaces de transmitir un saber ensefiado
que contemple esos cuatro aspectos antes citados al servicio de la optimizacion
del aprendizaje. Esto implica que el profesional de la Educacién Matematica debe
generar un disefio, un disefio que comprenda implicitamente el entramado antes

descrito.

De esta forma, los profesionales de la Educacion Matematica, de forma analoga a
los que se dedican al arte, son hacedores de disefios. Particularmente se trata de
disefios para clases de Matematica. Y estos disefios deben ser atractivos y
estéticos, de la misma forma que para el arte, debiendo relacionarse de forma
armonica como asimismo las ideas que estructuran una clase. Deben ser
hermosos, y la hermosura es la prueba inicial, ya que en el mundo no hay un lugar

definitivo para una clase fea de matemaética. (Hardy, 2005)
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CAPITULO II
El PROBLEMA DE INVESTIGACION

“Las Mateméticas no son un recorrido prudente por una autopista despejada, sino un viaje a un
terreno salvaje y extraiio, en el cual los exploradores se pierden a menudo.”.
W.S. Anglin. (1949). Matematico contemporaneo
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Resumen
En este capitulo se presentan antecedentes acerca del razonamiento de estudiantes

universitarios en diferentes areas de la Matematica como disparador al problema
de investigacion. Se contextualiza la investigacion, mostrando el escenario de
accion y los actores que interactian en tal escenario. Luego se presenta
concretamente el problema de investigacion a través de las clasicas preguntas.
Consecuentemente surgen los objetivos generales y especificos para finalmente
presentar las hipétesis de la investigaciéon y la postura adoptada en este estudio,

tanto a nivel didactico como epistemoldgico.
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I11.1. Antecedentes

La actividad docente ha llevado a observar cada afio las dificultades que presentan
los estudiantes universitarios de ingenieria al utilizar los razonamientos que les
permiten el desarrollo de demostraciones en Algebra y Célculo. Estas reiteradas
observaciones permitieron una continua reflexién sobre esta problematica y el
objetivo que se propone esta investigacion es, en parte, producto de esa

preocupacion.

Antes de continuar, debe destacarse que es de importancia relevante, aclarar una
cuestion fundamental que hace a esta investigacion y que puede generar confusion
para quien esté leyendo este trabajo. Deben distinguirse claramente los modos de
demostrar de un estudiante, de los modos de razonar de estos en una prueba. Esta
cuestién es muy delicada ya que ambos modos mencionados se relacionan
tangencialmente de forma imperceptible, pero sin embargo apuntan a cuestiones
diferentes. Recurriendo a un lenguaje cotidiano, se puede decir que ambos, son
‘las dos caras de una moneda’. Godino & Recio (2001) consideran que:

Una demostracion es el objeto emergente del sistema de

practicas argumentativas (o argumentos) aceptadas en el seno

de una comunidad, o por una persona, ante situaciones de

validacion y decision, esto es, situaciones que requieren

justificar o validar el caracter de verdadero de un enunciado,

su consistencia o la eficacia de una accion. (p.406)

En general, los modos de demostrar de un estudiante tienen que ver con la forma
en que este construye una prueba que le da validez de una proposicion, mientras
que los modos de razonar tienen que ver con la argumentacion desarrollada por el
estudiante en la construccién de la prueba. Esto Gltimo, es el motivo central de

esta investigacion.

El estado del arte nos muestra que se han escrito numerosos trabajos sobre la
demostracion matematica fundamentalmente descriptivos y centrados en la

geometria, que caracterizan los modos de demostrar del estudiante. Respecto a los
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modos de razonar, hay trabajos de investigacion sobre el razonamiento
matematico en estudiantes secundarios, universitarios y de posgrado referidos al
razonamiento geométrico y visual, razonamiento estocéstico; razonamiento
plausible; las practicas de justificacion y las practicas de argumentacion, entre
otras. A continuacion, se realiza una breve resefia de algunas de estas

investigaciones.

El precedente inmediato de esta investigacion es un trabajo de investigacion
llevado a cabo por D"Andrea, Curia & Lavalle (2010, 2012), cuyo objetivo
principal fue un estudio cualitativo acerca de las dificultades que presenta el
estudiante universitario de Ciencias Naturales e Ingenieria en el uso del
razonamiento deductivo durante procesos de validacion de proposiciones
matematicas. Como consecuencia de la investigacion se gestd una ingenieria
didactica para la optimizacion del proceso de ensefianza y como consecuencia del
aprendizaje de la demostracion, posibilitando el desarrollo de la capacidad de

razonamiento I6gico deductivo del estudiante.

A nivel de razonamiento visual, se detallan a continuaciéon los resimenes de
algunos trabajos de investigacion que hacen referencia a este tipo de razonamiento

utilizado en Matematica.

GOomez Chacdén (2012) realiz6 un trabajo sobre el razonamiento visual en
Matematica. En éste analiz6 no solamente como la Matemaética ha sido reconocida
a través de la imagen, sino también como este tipo de razonamiento es
determinante para la comprension e inspiracion de descubrimientos. A través de
una investigaciéon empirica, analiz6 las caracteristicas de la visualizacion en
geometria y los obstaculos y aportes que brinda este razonamiento en el proceso

de ensefianza con estudiantes universitarios.

Ramirez; Flores & Castro (2010) presentan una investigacion en donde describen
una experiencia con estudiantes con talento matematico, encaminada a observar la
visualizacion durante la realizacion de actividades geométricas y al analisis de

algunas de las dimensiones de la visualizacion que se ponen en juego.
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Figueiras Ocafia & Deulofeu Piquet (2005) analizan la utilizacion de diagramas
visuales en la resolucion de problemas y su efecto sobre el significado que se
atribuye a la matematica. En el trabajo se presta atencion a la interaccién de tres
perspectivas —socioldgica, cultural y cognitiva—, desde las cuales se han

desarrollado investigaciones diversas sobre visualizacion.

Hitt (1998) a través de su trabajo de investigacion considera que la visualizacién
matematica requiere de la habilidad para convertir un problema de un sistema
semidtico de representacion a otro. Su trabajo se enfoca esencialmente sobre el
papel que juegan los sistemas semioticos de representacion en el aprendizaje de
conceptos matematicos, y su relevancia con la articulacion entre diferentes
representaciones de esos conceptos. En este trabajo se puede observar que los
estudiantes de ensefianza media y primer afio universitario no logran crear una
articulacién coherente entre varios sistemas de representacion relacionados a

conceptos propios de ese nivel.

Entre algunos de los trabajos referidos al razonamiento estocastico, se citan a

continuacion algunos trabajos que se detallan a continuacién:

Inzunsa Cazares y Vidal Jiménez Ramirez (2013) investigaron sobre el
aprendizaje de la inferencia estadistica en estudiantes universitarios de
matematica, en particular se enfocaron en el nivel del razonamiento estadistico
acerca de los conceptos y el proceso que involucran las pruebas de hipotesis. Los
resultados revelaron que el razonamiento estadistico de los estudiantes que
intervinieron se caracteriza por ser aislado en relacion con los diversos conceptos
abarcados en las pruebas de hipdtesis. Los autores consideraron que esto se debe a
la falta de comprensién y a las creencias erroneas sobre diversos conceptos

involucrados.

Ramirez Arce (2008) presentd un trabajo sobre las formas de razonamiento en
estudiantes de posgrado en el abordaje de la distribucién normal apoyada en el
enfoque frecuencial, de forma tal que posibilite un desarrollo practico de la
distribucion utilizando la simulacion con el software Fathom. El uso que los

estudiantes hacen del software, permitié suprimir o cambiar conceptualizaciones o
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creencias equivocas sobre la distribucion normal presentes en el pensamiento de
los estudiantes. El software también permitio que los estudiantes tuvieran certezas
manifestadas a través de la retroalimentacion y firmeza del programa,
posibilitando el direccionamiento del proceso de aprendizaje de la distribucion, no
haciendo énfasis en los aspectos operativos, pero si haciendo foco en la

caracterizacion de la conceptualizacion.

Roa; Batanero Bernabeu & Diaz Godino (2000) abordaron una investigacion
sobre el razonamiento combinatorio en estudiantes universitarios de Matematica
Avanzada. Analizaron las destrezas de los estudiantes en la resolucion de
problemas combinatorios de corte elemental, como asi también sus dificultades
para el abordaje y los obstaculos presentados en su resolucion. Como resultado de
la investigacion, se pudo ver, entre otras cuestiones, que el proceso de ensefianza
del anélisis combinatorio no pone acento en el tipo de razonamiento que se
requiere para la resolucion de este tipo de problemas, haciendose demasiado
hincapié en las clasicas formulas y su aplicacion, sin que exista de por medio un

proceso reflexivo.

Serrano; Batanero; Jests Ortiz & Jesls Cafizares (1998) realizaron una
investigacion sobre el razonamiento probabilistico. ElI propdsito de esta
investigacion fue comparar el razonamiento probabilistico en dos niveles de
estudiantes de secundaria (14 y 18 afios). Como resultado, se observaron pocas
diferencias, a pesar de que uno de los grupos recibié educacion formal en
probabilidad. Asimismo, se utiliz6 el andlisis multivariante para evaluar la
dependencia entre los diferentes tipos de heuristicas y sesgos que fueron

detectados.

Entre algunos de los trabajos que investigan la argumentacion desde la dptica de
la socioepistemologia, se hace a continuacién una breve resefia de algunos de los
trabajos llevados a cabo por Crespo Crespo (2005, 2007).

Crespo Crespo (2007) se propuso el objetivo de entender el perfil sociocultural
presente en la argumentacion matematica, observando en el aula, que diferentes
argumentaciones presentadas por los estudiantes, no siempre responden a los

moldes de la ldgica clasica y quizas sean el producto de argumentaciones
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construidas en espacios extracurriculares que el estudiante extrapola al &mbito
escolar. Estos resultados evidencian una construccion de este tipo de

argumentaciones como el producto acabado de una practica social.

Crespo Crespo (2005) desarrollé una investigacion acerca del rol que desempefian
las argumentaciones por reduccion al absurdo en el ambito aulico,
comprendiéndolas como un proceso que permite garantizar y validar la verdad de
una afirmacién pero que se consigue a través de una construccion socio-cultural.
Los resultados obtenidos evidencian que el entendimiento de que este tipo de
argumentaciones no se utilizan en problemas que van mas alla del &mbito escolar
y/o académico, inclusive por los propios interesados que en muchas oportunidades

no son capaces de sostener los razonamientos que las edifican.

Entre algunos de los trabajos que investigan acerca de esquemas de razonamiento
en situaciones problematicas no habituales se resefian a continuacion los

siguientes:

Waldegg y de Aguero (1999) caracterizaron algunos esquemas de razonamiento
que permiten abordar las habilidades cognitivas del individuo con estudiantes
universitarios en situaciones problematicas no rutinarias. Segun estos autores, la
resolucion de un problema no rutinario manifiesta aspectos esencialmente
cognitivos del individuo que pueden ser caracterizados como habilidades. En base
a esto, el andlisis realizado de las respuestas arrojadas por los estudiantes a una
serie de problemas l6gico-matematicos no rutinarios, se centré en la identificacion

cualitativa de la clase de estrategia utilizada y patrones operativos utilizados.

Cafladas (2002) estudié el manejo del razonamiento inductivo en tareas
matematicas no habituales que tienen los estudiantes de los cursos ultimos del
ciclo medio. Para la realizacién del estudio, se escogié una actividad dirigida a los
estudiantes que para su ejecucion requiriera de la utilizacion del razonamiento
inductivo. El estudio consistié en entrevistas realizadas a los estudiantes en el
momento preciso en que realizaban la actividad, de forma que estos pudieran

explicar sus razonamientos.
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Markiewics (2004) realizd una investigacion acerca del papel que juega el
razonamiento plausible en el proceso de ensefianza de matematica en el nivel
medio. El foco del estudio tuvo tres facetas. Una faceta epistémica, que se centro
en los significados institucionales. Otra faceta cognitiva, que se enfoco en torno a
significados personales, para finalmente direccionarse hacia una faceta

instruccional en interaccion con las otras dos.

Rigo; Rojano & Pluvinage (2011) realizaron una investigacion empirica, centrada
en el analisis de un estudio de caso longitudinal y el analisis del rol que juega la
certidumbre para construir conocimiento matematico en el aula, examinando las
practicas de justificacion. Se describieron patrones de racionalidad observados en
las clases, mostrandose que en el &mbito &ulico pueden confluir en un idéntico
recorrido del discurso, tanto argumentos que se sostienen por razones como
también por motivos, siendo tacitas y acumulativas estas justificaciones, y

carentes de una estructura lineal.

Iriarte Diaz-Granados; Espeleta Maya; Zapata Zapata, Cortina Pefaranda;
Zambrano Ojeda & Fernandez Candama (2013) investigaron sobre el
razonamiento légico en estudiantes universitarios que se encontraban en el
primero, tercero y quinto semestre de estudio. Los resultados encontrados, en
general, muestran que hay diferencias reveladoras cuando los estudiantes se
agrupan segun el programa académico, siendo los mas favorecidos los estudiantes

de Medicina e Ingenieria en Sistemas.

Corral (2011) presentd un estudio dedicado al examen de las habilidades en
razonamiento informal de estudiantes universitarios proximos al egreso de la
carrera elegida. La investigacion se centré en la observacion de como disponen
del conocimiento en la evaluacion de la pertinencia de argumentos condicionales

con nexos causales en su campo de estudio.

D”Amore (2005) mostro a través de ejemplos, que el proceder de un estudiante en
procesos de argumentacion en el desarrollo de una demostracion, es mas proximo

a la logica hindd que a la logica aristotélica, siendo esta ultima, predominante en
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la cultura occidental y por lo tanto a nivel escolar. Este desempefio se caracteriza
en que el estudiante siente la necesidad de anclar sus argumentaciones a
deducciones ya conocidas que tienen en mente haciendo analogias, desde el

comienzo, considerando a la tesis que se quiere probar como algo ya aceptado.

11.2. Problema de investigacion. Importancia y pertinencia del proyecto

Algunos de los trabajos resefiados en el parrafo anterior se refieren a
investigaciones acerca de las dificultades del estudiante universitario en el
abordaje del razonamiento deductivo en procesos de prueba; el razonamiento
visual en geometria; el razonamiento estocastico enfocado en diferentes facetas:
razonamiento estadistico; probabilistico y combinatorio. Otros caracterizan
algunos esquemas de razonamiento en estudiantes universitarios en situaciones
problematicas no rutinarias que permiten abordar las habilidades cognitivas del
individuo desde una perspectiva compleja. Sin embargo, en la revision
bibliografica realizada no se han encontrado trabajos que investiguen acerca del
razonamiento que utiliza el —estudiante universitario de ingenieria en
demostraciones matematicas en los cursos correspondientes a su formacién basica
tales como Algebra, Geometria Analitica o Calculo.

El anélisis de como el estudiante universitario utiliza el razonamiento cuando
realiza demostraciones en las disciplinas mencionadas, permitird encontrar pautas
de razonamiento, lo que constituye el problema de investigacion de este trabajo.

El abordaje de este problema de investigacion y su desarrollo puede contribuir
notablemente a una mejora del proceso de ensefianza y como consecuencia, del
aprendizaje de la demostracion matematica en estudiantes universitarios en

particular, pudiendo ser extensivo para estudiantes de otros niveles.

11.3. Escenario, actores y foco de estudio de la investigacion

El escenario de la investigacion que se plantea es el aula universitaria, los actores
que se desenvuelven en este escenario son estudiantes universitarios que ingresan
a carreras de grado de Ingenieria, y el foco de estudio es el razonamiento del
estudiante en demostraciones de Algebra elemental y Célculo.

El estudiante universitario de Ingenieria al que se hace referencia es el estudiante

de Argentina, quién de acuerdo a lo establecido de forma general por la resolucion
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1054/2002 del Ministerio de Educacién de Argentina en lo que atafie a Educacion
Superior, se establece en las Ciencias Basicas, especificamente en Matematica,
que: “El objetivo de los estudios en matematicas es contribuir a la formacion
I6gico-deductiva del estudiante, proporcionar una herramienta heuristica y un
lenguaje que permita modelar los fendmenos de la naturaleza. Estos estudios
estaran orientados al énfasis de los conceptos y principios matematicos mas que a

los aspectos operativos. ”

A este respecto, es importante tener presente a Aduriz — Bravo (2017) que
considera que “los desarrollos recientes de la filosofia e historia de la ciencia
motorizan la puesta en valor de argumentos y modelos en la ensefianza de las
ciencias” (p.4492).

La argumentacion y la justificacion son claves en la didactica de la Matematica,
de forma de no relegar a esta ciencia, en un ‘recetario’ de algoritmos y ‘formulas
magicas’ que permitan la realizacion de un simple ejercicio ‘disfrazado’ de
problema que consiste en la aplicacion de una formula. Addriz — Bravo (2017)
sefiala que un aprendizaje significativo. y critico en ciencias requiere
inexorablemente de la argumentacién, rescatando su valor epistémico como
participe en los procesos de construccion de conocimiento cientifico sobre el
mundo.

¢Porque en demostraciones de Algebra elemental y Céalculo?

La eleccion de demostraciones de Algebra elemental y Célculo no es arbitraria. EI
estudiante universitario de Carreras de grado de Ingenieria cuando ingresa a la
Universidad tiene en su curriculum por lo general dos asignaturas iniciales de
correlacion horizontal: un curso de Calculo en una variable y otro de Algebra. En
la actualidad, estos cursos son por lo general, en casi todas las facultades de
ingenieria del pais, de régimen cuatrimestral, pero en este estudio, la poblacion
elegida se encuentra en una institucion universitaria que los mantuvo con régimen

anual hasta 2017, inclusive.

Algebra Elemental es parte del contenido del primer cuatrimestre de un curso
anual de Algebra y Geometria Analitica denominado Matematica Il en la
institucion elegida para este estudio. Por otro lado, Célculo diferencial e integral

en una variable real es el contenido de la asignatura denominada Matematica I, de
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correlacion horizontal con la asignatura antes nombrada y también se considerd
un momento del curso anual de Calculo en varias variables denominado

Matematica 111, de correlacion vertical con las dos asignaturas mencionadas.

Analizar el razonamiento utilizado por el estudiante en demostraciones que
forman parte de los contenidos de estos cursos iniciales tiene facetas muy ricas y
diferentes que las que podrian evidenciarse en un curso posterior. El estudiante
ingresante a la universidad ha egresado recientemente del ciclo medio y necesita
aprender muchas cuestiones nuevas y el proceso de aprendizaje puede variar
segun los criterios, condiciones y concepciones presentes en el docente que
conduzca estos procesos. Realizar este estudio en cursos posteriores no mostraria
claramente la génesis de los procesos iniciales, porque el estudiante podria haber
recibido diferentes paradigmas de ilustracion y esas distintas influencias podrian
obnubilar el foco de la investigacion. Ademas, el razonamiento de las cadenas
argumentativas que hacen a las proposiciones de Algebra elemental es diferente al
utilizado en Célculo. La argumentacion en contenidos de Algebra elemental es
lineal, asimilandose a la estructura del método directo de demostracion de
implicaciones. Es un razonamiento en estado ‘puro’, entendiéndose este vocablo
desde el hecho de que el Algebra no se nutre de otra disciplina como el Calculo
que, si lo hace y entre otras, se subsidia asimismo, del Algebra. En Célculo se
requiere en muchas oportunidades de artificios o constructos que son elementos
determinantes que permiten el arribo a la tesis establecida por una proposicion. La
construccion de estos artificios necesita del sujeto que razona y requieren de una
heuristica que no es demandada con frecuencia en Algebra elemental. Asimismo,
desde una perspectiva historica, el Algebra es previa al Calculo, que, como se
indicd parrafos atras, se nutre del Algebra y de otras ramas de la Matematica en la
mayor parte de las oportunidades. Las demostraciones escogidas de Calculo, se
eligieron con el objetivo de analizar ciertos tipos de razonamientos que en

Algebra no pueden ser evidenciados.

11.4. La postura adoptada en esta investigacion

Independientemente del foco de estudio, los actores y el escenario, en esta

investigacion esta implicito el proceso de ensefianza y aprendizaje, requiriéndose
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que se deje constancia de la corriente epistemoldgica a la que esta investigacion
adhiere en relacion con el proceso de ensefianza y aprendizaje de la Matematica.
Explicitar acerca de lo que se considera que debe de ser el aprendizaje de esta
Ciencia, aportara a la comprension del porqué de esta investigacion y la forma de
llevarla a cabo.

La postura pedagogico-didactica de esta investigacion acerca del proceso de
ensefianza y aprendizaje de la Matematica estd mas proxima al constructivismo
ausubeliano. En esta teoria de aprendizaje, el binomio ensefianza—aprendizaje
constituye una unidad, pero los dos elementos no tienen la misma importancia. De
este binomio, el aprendizaje es lo mas importante y su constructor es el propio
sujeto. El proceso de ensefianza tiene un lugar secundario, si se lo considera como
la mera accién de la transmision de conocimiento, quedando entonces el proceso
de aprendizaje como una accion por descubrirse. Esto no significa que el rol del
docente guede desvalorizado, ya que, para esta teoria de aprendizaje, el papel del
profesor tiene un rol preponderante como guia del estudiante, siendo su actividad
fundamental, la preparacion minuciosa de situaciones adecuadas que permitan la
apropiacion -de conocimiento, cumpliendo el estudiante un- rol ‘activo vy
determinante en el plan de aprendizaje.

Un “aprendizaje significativo” es el punto clave de la posicion pedagogico-
didactica de esta investigacion.

Lo que define a la teoria ausubeliana, precisamente es el “aprendizaje
significativo”, una etiqueta contemporanea y con plena vigencia en el dialogo de
docentes, disefiadores del curriculum e investigadores en educacion. El
aprendizaje significativo es el proceso segun el cual se relaciona un nuevo
conocimiento o informacién con la estructura cognitiva del que aprende de forma
no arbitraria y sustantiva o no literal. Ausubel plantea que el aprendizaje del
estudiante, depende de la estructura cognitiva previa que se relaciona con la nueva
informacion, entendiéndose por “estructura cognitiva” al conjunto de conceptos e
ideas que un individuo posee en un determinado campo del conocimiento, asi
como su organizacion. Esa interaccion con la estructura cognitiva no se produce
considerandola como un todo, sino con aspectos relevantes presentes en la misma,
que reciben el nombre de subsumidores o ideas de anclaje o andamiaje. La
presencia de ideas, conceptos o proposiciones inclusivas, claras y disponibles en

la mente del aprendiz es lo que dota de significado a ese nuevo contenido en
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interaccion con el mismo. Pero no se trata de una simple union, sino que en este
proceso los nuevos contenidos adquieren significado para el sujeto, produciéndose
una transformacion de los subsumidores en el contexto de su estructura cognitiva,
que resultan asi progresivamente mas diferenciados, elaborados y estables.
(Ausubel; Novak & Hanesian, 1983)

Chrobak (2017) es muy claro al referirse a este tipo de aprendizaje en el pasaje
textual de su articulo que se cita a continuacion, ya que su reflexion nos hace
pensar acerca de que no es posible un aprendizaje de tal o cual manera en una
absoluta totalidad, sino en una busqueda equilibrada, y en términos matematicos,
podria decirse en ‘una combinacion lineal’ del aprendizaje ‘clasico’ y de un

aprendizaje significativo.

En primer lugar, diremos que el aprendizaje puede tener
multiples grados de significatividad y que rara vez resulta 100%
mecanico o 100% significativo sino que, en general, se ubica
entre los extremos de un continuo que varia desde el puramente
mecanico hasta el puramente significativo, tomando distintos
grados de significatividad de acuerdo a como se fue adquiriendo
el aprendizaje por parte del estudiante. Ausubel sostiene que
para que ocurra el aprendizaje significativo, es preciso que el
alumno sea consciente de que él debe relacionar las nuevas ideas
o informaciones que quiere incorporar a los aspectos relevantes
de su estructura cognoscitiva. Esto no debe realizarse en forma
arbitraria o “al pie de la letra” sino substancialmente. (Chrobak,

2017, p.4)

Debe destacarse asimismo que la postura epistemoldgica adoptada para esta
investigacion debe distinguirse en dos partes.

Desde la perspectiva epistemoldgica global, esta investigacion esta adherida a
la denominada Naturaleza de las Ciencias, término que hace referencia a
diversos temas relacionados con la sociologia, la filosofia, lahistoria y la
didactica de la ciencia. ES un metaconocimiento sobre la ciencia que resulta del

producto del anélisis interdisciplinario de las areas del conocimiento antes citadas.
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Desde la perspectiva especifica de la Ciencia Matematica, la postura de esta
investigacion es logico — formal y en esta posicion se busca fundamentar la
matematica desde una perspectiva constructiva edificada sobre un andamiaje

I6gico y carente de contradicciones.

11.5. Objetivos y Preguntas de Investigacion

11.5.1. Objetivos Generales

A los fines de simplificar la lectura, en todo el texto de este parrafo, cada vez que
se mencione al estudiante se hace referencia a un estudiante universitario
ingresante de ingenieria, en situacion de clase y frente a la accién de demostrar o

probar la validez de proposiciones verdaderas de Algebra y Calculo.
Se formulan a continuacion los siguientes objetivos generales.

1) Identificar pautas de razonamiento que el estudiante utiliza en clase
para demostrar la verdad de una proposicion matematica.

2) Determinar los factores y fenémenos didacticos que propician el
desarrollo del razonamiento de forma que este permita argumentar, explicar y
justificar en procesos de prueba.

3) Establecer si existe relacion entre el razonamiento desarrollado por el

estudiante y el paradigma del proceso de ensefianza utilizado por el docente.

Para hacer operativos los objetivos generales, se los ha desglosado en elementos
concretos: preguntas de investigacion a las que se pretende dar respuesta luego de

finalizado el proceso de la investigacion.
11.5.2. Preguntas de Investigacion referentes a Objetivos Generales
Se formulan las siguientes preguntas de investigacion:

¢Como pueden generarse pautas de razonamientos a partir del trabajo realizado

por el estudiante en demostraciones matematicas?;

¢Qué actividades potencian los diferentes razonamientos que el estudiante utiliza

al realizar demostraciones?;
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¢De qué depende la construccion de los razonamientos que utiliza el estudiante?;

¢Como se vinculan los diferentes razonamientos que el estudiante construye con
las acciones de argumentar, justificar y explicar en demostraciones realizadas en

clase?;

¢Como influye el paradigma de ensefianza adoptado por el docente a cargo de una
clase en la utilizacion que el estudiante hace del razonamiento en procesos de

prueba?

11.5.3. Objetivos Especificos

Se formulan los siguientes objetivos especificos:

1) Describir como razona el estudiante para la identificacion de la hipétesis y la
tesis de una proposicion a demostrar y como vincula y emplea a ambas en el

proceso de prueba.

2) Determinar cuando el estudiante utiliza la justificacion y/o la explicacion como

sustento de la argumentacién que sostiene a una demostracion.

3) Establecer la relacion existente entre las justificaciones realizadas por el

estudiante y las hipotesis implicitas de la proposicion a demostrar.

4) ldentificar los procesos que el estudiante sigue para razonar mientras esta

desarrollando una prueba.

5) Analizar como el estudiante arriba a la conclusion de una prueba.

De la misma forma que con los objetivos generales, para hacer operativos los
objetivos especificos, se los ha desglosado en elementos concretos: preguntas de
investigacion a las que se pretende dar respuesta luego de finalizado el proceso de

la investigacion.

11.5.4. Preguntas de Investigacion referentes a Objetivos Especificos

Se formulan las siguientes preguntas de investigacion:

¢Qué considera el estudiante como hipétesis para el desarrollo de una prueba y

como la utiliza?
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¢Qué considera el estudiante como tesis para el desarrollo de una prueba y como
la utiliza?

¢Cuéndo el estudiante utiliza la justificacion y/o explicacion como sustento de la
argumentacion que sostiene a una prueba?

¢Como se relacionan las justificaciones que el estudiante realiza con las hipétesis
implicitas?

¢Como llega el estudiante a la conclusion de una prueba?

¢Coémo utiliza el estudiante la justificacion en apoyo de una conclusion?

11.6. Hipdtesis de investigacion
Se formulan las siguientes hipotesis de trabajo:

1) El desarrollo y evolucién del razonamiento del estudiante en
demostraciones matematicas, depende del paradigma del proceso de ensefianza
adoptado por el docente.

2) Desde un paradigma de aprendizaje de tipo aproximativo, el estudiante
es capaz, en ciertos casos, de llevar a cabo de forma autbnoma un razonamiento
puramente deductivo, que sigue la linea trazada por el denominado método directo
de demostracion de implicaciones.

3) El estudiante no es capaz de llevar a cabo de forma auténoma,
razonamientos en pruebas que requieren para su desarrollo construcciones y
artificios para llegar a la meta.

4) Cuando el estudiante generaliza, emplea el razonamiento inductivo y es
capaz de obtener la proposicion generalizada, pero es reacio a su proceso de

validacion.
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CAPITULO I11
MARCO TEORICO

“;Qué es el hombre dentro de la naturaleza? nada con respecto al infinito. todo con respecto a
la nada. un intermedio entra la nada y el todo.”
Blaise Pascal (1623-1662) Matematico, fisico, filésofo y escritor francés.
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Resumen

En este capitulo se desarrolla el marco tedrico o también denominado marco de
referencia de esta investigacién, consistente en la recopilacién de antecedentes,
investigaciones previas y consideraciones teoricas por donde se sustenta todo el
proyecto de investigacion, su hipotesis y consecuente analisis, permitiendo la
interpretacion de los resultados y la formulacién de sus conclusiones. La
importancia de este capitulo es supina ya que posibilita de forma ordenada y
coherente, justificar, demostrar, apoyar e interpretar las hipétesis y los resultados
de la investigacion y, a su vez, formular de una forma confiable las conclusiones
del proyecto o replantear preguntas de niveles superiores de abstraccion y

profundidad para futuras extensiones o derivaciones de la investigacion en curso.
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I11.1. Un ligero recorrido de la demostracion en la historia de la Matematica
Crespo Crespo (2007) en su tesis doctoral hace un interesante relato sobre la
argumentacion en la historia con y sin escenario aristotélico, que a continuacion se
resume brevemente:

En Egipto y Mesopotamia, en general, los conocimientos cientificos tienen un
caracter eminentemente préactico, particularmente el conocimiento matematico no
pudo escapar a este destino. EI mismo estaba reducido a Aritmética y Geometria y
se transmiti6 también en forma practica, no sobreviviendo de esta cultura,
demostraciones o sustentos tedricos de resultados matemaéticos obtenidos. Estos
resultados fueron el producto de vias empiricas y tentativas. Cabe destacar que
estos pueblos sabian manejar determinadas fracciones y aplicaban propiedades
geométricas y algoritmos o ciertas reglas a casos puntuales. Asimismo, la
presentacion de los problemas eran presentados de forma retérica aunque no
simbolicamente. Los planteos acerca de cuestiones numéricas eran realizados de
forma concreta sin atisbo alguno de abstraccion, mientras que las resoluciones de
tipo algoritmica se realizaban a través de etapas y con la presentacién de un
resultado concreto.

En pueblos mas primitivos, el conocimiento-matematico se redujo estrictamente a
la Aritmética, y los resultados obtenidos también tienen que ver con resultados
basados en especulaciones que son el resultado de conjeturas empiricas y tanteos
aleatorios, a lo sumo, ligeras y muy primitivas protoargumentaciones. Los
documentos que han sobrevivido hoy dia de estos tiempos a través de papiros y
tablillas, tienen puntos en comun tales como: planteo de los problemas en forma
coloquial; planteo de las cuestiones estrictamente numéricas con datos concretos,
carente de abstracciones y finalmente la resolucién de los problemas a través de
etapas secuenciales que presentan un resultado concreto, no genérico. Debe
destacarse que estos pueblos aplicaban propiedades y reglas, no en forma general,
sino para casos particulares. De los documentos de estos pueblos, que han
sobrevivido en la actualidad, se desprende, que no habia interés en la
generalizacion, abstraccion o una organizacién sistematica de los conocimientos
con los que contaban.

Debe destacarse que que “el desarrollo matematico en estos pueblos pone en
evidencia la relacion entre las necesidades materiales de una sociedad y la

naturaleza de la matematica que desarrollaron” (Crespo Crespo, 2007, p.73).
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Esta investigadora manifiesta, con mucho criterio y precisiéon, que algunos
estudiosos de la historia de la matematica aseveran que “no se puede sostener que
se trata en ambos casos de reglas empiricas a las que se llega mediante un
penoso esfuerzo de ensayo y error para problemas especificos, sin ninguna
conciencia de una aplicacion general” (Joseph, 1991, p.181).

Lo que si es cierto es que no hubo una herencia de esos pueblos acerca de
argumentaciones 0 pruebas rigurosas pero, la evidencia al proceso posterior a la
resolucion de ciertos problemas especificos se manifestdé en la realizacion de
verificaciones y comprobaciones que evidenciaban que los resultados obtenidos
eran correctos. En cierta forma, tales procesos nos colocan frente a hechos
significativos en el desarrollo de la Matematica ya que una verificacion puede
considerarse un antecedente muy primitivo de demostracion y en cuanto a
argumentacion, podria encuadrarse en una protoargumentacion.

En los papiros encontrados y luego decodificados, se encontraron caracteristicas
muy particulares en cuanto al tratamiento de conceptos matematicos. Aparecen
férmulas, de las que no se conoce ni su génesis, pero a continuacion de la
presentacion de una formula aparecen varios ejemplos desarrollados de aplicacion
de la misma. Es importante destacar que se suele sugerir que los griegos se han
basado en formulas de origen egipcio para la determinacion de areas y voliumenes
pero se desconoce como estos llegaron al desarrollo de las mismas. Se presupone
que esta cultura puede haber considerado no necesario explicitar argumentaciones
I6gicas que fundamentaran el desarrollo de tales formulas, considerando suficiente
su presentacion y correspondiente ejemplificacion.

Gillings (1972) es muy claro en referencia a estas cuestiones cuando manifiesta
que “un argumento o demostracion no simbolicos, pueden ser rigurosos cuando
se dan para un valor particular de la variable; las condiciones de dicho rigor son
que el valor particular de la variable debe ser tipico, y que una ulterior
generalizacion de cualquier otro valor debe ser inmediata.” (p.233)

El legado de esta cultura, manifiesto a través de sus escritos, se sintetizd a través
de la explicacion de diferentes procedimientos para resolucion de especificos
problemas a través de una explicacion secuenciada y ordenada de pasos que a
modo de cierre y conclusion siempre agregaban una verificacion exhaustiva que

mostrara que la solucion al problema planteado era la correcta. Su vision de la
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ciencia en aquel momento era la descripta y su construcciébn matematica,

particularmente, por lo que queda al descubierto la epistemologia utilizada.

En la India, el desarrollo de la Matematica es notable, ya que aparecen en ciertos
casos, un sesgo argumentativo con el fin de explicar ciertos resultados. Algunas
de estas argumentaciones encontradas se pueden hallar en los denominados
Sulvasutras que son textos en los que se encuentran descripciones de las formas
geométricas y las orientaciones de los altares y ubicacion de los fuegos sagrados,
todo de acuerdo a lo establecido por los denominados libros védicos, de caracter
sagrado. En periodos posteriores, se encontraron deducciones de formulas, para la
realizacion de calculos geométricos y trigonométricos. También es importante
destacar que aparecen argumentos visuales como pruebas, tal es el caso del
Teorema de Pitagoras, que presenta Bhaskara en que la demostracién consiste en
una gentil invitacion al lector, a que observe las figuras, reflexione y extraiga una
conclusion. La Matematica china tuvo clara preferencia por lo concreto, aunque

también en geometria fueron comunes las argumentaciones de tipo visual.

Hacia el siglo Il o IV a.C. los Sitras acumulan mucho material filosofico
heterogéneo, proponiendo una logica naturalista cuyas bases se sientan en lo
sensorial, y no en el raciocinio. Cuando se habla de la inferencia naturalista, no se
puede pensar en estructuras logicas, como las conocidas de la Idgica aristotélica,
sino en la basgueda del conocimiento en relacidn con la percepcion de los signos
y su significado. La l6gica nyaya tiene una base empirica pero genero una teoria

sustentada en una racionalidad sostenida en la causalidad.

En Grecia, la relacion entre Matematica y Filosofia, que ya fue expuesta en el
Capitulo 1, es el gran aporte de la civilizacién griega, y desde entonces,
Matematica ha mantenido una estrechisima relacion con la Filosofia y las demas
Ciencias hasta el punto de que algunos de los méas grandes filésofos han sido
también grandes matematicos como el caso, por ejemplo, de Descartes (1596—
1650). Crespo Crespo (2007) resume la cuestion en la siguiente cita textual:
“Surgen en este escenario, los primeros filésofos — cientificos, que modifican la
vision de la ciencia a partr de la busqueda de explicaciones racionales y no

miticas.” (p.81).
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A partir de aqui, la Matematica sufre un punto de inflexién, donde la prueba
comienza a imperar como modo y metodo propio de su epistemologia,
intensificAndose cada vez mas, con el correr de los tiempos. Asimismo, debe
destacarse que en el siglo XX hubo personas que quisieron realizar pruebas a
través del ordenador, pero la validez y legitimidad de la misma,
independientemente de todo cambio tecnoldgico, sigue siendo aun la
argumentacion en ‘lapiz y papel’, con esto tltimo se hace alusion, al desarrollo de

una prueba dotada de una argumentacion en estado puro.

En la actualidad, segun palabras de Gascon (1997, p.19) la transicion del ciclo
medio a la universidad se genera del modo siguiente: “Se produce el paso de una
actividad mostrativa”, la del ciclo medio actual, “a una actividad matematica
demostrativa”, la de la universidad; y asimismo, “se pasa de una actividad
matematica atomizada”, la del ciclo medio, es decir, una actividad matematica
que muestra los contenidos en compartimentos estancos hacia “una actividad
matematica més globalizada” que es la realidad universitaria, donde el estudiante
debe integrar los contenidos e interrelacionarlos de forma univoca.
Esta actividad mostrativa y atomizada en una busqueda hacia la demostracion y la
globalizacion conceptual estan claramente ligadas a la comprension del lenguaje
matematico y su método, obedecen a ciertos estadios de madurez, que no se
aceleran, o por el contrario, podrian ralentizarse pero no cambian demasiado en el
tiempo, a pesar, de los vertiginosos cambios tecnoldgicos.
La comprension del lenguaje matematico y su método tienen que ver
estrictamente con el lenguaje simbdlico, que realizd un largo y sinuoso recorrido
en la historia y evolucion del hombre actual para poder alcanzarlo y que Marifio
(2019) sintetiza muy bien en esta reflexion que se reproduce textualmente a
continuacion:

Una vez que comprendimos el juego que puede dar el

pensamiento simbdlico, lo aplicamos no solo a comunicarnos

entre nosotros sino también a comunicarnos con la naturaleza de

las cosas, para lo cual desarrollamos el lenguaje universal de las

matematicas. Hemos vestido al mundo con ese idioma de la

l6gica y la racionalidad, que nos sirve tanto para calcular la

trayectoria de un hacha de piedra como para domesticar la
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radiacion electromagnética que ahora mismo permite

comunicarnos con la Voyager 1. (p.140)

Y se vuelve a la idea original que se plantea hacia el final del capitulo I, la clave
estd en la formacion del profesorado y las estrategias aulicas que formulen para
poder ‘sacar fuera’ de ese ser humano actual, todo ese potencial que le es propio,
tal como reza la mayéutica de Socrates. Es interesante citar, a propdésito de esto,
un pensamiento de Lang (1985) quién afirma que hay una considerable evidencia
de que estamos naturalmente programados para que nos gusten las matematicas ya
que observo notablemente que cualquier nifio de cinco afios 0 menos siente placer
al contar, sumar y restar, hasta que este se estropea por una ensefianza

incompetente u otros factores sociales.

I1l. 2. El Razonamiento
111.2.1. Razonamiento, Argumentacion y Demostracion
Matematica es una disciplina que, desde su epistemologia, se basa en el
razonamiento -y la abstraccion. Los cursos de Matematica universitaria,
independientemente a quien estén dirigidos, no pueden prescindir de los procesos
de razonamiento y argumentacion implicitos en las demostraciones o pruebas
matematicas que constituyen el nicleo central de la epistemologia de esta Ciencia.
Los procesos de prueba requieren del razonamiento y el razonamiento
implicitamente requiere de las acciones de argumentar, justificar y explicar.
A continuacion, se analizaran detenidamente estas tres acciones.
El pensamiento critico segin Paul & Elder (2003) hace referencia al particular
modo de pensar y razonar acerca de cualquier contenido o problema, en el que el
sujeto que piensa “mejora la calidad de su pensamiento al apoderarse de las
estructuras inherentes del acto de pensar y someterlas a estandares
intelectuales.” (p.4)
Chrobak (2017) describe con precision de que se trata el pensamiento critico,
como se expone a continuacion:

Realmente, el uso del pensamiento critico es una de las mas

importantes habilidades necesarias para el buen desempefio de

las personas durante el siglo XXI. Esto se debe a que el

pensamiento critico involucra plantearse preguntas, analizar y
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evaluar —o emitir juicios de valor— basados en la informacion
presentada. Todas estas caracteristicas lo convierten en una de
las habilidades primordiales a ser adquiridas por los estudiantes

de todos los niveles educativos. (p.2)

Alvarez (2005) considera que “la argumentacion es el mecanismo que relaciona
informacion concreta con abstracciones y generalizaciones; es decir, es el
proceso que relaciona datos, siguiendo reglas del pensamiento critico, para
generar una nueva informacion.” (p.74)

Un sujeto con pensamiento critico tiene la capacidad de formular problemas y
preguntas relevantes con efectividad y precision. Argumentar requiere de estas
acciones, necesita formular y reformular problemas y preguntas, una y otra vez,
relacionando diferentes pistas para poder arribar a determinada meta.

Crespo Crespo (2007) considera que el razonamiento es una actividad intelectual
que no se puede someter exclusivamente a una administracion de informacion,
sino que es el gestor de “practicas argumentativas personales” (p.59) o también
institucionales pero que necesitan del establecimiento de su espacio a nivel
comunicacional. ElI razonamiento se desarrolla a través de dichas practicas
argumentativas, y en consecuencia su estudio esta ligado al de la argumentacion,
actividad que adopta muchas formas ya que abarca enfoques muy disimiles.
Codina Sanchez y Lupiafiez Gomez (1999) definen el razonamiento como un
esquema organizado de proposiciones que se encuentra orientado hacia una
proposicion que cumple el rol de objetivo del mismo, de ahi que la denominen
proposicién objetivo, con el propésito de modificar su valor epistémico y como
consecuencia poder alterar su valor de verdad bajo el cumplimiento de ciertas
condiciones. Destacan que hay dos caracteristicas imprescindibles que requiere un
discurso para que pueda ser considerado un razonamiento. Por un lado, debe estar
orientado hacia la proposicion objetivo, es decir, a la proposicion que se quiere
justificar. Por otro lado, debe estar centrado en el valor l6gico o epistémico de la
proposicion objetivo y no sobre su contenido, caracteristica que distingue al
razonamiento de la explicacién. La explicacion de una o varias razones tiene la
funcién de volver comprensible un dato, una hipdtesis 0 una proposicion, tiene un

valor descriptivo, no epistémico.
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El razonamiento, valga la redundancia, da razones que sostienen al andamiaje
total de una argumentacion, pero el papel que le corresponde es el de conferir
potencia al argumento que permite justificar una determinada afirmacion.

Si se contextualiza el término justificacion en relacion al procedimiento que puede
realizar un estudiante en la resolucién de un problema o en el sostén del valor de
verdad de una proposicion, se hacen referencia entonces a los recursos
argumentativos que se establecen en una clase de matematica para sustentar
enunciados con contenido matematico y para promover un grado de adhesion y

convencimiento hacia él.

Hanna y Jahnke (1996) consideran que en general, la justificacion suele tener dos
propositos: un propdsito epistemoldgico que consiste en la aseveracion,
explicacién o fundamentacion de una verdad matematica; y por otro lado, un
propdsito psicoldgico, que consiste en que el interlocutor consiga algun
aprendizaje, asi como un estado epistémico — que consiste en la certeza o
conviccion acerca del valor de verdad —hacia la proposicion que se quiere
validar, tal como lo considera Rigo (2009). Esta actitud de convencimiento
propugna en el estudiante el desarrollode un criterio de certeza que sera
determinante en el futuro profesional. En referencia a estas acciones, Segura y
Chacon (1996) sostienen que los sistemas tradicionales de ensefianza en la
educacion no le dan al estudiante, las herramientas para indagar, analizar y
discernir la informacién, que lo lleve a la verdadera toma de decisiones. Los
conocimientos impartidos son mas bien atomizados, memoristicos y no fomentan
el desarrollo de la iniciativa, la creatividad, ni la capacidad para comunicarse
efectivamente por distintas vias.

Codina Sanchez y Lupiafiez Gomez (1999) consideran que la elaboracion de
saberes que se pueden concebir en un razonamiento dependera de la explicacion.
Precisamente en la explicacion, el valor epistemico de la proposicion no se toma
en cuenta, apoyandose solo en el contenido de esta. El analisis de aceptacion de
los argumentos, por el contrario, depende del razonamiento, y el valor epistémico
aqui si se tiene en cuenta; la cadena de razones que conforman el razonamiento
trata de comunicar y otorgar potencia a la argumentacion. Por lo tanto, confieren

un nuevo valor a la conclusion. El razonamiento tiene por objetivo modificar el
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valor epistémico de una proposicion objetivo y la determinacién de su valor de
verdad en el momento en que se satisfacen ciertas condiciones.
Una argumentacion no es una demostracion, su estructura esta determinada por
nexos organizativos; de modo que para que un razonamiento sea considerado una
demostracion, este debe de ser valido (tener vinculos de validez) y tener como
objetivo: la verdad, mientras que la argumentacion es un razonamiento que
obedece a vinculos de pertinencia y tiene como objetivo lo creible y el
convencimiento de los demas o de si mismo, siendo, por tanto, mas cercano a
practicas discursivas espontaneas. Es importante distinguir la diferencia que
significa para un estudiante, la accidén de apropiarse de un contenido concreto
cualquiera como podria ser una estructura conceptual, que puede ser incorporada
de forma mediata, ya que lo Unico que se requiere es la comprension. En cambio,
el razonamiento y consecuentemente la argumentacion, justificacion y explicacién
necesitan de un proceso de construccion que se adquiere a través de una practica
cotidiana, producto de la maduracion intelectual y no se produce de forma
inmediata. Si estas Ultimas acciones se intentan incorporar como-contenidos
concretos, tratando el estudiante de satisfacer lo requerido por el profesor,
convierte a este conocimiento en “inerte” (Perkins, 1995), de forma que no puede
ser extrapolado a situaciones nuevas. A la hora de reproducir estos procesos en un
examen, y concretamente a la hora de llevar a cabo una demostracion, “esta existe
para el alumno como un ritual, un discurso que debe repetir o cuyo estilo debe
imitar si se le pide probar un enunciado, mas que como una herramienta
explicativa basada en un sistema comun de validacion construido y aceptado por
ély su grupo”. (Azcarate Giménez, 1995, p.8)
En relacion a la ultima cita, resulta muy atinado y adecuado mencionar la
siguiente afirmacién de Santal6 (1962) que en relacidn a esta investigacion y la
prueba matematica y sus cuestiones implicitas, resulta sumamente descriptiva.

Si un alumno sabe repetir una demostracion, pero no sabe

repetirla si se cambian las letras o la posicion del poligono,

significa que ha aprendido la demostracion de memoria y esto si

no tiene ningun valor. Mejor dicho: tiene un valor altamente

negativo, pues significa que el alumno, no solamente ignora tal

demostracion, sino que desconoce totalmente lo que es la
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Matematica y que ha desperdiciado el uso de la memoria con un

objetivo inutil y nada educativo. (p.21)

Duval (1999, 2000) hace una diferenciacion muy precisa en los términos
argumentacion, explicacion, demostracion y razonamiento utilizados en el
contexto de Matematica y su proceso de ensefianza y aprendizaje. Una
argumentacion trata de mostrar el caracter de verdad de una proposicion. Una
explicacién da una o mas razones para volver comprensible un dato, un resultado
o un fenédmeno. Una demostracién es una secuencia de enunciados organizados
segun reglas determinadas. Un razonamiento es un proceso vinculado con la
explicacion en el que se dan razones con la finalidad de comunicar su fuerza de
argumento a las afirmaciones que se deben justificar.

Crespo Crespo (2007) considera que para Duval, la argumentacion esta
estrechamente ligada al concepto de justificacién de una proposicion verdadera
cuyo valor de verdad se quiere probar o bien una proposicion que se quiere
refutar. Pero en el proceso de justificacion, deben tenerse en cuenta la
diferenciacion de dos cuestiones claves: la produccion de argumentos o
razonamientos y la aceptacion de estos.

En relacion a la memoria, Perkins (1995) es muy claro al referirse a estas
cuestiones al denominar “Sindrome del conocimiento fragil” al problema en su
totalidad ya que los estudiantes generalmente presentan un conocimiento fragil en

diversos aspectos y que pueden encuadrarse del modo siguiente:

El conocimiento olvidado, donde ocurre en ocasiones, que buena parte del
conocimiento simplemente se esfuma. El conocimiento inerte donde los
estudiantes recuerdan los conocimientos adquiridos durante el examen pero son
incapaces de recordarlos o utilizarlos en situaciones que admiten mas de una
respuesta y en las que verdaderamente los necesitan. EI conocimiento ingenuo
en el que aun después de haber recibido una instruccion considerable, los
estudiantes suelen tener ideas ingenuas acerca de la naturaleza de las cosas. El
conocimiento ritual en donde los conocimientos que los estudiantes adquieren
tienen con frecuencia un caracter ritual que solo sirve para cumplir con las tareas

académicas o escolares, segun corresponda el nivel.
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111.2.2. Razonamiento y Verificacion

El proceso logico de verificacion es la primera instancia que el estudiante
universitario aborda como una instancia anterior a la protoargumentacion, pero lo
hace sin ser consciente de ello. Segun Balacheff (2000) a esta postura se la
denomina empirismo ingenuo. Esta accidn procede simplemente desde la intuicion
y al momento de realizar una verificacion, el estudiante universitario de Ingenieria
realmente no sabe como proceder. Lo hace buscando ejemplos aleatorios ‘que
funcionen’, sin criterio. Lo precedentemente descripto denota dos cuestiones
epistemoldgicas importantes. Por un lado, la confusién del estudiante frente a las
acciones de demostrar y verificar. Por otro lado, el desempefio en la actividad de
realizar verificaciones, que no es llevada a cabo adecuadamente sino a través de
un ‘tanteo’, pero sin un sostén apropiado y un conocimiento consistente de lo que
se esté realizando. ¢Serd conocida la palabra verificacion por el estudiante?, y en
tal caso, ¢(Se comprendera la palabra en el contexto epistemolégico de la Ciencia

Matematica, por lo menos de forma primitiva?

D"Andrea et al (2010, 2012) definen esta accion del modo siguiente: “Verificar
una proposicion (no es demostrarla) sino que es-exhibir un ejemplo que la haga
verdadera.” (p.240)

Un test piloto realizado en un grupo de ingresantes a Ingenieria, corrobora este
desconocimiento. Se le propuso al grupo mencionado que en una tabla de doble
entrada vincularan la significacion de una serie de términos que hacen a la
epistemologia de la Ciencia Matematica. Resultd notable que la palabra ejemplo,
de un uso tan cotidiano y habitual, fuera solamente reconocida en un 50%

aproximadamente de la muestra analizada. (Sastre Vazquez y D"Andrea, 2011)

Mariotti (1998) considera que la diferencia existente entre la verificacion
empirica, que es caracteristica del comportamiento de la vida cotidiana y el
razonamiento deductivo, que es caracteristica del comportamiento teorico, resulta
ser un impedimento para el proceso de aprendizaje comprensivo de la prueba. En
la préctica educativa, es habitual la confusidn entre estos dos puntos de vista y por
ende, esto despista al estudiante. El estudiante considera que el ejemplo
protagoniza un papel preponderante al momento de establecer axiomas y

teoremas, pero los consideran indebidos cuando se les pide que prueben la validez
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de un enunciado. Consideran que uno o varios ejemplos no son aceptables como
una prueba pero en realidad, la relacion entre verdad empirica y validez l6gica
resulta que es una relaciéon clave y trascendente en matematica que debe ser

inexorablemente desarrollada a través de la educacion.

La supresion de desarrollos teoricos en el ciclo medio ha limitado la cursada en
este estadio, a la realizacion de una practica consistente en ejercicios donde la
Unica dificultad que poseen es la aplicacion de un algoritmo concreto, sin que
medie la reflexion y la justificacion de los procedimientos. Esto lleva a que el
proceso de maduracion intelectual, se retrase, de modo que el ingresante
universitario, se encuentra con un universo diferente al del ciclo medio. Los
cursos universitarios de Matemética requieren del sustento de la teoria para
realizar la practica, habito no desarrollado, donde segun expresion textual del
estudiante: ‘Matematica es sentarse a hacer ejercicios’. Esta praxis, tan alejada del
método matematico, persiste en la estructura mental del estudiante, aun al ingresar
a la Universidad y luego de un tiempo de estancia en esta e inclusive luego de
recibir la instruccion sobre la forma adecuada de trabajo en Matematica,
predomina aun asi un conocimiento ingenuo (Perkins, 1995). Esta actitud puede
ser debida a que, aun cuando pueda parecer que los estudiantes conocen la prueba
de una proposicion matematica verdadera no axiomatica, siguen sintiendo la

necesidad de una verificacion. (Vinner, 1983).

Healy y Hoyles (2000) sostienen que los estudiantes necesitan realizar ensayos de
verificacion — inclusive después de realizada la demostracion — porque
precisamente, la demostracion no los convence y la exhibicién de ejemplos les
refuerza la idea conceptual propugnada por la proposicién demostrada. Fishbein
(1982) confirma la tesis precedente, sosteniendo que mas alla del hecho de que
una prueba formal confiere validez general a un enunciado matematico, para

confirmar esa validez, necesitan de controles posteriores.

La eleccion adecuada de ejemplos es una tarea que requiere reflexion y su practica
cotidiana contribuye a la construccion del razonamiento del estudiante. Wason y
Mason (2005) establecen como definicion de ejemplo, a un procedimiento a partir
del cual,el estudiante podria establecer una generalizacion y definen al proceso de

ejemplificacion, como la representacion de una categoria genérica con la que el
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estudiante necesita entrar en contacto para extraer un caso particular. Lo que se
postula a travées de estas aproximaciones es precisamente establecer que el uso de
ejemplos ayuda al estudiante a la generalizacion. Esta, permite la abstraccion de
situaciones concretas, constituyéndose en el puente para la construccion de
argumentaciones. La eleccion adecuada de ejemplos y contraejemplos y la guia
del docente en tal busqueda en las instancias iniciales, constituiria un disparador

para la produccién de demostraciones.

I11.3. Tipos de Razonamiento Matematico

111.3.1. Introduccion

Hanna y de Villiers (2008) sostienen que lo que trasciende en la prueba
matematica y es desafio para el docente, es el incentivar la utilizacion de la prueba
como un método no solo para certificar que algo es cierto, sino también por qué es
verdad.

Una prueba también puede ser de invalidez, de modo que se necesitard asimismo,
certificar la incerteza de una proposicion falsa y justificar porque lo es. En esta
doble funcion que trasciende, se encuentrala meta de la validacion. Pero en la
determinacion de porque es verdad o porque es falsa una proposicion, se
encuentran implicitas las acciones de justificar, explicar y argumentar. Y es el
razonamiento el que permite estas acciones, y su desarrollo en el estudiante es uno
de los objetivos principales en el aula de Matematica. Una de las herramientas que
permite este desarrollo, es la demostracion o prueba matematica.

A continuacion, se realiza una breve descripcion de los principales tipos de

razonamientos que pueden presentarse en Matemaética.

111.3.2. Razonamiento Légico Deductivo

El Razonamiento logico consiste en que partiendo de uno o0 mas juicios, que
constituyen las hipotesis, se desprende como consecuencia un nuevo juicio que es
la tesis o conclusion del razonamiento. Se distinguen tres tipos de razonamiento
I6gico: deductivo, inductivo y abductivo.

Un razonamiento es deductivo cuando las proposiciones que constituyen la
hipétesis del mismo, son evidencia de la verdad de la conclusion. En tal caso se

dice que el razonamiento deductivo es valido, en caso contrario, invalido. Es
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decir, que la conclusion, se sigue necesariamente de las premisas. En tal caso, se
dice que el razonamiento deductivo es valido, y si es valido, significa que, siendo
las premisas verdaderas (hip6tesis), entonces la conclusion también lo sera.

Un razonamiento entonces se considera valido, cuando es imposible que su

conclusion sea falsa, siendo sus premisas verdaderas.

Ejemplo 1 extraido de la l6gica aristotélica:
Todos los gigantes son malhumorados.
Polifemo es un gigante.

Por lo tanto, Polifemo es malhumorado.

Ejemplo 2 extraido de la légica aristotélica
Todos los hombres son mortales
Sécrates es mortal

Por lo tanto, Socrates es hombre

Ejemplo 3 extraido de la l6gica aristotélica
Platon era un gran fildsofo
Todos los griegos eran grandes filosofos

Conclusion: Platon era griego

Ejemplo 4 extraido de la Matematica

a € Ces raiz de p(x) e C[x] < p es divisible por x — &

Las diferentes argumentaciones que sostienen la validez de la prueba se justifican
respectivamente en virtud de la definicion de raiz de un polinomio; el teorema del
resto y la condicion de divisibilidad de un polinomio.

prueba:

aecCesraizdepeC[x]< p(a)=0<

< El resto de dividir p por x —« es nulo <

< la division de p por x — a es exacta < p es divisible por x — «

Ejemplo 5 extraido de la Matematica:

Si un nimero es par, entonces su cuadrado es par
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Simb6licamente: VX € Z : x es par = x> es par

prueba:xespar =>x=2k/keZ =

=X =4k’ ke Z=>x*=2.2k* ke Z = x*=2K'/k' € Z = X’ es par
)

s VX eZ:xes par = x* es par

Las diferentes argumentaciones que sostienen la validez de la prueba se justifican
respectivamente en virtud de la definicion de nimero par, reiteradamente y la

propiedad uniforme de la potenciacion.

Ejemplo 6 extraido de la Matematica:
El producto de dos nimeros pares es par.

En simbolos: x es par Ay es par = X.y es par

Puede observarse, a continuacion, de forma similar al ejemplo 5, que las distintas
argumentaciones que sostienen la prueba que sostiene la validez de esta

proposicion, se justifican reiteradamente por la definicion de nimero par.

A diferencia de los dos ejemplos anteriores, se ’construye’ la idea que propugna la
tesis, generando la multiplicacién de dos nimeros pares, para comprobar si tal

producto lo es, en efecto.

prueba:xespar nyespar =>x=2kAay=2k'/k, k' e Z =
= Xy=2k2k'/K,k'eZ=>xy=4kk'/k,k'eZ =
= Xy=2.2kk'/k,k"eZ=>xy=2K /K eZ = Xy es par

K
. X €S par Ay es par = X.y es par

111.3.3. La implicacion como conector logico de la prueba

Sin entrar en discusion, se acepta que las dos estructuras logicas posibles de un
teorema matematico son la implicacion o condicional y la doble implicacion o
bicondicional. Aunque con mayor precision se puede decir que la Unica estructura
I6gica posible es la implicacidn, ya que un teorema que postula una condicion

necesaria y suficiente, es decir, que desde una perspectiva logica esta dotado de un
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bicondicional, se desdobla en general en dos partes, la implicacion ‘de ida’ y la
implicacion ‘de vuelta’, de acuerdo a la definicion de bicondicional. En referencia

a lo expresado, Ibafies & Ortega (2004) son muy precisos cuando manifiestan que:

Es facil de comprender que el tipo de demostracion depende
de la estructura légica del enunciado, y que éste no siempre
se muestra como una condicion necesaria o suficiente o como
conjuncién de ambas. Sin embargo, se verifica el siguiente
parateorema de enunciados: Cualquier teorema matematico
puede enunciarse en terminos de implicaciones mediante una
de las siguientes formas: con una condicién necesaria, con
una condicion suficiente o con una condicion necesaria y
suficiente. (Ibafies & Ortega, 2004, p.2)

Demostrar entonces la verdad de una implicacion, es esencialmente, observar que
nunca se llegue a encontrar la situacion que hace falsa a la implicacién, y esto

ocurre cuando: 4(p)=V'y 4(q) =F . Segiin como se inspeccione antecedente y

consecuente, se inducen dos métodos de demostracion: directo e indirecto,
también denominados respectivamente: argumentacion directa y argumentacion
indirecta, que se sintetizan en el siguiente esquema que desde 111.2.4. a 111.2.7. se

desarrolla su explicacion y se exponen los ejemplos que ilustran la misma.

111.3.4. EI método directo o argumentacion directa, surge de la lectura directa

del esquema de implicacion, de izquierda a derecha. Si 3(p) =V , se debera llegar
a probar que 9(q) =V , para poder establecer la validez de la implicacion, pues si
se llegara a examinar que $(q) = F, se invalida la misma. La otra posibilidad que
plantea el método directo, es examinar el valor de verdad de P, si este es F,

automaticamente la implicacion es verdadera y ya no es necesario examinar el

valor de verdad de (.

Esquema de ambos métodos de argumentacion en base a la implicacion

1 9:se lee:'valor de verdad'
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Método directo Metodo indirecte

pP=q p=4q
VVal - F
\_/’ .\/
=V Vad

Ejemplo 1: Si un nimero entero es par, entonces su cuadrado es par

Desarrollado en Ejemplo 5 de 111.3.2.

Ejemplo 2: El producto de dos enteros pares es un entero par.
Desarrollado en Ejemplo 6 de 111.3.2.

Obsérvese como se procede a partir de la aplicacion del método directo. Se “parte’
de la hipétesis, suponiéndola verdadera, y a través de la argumentacion que
consiste en la aplicacion de definiciones, cuestiones de algebra elemental y ciertos
‘artificios’ que surgen de la especulacion o conjeturacion requerida para el logro

de la meta, se arriba a la tesis.
111.3.5. Argumentacion directa: caso particular

Este caso no es habitual, y se considera como ejemplo una de las caracterizaciones
del conjunto vacio, que coloquialmente expresa: ‘El conjunto vacio esta incluido
en cualquier otro’. En simbolos: VA:J < A. La prueba es simple, basta con
aplicar la definicién de inclusion, y

D4 ? vxel @.j xed teniendo en cuenta que el conjunto
definicion de inclusion - vacio carece de elementos, resulta
entonces que el antecedente de la implicacion generada por aplicacion de la
definicién mencionada es Falso, por ende, la implicacion es automéaticamente

verdadera,y la proposicion queda demostrada.

111.3.6. EI método indirecto o argumentacion indirecta, tal como indica el
prefijo in: no, surge de la lectura indirecta del esquema de implicacién, de derecha

a izquierda. Si $(q) = F, se debera llegar a probar que el valor de verdad de P,

también es F , caso contrario, de modo analogo al método directo; invalidaria la

implicacion. Si ocurriera que al examinar que el consecuente de la implicacion es
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directamente V , no hay nada que probar, queda automaticamente validada la

implicacion y es indiferente el valor de verdad del consecuente.

Ejemplo 1: Va,beR:azb=b=#a, que coloquialmente expresa: Si un

namero es distinto de otro, entonces éste es distinto del primero’.
prueba: 3 b=a)=F = IJ(~(b=a)=F = IY(~(a=h)=F =

negacion simetria negacion
igualdad igualdad igualdad

= Ha=xb)=F ~9(azb=>b=a)=V

Ejemplo2: VX,yeR:X* 2y’ =>X=zYy

prueba:
H(x # y)=F:.9(~(x:y)):F:8(~(x"':y2)):F:>19(x2 =y’)=F

En la argumentacion precedente se tuvo en cuenta similarmente al ejemplo 1, la

negacion de la igualdad y la propiedad uniforme de la potenciacion.

Ejemplo 3: La funcion lineal es inyectiva.

Seaf (x)=mx+h/m=0
f esinyectiva < Vx,y e Df :x=y= f(x)= f(y)
Se trata de probar que: f (x)=f(y)=x=y

prueba:f(x):f(y):mxxﬁ:myfh/:%yﬂx:yﬁy:x:y

Obsérvese como se procede a partir de la aplicacion del método indirecto, se
‘parte’ de la negacién de la tesis, suponiéndola falsa, y a través de la
argumentacion que consiste en la aplicacion de definiciones y en este caso: una
propiedad de algebra elemental y ciertos ‘artificios’ que surgen de la especulacion

necesaria (cuando se requieran) para arribar a la negacion de la hipétesis.

111.3.7. Argumentacién indirecta: caso particular

De forma analoga a 111.3.5. se presenta a continuacion el caso particular de la

argumentacion indirecta que se detalla a continuacion.
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A tal efecto, se ejemplifica esta situacion con la reflexividad de la inclusién. Se
sugiere leer previamente la referencia 4, al pie de pagina 60, sobre las dos

propiedades que caracterizan al conjunto vacio.

Esta propiedad coloquialmente se expresa asi: ‘Todo conjunto es parte de si
mismo’. En simbolos: VA: Ac A. En parte de esta demostracion se puede

observar el caso particular de la argumentacion indirecta.

Para demostrar esta propiedad se consideran dos casos:

ST A= . la propiedad estd demostrada va gue: VA : &3 — A

oSi A=z AcA=oVxed xeA=xe 4

V—Vl

va gue como: A = (7. existe por lo menos un elemento de A.

111.3.8. Razonamiento Ldgico Inductivo

Un razonamiento inductivo se caracteriza por poder llegar a obtener una
conclusion general, a traves de una conjetura que se traduce a partir de premisas
que contienen datos particulares o ejemplos especificos. Por ejemplo, estos datos
pueden provenir de la observacion repetida de objetos o acontecimientos de la
misma indole, donde se establece una conclusion para todos los objetos o eventos
de dicha naturaleza. En este razonamiento se generaliza para todos los elementos

de un conjunto, la propiedad observada en un nimero finito de casos.

Cafiadas (2010) considera al razonamiento inductivo o de generalizacién como un
proceso cognitivo que permite obtener leyes generales, a partir de un patrén

comun observado en ciertos casos individuales o puntuales.

El proceso no finaliza con la obtencion de la formula de generalizacion, ya que se
requiere de un proceso de validacion, de la formula obtenida, sustentado por el
denominado principio de induccién matematica o induccién completa. El
principio en cuestion genera el denominado método de induccion matematica que
consiste en un proceso de validacion para funciones proposicionales donde alguna
de las variables es natural. En ciertos casos, esta funcion proposicional puede

tener otras variables no naturales pero el énfasis de validacion se hace en la
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variable natural. El proceso consiste en probar la validez de la funcion
proposicional hallada para el primer natural para el cual tiene sentido la ley
establecida por la funcién proposicional encontrada. Luego se genera la hipotesis
de induccion que consiste en suponer que la proposicion tiene sentido para n=Kk
(o eventualmente para n =k —1). Finalmente se prueba la validez de la expresion
hallada para n=k +1 (0 eventualmente para n=Kk si se supuso verdadera la
formula para n =k —1). Una descripcion no ortodoxa del principio antes detallado
puede ser ilustrada por el comportamiento de una secuencia de piezas de domino
cayendo una detras de otra, como en una reaccion en cadena. El proceso

precedentemente descripto no es otro que el denominado “efecto doming”.

Considérense a continuacion dos ejemplos, uno con la estructura propia de la

I6gica aristotélica y otro, orientado especificamente a Matematica.

Ejemplo 1 extraido de la légica aristotélica

Rebeca y Gémez tienen cuatro hijos: Francesca; Beatrice; Jordi y Eliseo.
Francesca tiene el cabello rubio.

Beatrice tiene el cabello rubio.

Jordi tiene el cabello rubio.

Eliseo tiene el cabello rubio.

Por lo tanto, los hijos de Rebeca y Gomez tienen el cabello rubio.

Ejemplo 2 extraido de la Matemética

La potencia de un complejo expresado en forma polar

Considérese un complejo expresado en forma polar y trigonométrica:

z=|z| =|z(cos(a)+isen(a))

Si se realiza sucesivamente su potencia natural, teniendo en cuenta el producto de
complejos en forma polar, se obtienen los siguientes resultados:

= |2f
ata 2a

2 =22=[d, |2, = |
a+a+a :| |33a

2= 222=[2, |, I, =Iof

| |4
a+a+a+a 4o

2 =2222=[1, lo,[2], o, =I2f
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Obsérvese que en el ultimo eslabén del razonamiento precedente, luego de los
puntos suspensivos, aparece la generalizacion de la potencia natural del complejo
expresado en forma polar. En cada eslabon de la secuencia precedente, el
argumento que sostiene cada resultado parcial obtenido es el producto de
complejos en forma polar.

Seaz=p, =>2"=p",VneN/p=]

n=1z"=p], = p, — obvio

n=22"=p;,
Prueba de validez:  prueba:z’ =zz=p,.p, = p2,

Hipétesis : 2" = p , = Tesis: 2" = pil, .
. n+l _ on _n _.n+#1  _ n+l
prueba . Z =7 .7= pn.a 'pa - pna+a - p(rH—l)a

Hi xH

~9(vneN:z"=p" )=V

Referencias: Hi: Hipotesis de induccién; X Hi: por Hipdtesis de induccién.

En la argumentacion que hace a la prueba precedente, se tuvo en consideracion de
la misma forma que para inducir la ley que se acaba de probar, el producto de dos
complejos expresados en forma polar.

Es muy comun encontrar en muchas bibliografias que para el primer natural para
el cual tiene sentido la ley, se considera a la unidad, pero en realidad, para este
caso particular, debe pensarse que se trata de una potencia, y para la unidad es una
cuestion obvia que no puede considerarse como tal, de modo que realmente para

el primer natural para el cual realmente tiene sentido la ley, es n=2.

111.3.9. Razonamiento por Reduccion al Absurdo

El razonamiento por reduccién al absurdo en su forma latina denominado
‘reductio ad absurdum?’, expresion latina que significa exactamente el nombre de
este tipo de razonamiento. Es uno de los meétodos ldgicos utilizados en
Matemaética para probar la validez o invalidez de una proposicion. A este método
también se lo llama prueba por contradiccion y parte de la base de su fundamento
teorico es el cumplimiento del denominado principio de exclusién de intermedios

principio de tercero excluido? y que consiste en lo siguiente: Una proposicion que

2El principio de tercero excluido junto con el principio de no contradiccion; el principio de
identidad y el principio de razon suficiente forman los denominados leyes del pensamiento o leyes
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no puede ser falsa es necesariamente verdadera, y una proposicion que no puede
ser verdadera es necesariamente falsa. Consiste en demostrar que una proposicion
matematica es verdadera, probando que si no lo fuera conduciria a una
contradiccién, por lo cual seria verdadera. En caso de querer probar la falsedad de

una proposicion se procede de modo contrario.

El razonamiento por reduccion al absurdo es un método en el que se basan los
juristas para descubrir un culpable. Se considera interesante introducir este
método desde esta perspectiva ya que aporta muchisimo, a fines estrictamente
didacticos. Informalmente puede describirse el método desde la instrumentalidad
juridica en lo siguiente: Por lo general, ‘El culpable parte de mentir’ acerca de la
verdad principal de un cierto hecho (niega el hecho principal) aceptando
simultaneamente ciertas verdades — ‘cuando alguien miente; no omite contar
ciertas verdades superfluas’ —, el jurista hara hablar al culpable — ‘y por la boca
muere el pez”® —, llegando en determinado momento a contradecirse con lo

expresado en una primera instancia.

Una ejemplificacion teatralizada de lo expuesto,se puede observar en el film
Legally Blonde (2001) — Legalmente Rubia—, precisamente en la parte final de la
pelicula,  durante un juicio es donde se refleja claramente la secuencia

precedentemente descripta, lineas anteriores.

Extrapolando lo precedente a una proposicion matematica que se quiere
demostrar, se considera lo siguiente:

Supongamos que se quiere demostrar p=>q, utilizando el absurdo, entonces
debe aplicarse una ley del Algebra proposicional y que tiene la siguiente
estructura: [ (~qa p)=~p]=(p=0).

La estructura del método expresado coloquialmente se traduce en el siguiente

analisis, cuyo esquema referenciado se presenta a continuacion:

I6gicas del pensamiento. Su enunciado estrictamente 16gico enuncia: La disyuncidn inclusiva de
una proposicion y la de su negacién es siempre verdadera. No debe ser confundido con el principio
de bivalencia que enuncia que toda proposicion es bien verdadera o bien falsa. El enunciado
metafisico de este principio es: Todo tiene que ser 0 no ser.

3 Refran popular argentino que refleja de manera elemental lo requerido para esta descripcion.
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~gAap |=~p|=(p=0).

P T A ARV Y]

Referencias del esquema: | se niega la tesis; 11 /11l aceptando simultdneamente
la hipotesis; IV luego a través de la argumentacion que se consigue aplicando
definiciones y propiedades pertinentes a lo que se quiere probar y ‘artificios’ y
propiedades de algebra elemental, entre otros; V se debera llegar a contradecir la
hipétesis, o arribar a cualquier proposicion contradictoria que puede ser inclusive
algunas de las hipotesis implicitas; VI este proceso permitira finalmente afirmar la
verdad de la implicacion que se queria establecer.

Debe destacarse que el denominado método indirecto de demostracion de
implicaciones es ‘aproximadamente un absurdo’ o ‘absurdo simplificado’ que no
sigue una estructura tan formal como la descripta. Este método (tanto el indirecto,
como el absurdo formal recientemente descripto) se utilizan (si bien no existen
‘férmulas méagicas’ de cuando usarlos) cuando la negacion de la tesis es simple de
llevarse a cabo o en los clésicos teoremas de unicidad. La diferencia sustancial de
este método es que no se sabe bien hacia que contradiccion el demostrador se
dirige, mientras que el método de argumentacién indirecta tiene la ventaja de que

se direcciona hacia una contradiccion concreta.
A continuacion se desarrollan dos ejemplos.

Un ‘tipico’ teorema de unicidad, y un ‘clasico’ como la prueba que muestra que

V2 no es un nimero racional.
Ejemplo 1: El conjunto vacio: @& es tnico.

Demostracion: Se Niega la tesis. Se Supone que & no es unico, es decir, que
ademas de &, existe &'/ P = '

S
Pero, N = =" contradice lo supuesto

2
A )
.. es Unico.

4 Tener en cuenta el concepto y propiedades del conjunto vacio: El conjunto vacio es la denominacion
que se le da a cualquier conjunto carente de elementos. Satisface las dos siguientes propiedades
fundamentales, expresadas como “caracterizacion del conjunto vacio”: i. El vacio es parte de cualquier
otro. En simbolos: vA:@ < A ii.. El vacio es Unico.
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Referencias:

(1) caracterizacion del conjunto vacio; (2) definicion de igualdad de conjuntos.
Ejemplo 2: +/2 no es un nimero racional, es decir que: «/5 zQ

X
prueba : Suponemos que:\/ie Q:M/_:—/x,y eZnAy#0n

y

AM C.D.{x,y} =1(*) = 2y = x = 2y? = x* (1) = x° es par =

= x es par(3) = x=2k/k e Z = x* = 4k*(2)

Sustituyendo (2) en (1) :2y* = 4k* = y* = 2k* = y® es par = y es par (4)
(3) y(4)contradicen(*),luego J2¢2Q

Referencias: M.C.D.: méximo comun divisor
La argumentacion que hace a la prueba precedente tuvo en cuenta la definicion de
namero racional, nimero par, una propiedad de los nimeros pares, y operaciones

propias del algebra elemental.

111.4. Razonamientos No Deductivos

111.4.1. Razonamiento Abductivo

El razonamiento abductivo es un tipo de razonamiento no deductivo que a partir
de la descripcion de un hecho, se direcciona no hacia una estricta conclusion en el
mismo sentido que el razonamiento deductivo o inductivo sino hacia la hipotesis
mas probable. Pierce (1988) considera que esta hipdtesis es una conjetura que
intenta ser la explicacion mas predecible. EI razonamiento abductivo se manifiesta
en Matematica a través de la formulacion de conjeturas o especulaciones, acciones
que permiten la busqueda de la llegada a la tesis a través de diferentes estadios
gue no necesariamente llevan de inmediato a la meta que se propone la prueba.
Este tipo de razonamientos tiene una estructura similar y ‘engafiosa’ que se parece

al ‘modus ponens’ pero en definitiva lleva a un razonamiento invalido.

P=q
La estructura del razonamiento modus ponenses: p

q
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La falacia que justifica la estructura de un razonamiento abductivo tiene cierta
analogia con el modus ponens, al que denominaremos ‘pseudo modus ponens’,

p=4q
pero se trata de un razonamiento invalido: q

p

Crespo Crespo (2007) considera que la idea que los estudiantes tienen de un
condicional o implicacion suele ser de tipo causal y cuando se les pregunta sobre
la explicacién de un proceso que puedan haber utilizado en la resolucién de un
problema o el desarrollo de una prueba, es natural observar que recurren a
razonamientos abductivos. Probablemente esto se deba a la confusion que los
estudiantes tienen con las estructuras del condicional y del bicondicional, por lo
qgue terminan considerando validas a las argumentaciones abductivas. Crespo
Crespo (2007) muestra como ejemplo de pensamiento abductivo, el presentado
por estudiantes de primer afio de ingenieria en sistemas. La consigna que se les
plante6 a los estudiantes fue la siguiente: ‘Probar que, si el cuadrado de un
numero natural es par, dicho nimero es par’. La demostracion presentada por

varios estudiantes fue la siguiente:

a es pary se escribe:a=2k. El cuadrado de a es: a° = (2k)2 = 4k?que es par.

Se observa que el estudiante sobreentiende la implicacion que quiere probar,
‘parte’ de la tesis, y arriba a la hipdtesis, siguiendo la estructura del ‘pseudo

modus ponens’.

Crespo Crespo (2007) considera que en la praxis docente, al momento de efectuar
la correccion de una prueba de este tipo presentada por el estudiante, se suele
afirmar que se trata de una confusion de la hipotesis y la tesis de un teorema.
Diversos autores, considerando el razonamiento abductivo de Pierce, lo han
relacionado con la construccion del conocimiento matematico mediante la
resolucion de problemas (Burton, 1994; Cifarelli, 1997; Mason, 1995). Sin
embargo, tanto Mason (1995) como Anderson (1995) sefialan su dificultad para
promoverlo entre los estudiantes. Dentro de una interpretacion mas general de la
abduccidn, Pedemonte (2001) considera a la abduccién como un proceso natural

que surge en los estudiantes durante la formulacion de conjeturas.
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111.4.2. Razonamiento por Analogia

Se trata de un tipo de razonamiento no deductivo, consistente en la obtencion de
una conclusion a partir de premisas en las que se establece una comparacion o
analogia entre solamente elementos o conjuntos de elementos distintos. De la
misma forma que ocurre en todo razonamiento no deductivo, la relacion entre la

verdad de las premisas y la verdad de la conclusion no es una relacion necesaria.

El razonamiento por analogia parte de juicios anteriores ya conocidos, hacia otros
que se pretende conocer, manteniendo la misma particularidad. En este tipo de
razonamiento no hay una preservacion de la verdad como ocurre con el

razonamiento inductivo.

Ejemplos de analogias que siguen la estructura de un silogismo
Ejemplo 1:

La tierra esta poblada por seres vivos.

Marte es analogo a la tierra.

Conclusion: Entonces Marte debe estar poblado por seres vivos.

Ejemplo 2:

Las flores del girasol cambian su posicion respecto a la del sol.

Las flores del rosal son analogas a las flores del girasol.

Conclusidn: Las flores del rosal deben cambiar su posicion respecto al sol.

Existe un concepto utilizado en filosofia, denominado mimesis y que se vincula
directamente con el de analogia. Imitacién y representacion son los mas recurridos
sinbnimos que se han empleado para sustituir el sentido de este término que
Platén y Aristételes utilizaron en sus reflexiones sobre la produccidn artistica. Sin
embargo, este concepto formaba parte de una antigua tradicion ritual en el mundo
griego, que antecedia por siglos las propuestas de ambos filésofos, y que en sus

origenes cargaba con un significado mas rico y complejo que la simple nocién de
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reproduccion o copia. Se diferencia claramente del concepto de representacion,
principalmente en la naturaleza de su mecéanica, donde la mimesis se resiste a la
comparacion con el referente y a convertirse en algo equivalente al original. Si
bien mimesis es un sinénimo adecuado para analogia, en general se habla de
mimesis cuando existe un parecido 0 semejanza mas exacta con su original.
Siguiendo con el razonamiento aristotélico, la base del aprendizaje es la mimesis o
imitacion, que es connatural al hombre, incluso llega a decir en estas palabras que
el hombre es un animal mimético, por tanto, toda imitacion produce un
aprendizaje. (Correa, 1990; Benot, 2018)

El estudiante recurre muy asiduamente a estos razonamientos, ya que en el
momento de abordar una nueva prueba recurre a otras ya establecidas, buscando
similitudes y semejanzas que les permitan llevar a cabo la nueva propuesta que
tiene que realizar. A nivel de una prueba, el estudiante puede razonar por analogia
0 mimesis, intentando ‘copiar’ de forma aproximada lo que el profesor realizo en
clase, con un ‘ligero’ razonamiento propio, en el mejor de los casos, de acuerdo a

la dificultad que la nueva consigna propone y se diferencia de la original.

Ejemplo 3: Se le expone en clase, al estudiante, la prueba de validez de una

proposicion, que se detalla a continuacion: Vxe R :VyeR" :x<y=x" <y’

prueha: x<y=>x-y<0 = (Xx-y)(Xx+y)<0.(x+y)=>x -y <0=x* <y’

X(x+y)>0
Luego, se le propone, en clase, al estudiante que pruebe la validez de la siguiente

proposicion: Ejemplo4: VXxeR :VyeR :x<y=x* >y’

El estudiante tratard& de razonar por analogia, ‘copiando’ la estructura del
razonamiento expuesto y reproducird una argumentacién aproximablemente
similar a la que se expone a continuacion. Es muy probable que en la mayoria de
los casos, no detecte la importancia del signo de la expresién por la que multiplica

en ambos miembros que aparece en el tercer eslabon de la cadena argumentativa.

prueba:x<y=x-y<0 = (x=y)(x+y)>0.(x+y)=>x-y*>0=x*>y’
x(x+y)<0

Ejemplo 5: Se expone en clase, el algebra de los limites para la suma y luego se

le propone al estudiante que realice el algebra de los limites para la diferencia.
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lim f(x)leAIimg(x):LZ:!Lrpof(x)+g(x):L1+L2

X=Xy X—>Xo

prueba:

lim f(x)=L1C>Vg*:g:>O:EI§g>0/O<|x—xo|<§l:|f(x)—L1|<§(l)

X—>Xo

Iimg(x):L2@Vg*:§:>0:358>O/0<|x—x0|<52:|g(x)—Lz|<§(ll)

[F()+a()]-[L+L]=[[f(x0)-L]+[a(x)-L] <
s‘f(x)—L1‘+‘g(x)—L2‘<%+§:g
si S, Smin{6l,§2}:>1LrI10 f(x)+9(x)=L+L,

El estudiante tratara de reproducir una argumentacion como la que se expone a
continuacién, similar a la expuesta por el profesor en clase sobre la suma.

lim f (x)=L Alimg(x)=L, = limf (x)-g(x)=L -L,

X—Xg XX, X—Xg

prueba:

lim f(x):L1<:>Vg*:§=>O:EI§g>0/0<|x—x0|<5l:>|f(x)—L1|<§(I)

X—>Xg

lim g(x):L2<:>Vg*:§:>O:35g>O/0<|x—x0|<52:>|g(x)—L2|<§(II)

[F (-0 ()]-[L - L] =[ T (0-L]-[a0)-L]<

s‘f(x)—L1‘+‘g(x)—L2‘<g+§:g, si 6, <min{s,8,} = lim f (x)-g(x)=L, - L,

X—>Xo

111.4.3. Razonamiento Plausible o Conjetural

Es un razonamiento que permite llevar a cabo procesos propios de la heuristica.
La heuristica es el conjunto de reglas practicas o informales que permiten llevar a
cabo, resolucién de problemas. Estos razonamientos no se consideran definitivos
y estrictos sino provisionales y plausibles, ya que, en estos, no necesariamente se
transmite la verdad de las premisas a la conclusion, sino que hay un aumento en la
creencia de que la conclusion es verdadera. Son los patrones plausibles los que
describen exactamente la estructura de las operaciones mentales utilizadas en
estos razonamientos. Polya (1954) lo define como aquel que nos permite elaborar

hipGtesis y conjeturas que nos parecen acertadas, examinar su validez,

65


http://cbs.wondershare.com/go.php?pid=5482&m=db

contrastarlas y reformularlas para obtener nuevas hipotesis susceptibles de ser
puestas a prueba. Se necesita del razonamiento heuristico, cuando se elabora una

demostracion rigurosa del mismo modo que se necesita el andamio cuando se

construye un edificio. Consideremos a continuacion, un ejemplo simple pero que

para el arribo a la tesis se requiere la ‘creacion de un constructo’ y en esa
construccion y el razonamiento que se halla implicito en la misma, se hace

presente la heuristica.

Ejemplo 1: La regla de la cadena para derivacion de funciones compuestas.

Sea | un intervalo abierto y sea f : 1 — IR, una funcién derivable en X el,y

sea g : R — IR una funcion derivable en

Yo=f(x)=>F=gof:I >R
Xx—>F(x)=(g°f)(x)=9g(f(x)) es derivable en x, y
F’(Xo) = g’(yO)'f,(XO)/yO = f(xo)-

Desglosando la Gltima proposicion, que es la tesis, se la puede escribir asi:
F'(%)=9'(f (%)) F(x) 1 yo = f(X)

En el segundo renglén de la prueba se construye la estructura necesaria para el
cociente incremental del antepenultimo eslabdn de igualdades de la prueba. Esa
multiplicacion y division de una diferencia, que es el incremento de la variable
dependiente permite, luego, de una ‘asociacion’ adecuada, la construccion del

cociente incremental requerido para la consecucion de la tesis.

prueba:
P () =y PO AP ).y SLTR 2 B)0( 0],
= lim g(f (XO +AX))_g(f (XO)) f (XO +AX)_ f (XO) —
x>0 AX f (X +Ax)— (X))
o 91 (o 80)=9(F (%)) £ 06+ 80~ 1 (x) _
mo0  f (X +AX)— f (X)) AX
-y UL SO0y L0 80 08) 11 ()
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Ejemplo 2: Sea la proposicion: Vx e R" :Vy e R* i1 x <y = x* < y?

La prueba de la verdad de esta proposicion puede encontrarse en la pagina 64 en

el ejemplo 3 de 111.4.2.

El razonamiento que permite probar la validez de la proposicion precedente es, en
esencia, deductivo. Pero el desarrollo no es lineal, requiere de la conjeturacion por
parte del estudiante para el arribo a la meta. Es decir, que ‘el camino no es
directo’. Se diferencia del primer ejemplo ya que no tiene la heuristica ni la
constructividad que alli se presenta pero, puede considerarse encuadrado en este
tipo. Por ende, en estos casos se dice que el razonamiento es conjetural o plausible
ya que al decir de Lakatos (1978) se genera un ensayo Yy error de conjeturas

ingenuas que van siendo refutadas una tras otra.

Ejemplo 3: Teorema del valor medio del Calculo Diferencial o Teorema de

Lagrange
Si f esuna funcién continua en un intervalo. que tiene derivada en cada punto del

abierto (a,b), entonces existe por lo menos un punto c interior al (a,b) tal que:

w= £/(c) e f (b)- 1 (a)=(b-a).f(c)

Sea h(x) = f(x).[b—a]-x.[f(b)- f(a)]

La idea de la prueba es aplicarle a la funcion auxiliar el teorema de Rolle, previa
verificacion de las hipotesis. El teorema mencionado exige a la funcion para que
pueda verificar lo que postula como tesis, que sea continua en un intervalo
cerrado; derivable en un intervalo abierto (el mismo donde es continua, pero
abierto en sus puntos de frontera) y su evaluacién en los puntos de frontera del
intervalo mencionado debe coincidir.

La funcion h en efecto, es continua en el intervalo cerrado de extremos ay by
derivable, asimismo, en el intervalo abierto de extremos a y b. EI mismo esquema

permite ver ambas cuestiones mencionadas.
h(x) = f(x).[b—a]-x.[f(b)- f(a)]
1 2 ! 2

3 3
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Referencias:

1. continua/derivable por hipotesis;

2. continua/derivable por ser funcién polindmica — monomio identidad — ;
3. &lgebra de las funciones continuas/derivables: producto;

4. algebra de las funciones continuas/derivables: diferencia.

Observacion: Las funciones polindmicas son continuas y derivables en todo el
eje real.

ha) = f(a)[b—a]-a[f(b) - f(a)] = f(a).b—f(a)a —a.f (b) +af(a) =
]

= f(a)b—af(b)(l)

h(b) = f (b).[b—a]-b.[f (b) - f ()] = £4bYB — f(b).a—bA(5) +b.f (a) =
= f(b).a—b.f(a)(l)

Se observa que (1)=(11), por lo que puede afirmarse que se satisfacen las hipétesis
de Rolle, por ende, 3c € (a,b)/h’(c)=0

h'(c)=0= f'(c)[g(b) —g(@)]-g'(c)[ f(b) - f(a)]
= H'©)[9d -g@]=9')[f(b)- f(a)]

Observacion: En la funcion auxiliar se halla ‘escondida’ la tesis que postula este
teorema.
funcién auxiliar — h(x) = f(x).[b—a]-x.[ f (b) - f(a)]

tesiwwz f(c) > 1 (b)—f (a)=(b—a).f'(c)

planteo tesis+' popular’

Puede observarse que la tesis contiene la misma funcién f del minuendo de la
diferencia de la funcién auxiliar h pero derivada, en realidad, la funcion derivada
del minuendo es la funcion derivada de una constante por una funcién. La
constante ‘sobrevive’ y aparece la funcién derivada de f que ahora aparece en el
primer miembro de la identidad que postula Lagrange, mientras que algo parecido
ocurre en el segundo miembro que es la funcion derivada del sustraendo de la
diferencia que plantea la funcion auxiliar h. Asimismo, puede plantearse de una
forma maés elemental, el fundamento de la construccion de la funcion auxiliar, a
partir de la interpretacion geométrica de este teorema pero de una forma mas

genérica.
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111.4.4. Razonamiento Visual

Con el auxilio de la visualizacion a través de diagramas o gréaficas realizadas por
un software, un esquema a mano alzada, o una figura geométrica, entre otros, el
estudiante en muchas oportunidades puede pensar, hacer y entender una
demostracion. La visualizacion conceptual no puede soslayarse, es vital para la
generacion posmoderna de estudiantes que se encuentra cursando carreras de
grado y que se encuentra inserta en una “cultura de videoclip” (Economist.com,
2006). Hay que distinguir dos cuestiones: el razonamiento puramente visual que
no es deductivo, como se expone en los ejemplos que se citan mas adelante, donde
el razonamiento pasa por una experiencia, totalmente visual. Por otro lado, se
puede emplear un razonamiento que puede ser por analogia, deductivo, inductivo
o la formulacion de una conjetura, auxiliado con la complementacion de la
visualizacion como herramienta de ayuda para una comprension optimizada del
razonamiento de la prueba. de Guzman (1996) considera que las corrientes
formalistas imperantes en el siglo pasado desde los 80 hacia atras encuadraron al
profesorado en priorizar el rigor formal en la exposicion de la Matematica,
considerando inutil y hasta contraproducente a la intuicion y la visualizacion

conceptual para el logro del aprendizaje.

Se consideran a continuacion cuatro ejemplos de demostracion visual pura, el
quinto ejemplo utiliza a la visualizacion conceptual como una herramienta
trascendente ya que es la que permite el arribo a la meta y la comprension de la

prueba.

Ejemplo 1: Teorema de Pitagoras

®-[@-{

5

Figura 5: Demostracion visual del teorema de Pitagoras |

>Crédito de imagen:
https://matematicascercanas.com/2016/06/06/demostraciones-teorema-de-pitagoras/
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A continuacion, otra version visual del teorema de Pitagoras:

L] i b . B b

Figura 6: Demostracion visual del teorema de Pitégoras 11

Ejemplo 2:Cuadrado de un binomio: (a+b)2 =a’+2ab+b?

a b
ab
aa - (a+b)[a+b)
ab bb

7

Figura 7: Demostracion visual del cuadrado de un binomio

Ejemplo 3: La proposicion que se busca probar es: 1> 0

— f

987654321 01 23456 789 :
Figura 8: Demostracion visual de la proposicion:1>0

La prueba formal de esta propiedad puede realizarse a través de la aplicacion de
los axiomas de Peano. Pero, visualmente esto puede mostrarse de una manera

simple, evidenciando que la unidad esta a la derecha del origen.

Ejemplo 4: probar que: Vx e R: vy e R:|x—y|=|y —X|

Esta propiedad es la simetria o conmutatividad de la distancia en la recta real, ya

que desde la perspectiva del concepto de valor absoluto como distancia,

®Crédito de imagen:
http://verso.mat.uam.es/~eugenio.hernandez/Estalmat-
Materiales/EugenioHernandez/Demostraciones%20visuales.pdf
’Crédito de imagen: Idéntico a 6.

8Crédito de imagen: Idéntico a 6.
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simbolicamente se expresaria como: d(x,y)=d(y,x) La prueba formal de esta

propiedad puede realizarse sustituyendo X—Yyxt y teniendo en cuenta que el

valor absoluto de cualquier nimero real es igual al de su opuesto, y de esta
manera, se puede arribar a la meta. Pero, visualmente se puede recurrir al hecho
de la interpretacion geométrica de cualquiera de los dos miembros de la igualdad,
que se trata de una distancia entre dos puntos y observar que su calculo en
cualquiera de los dos sentidos arroja el mismo resultado.

Prueba visual:

o= | =|y—x]

- - -

Figura 9: Demostracion visual de la proposicion: [x—y|=|y - X

Prueba formal:[x—y| = [t| = |-t|=|-(x-y)|=|-x+Yy|=|y-¥

x=y=t ==X
Ejemplo 5:
A continuacion, se presenta una prueba muy simple, donde la visualizacion es

‘clave’ para la comprension y consecucion de la tesis, pero no necesariamente la

prueba esta basada exclusivamente en la visualizacion.

Criterio de la derivada primera para la determinacion de los extremos

relativos de una funcion.

Sea f: [a, b] — IR una funcién continua en el cerrado y derivable en el abierto,
exceptoen X =C €(a,b), entonces:

i. vxe(a,c): f'(x)>0AVxe(c,b): f'(x)<0= f tiene M, enx=c

ii. Vxe(a,c): f'(x)<0AVxe(c,b): f'(x)>0=f tienem, enx=c

Demostracion ii.
vxe(ac): f'(x)<0avxe(c,b): f'(x)>0= f Len(a,c)af Ten(c,b)=?

= f(x)> f(c) vxe(ab)/xzc=>m def enx=c™

o f TZ se lee: f es estrictamente creciente. El simbolo opuesto es evidente y significa lo contrario.

¥m,: se lee: minimo relativo. El simbolo andlogo con la m mayUscula es evidente y significa lo

contrario.
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d c b
Figura 10: Complemento visual a la prueba correspondiente al Criterio de la

derivada primera para la determinacion de minimo relativo.

El esquema precedente es fundamental para evitar un obstaculo epistemol6gico®!

en la comprension de la argumentacion que hace a la prueba.

I11.5. Una clasificacion sobre el razonamiento manifestado en pruebas
Balacheff (2000) gener6 una clasificacion que resume los modos de demostrar de
un estudiante y que pueden reducirse a esquemas de razonamiento. Segun sea el
razonamiento empleado, varia el grado de evolucion alcanzado por el sujeto de
aprendizaje en el abordaje de la prueba. Los diferentes esquemas de razonamiento
que un estudiante puede manifestar frente a una prueba se resumen, segun el
grado de madurez intelectual y de abstraccion alcanzado, en la siguiente
clasificacion que hace un distingo entre el denominado esquema de razonamiento
pragmatico y el esquema de razonamiento intelectual.

El esquema de razonamiento pragmatico esta ligado a lo experimental ya que
en este predomina una presencia de saberes précticos. Las justificaciones son
realizadas a través de la representacion de un objeto concreto y distinguen una
clasificacion en tres tipos, a saber:

El Empirismo ingenuo se produce cuando el estudiante razona para validar la
afirmacion recurriendo a la accién de la verificacion. Lo hace para algunos casos
particulares, sin un criterio formado al hacerlo, como ‘tanteando’. La bdsqueda de
los ejemplos es aleatoria y no obedece a criterio alguno.

Ejemplo: El Algebra de los limites: Cociente. El estudiante simplemente presenta
un ejemplo donde verifica que la propiedad ‘funciona’ para ese ejemplo concreto.
En algunos casos, puede presentar dos o tres por inseguridad pensando que mas de
uno refuerzan la validez. El estudiante no genera conclusion alguna, siendo la

verificacion su esquema de razonamiento que es lo que €l entiende como prueba.

HEI concepto de obstaculo epistemoldgico se desarrolla en 111.7.
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El Experimento crucial, se genera cuando el estudiante razona tomando en cuenta
la problematica de la generalidad y la ‘resuelve’ mediante el uso de un caso
particular que reconoce como ‘no especial’. Es decir, que el estudiante verifica
con un ejemplo que permite descartar alguna conclusion alternativa.

Ejemplo: El Algebra de los limites: Cociente. El estudiante plantea varios
ejemplos de la propiedad. Para esto, genera cocientes combinando de a pares
algunas funciones y calcula los limites para un valor concreto. Las funciones
propuestas por el estudiante son: Una funcion lineal no pasante por el origen; una
funcién lineal pasante por el origen; una funcion cuadratica completa con sus tres
términos; una funcion cuadratica sin término independiente; una funcion
cuadratica sin término lineal y con término independiente y una funcion
cuadratica sin término lineal ni término independiente. Finalmente, elige uno de
estos limites y luego de realizado su célculo, considera que, a partir de este
ejemplo, al que considera “crucial”, razona consecuentemente, generalizando el
resultado que se quiere demostrar.

El Ejemplo genérico, se manifiesta cuando el estudiante razona justificando la
afirmacion operando sobre un objeto concreto al que considera representante de
todos los pertenecientes al dominio de dicha afirmacion. Este intenta plantear una
argumentacion basada en un ejemplo al que le da caracter de representante general
de la clase. Ejemplo: EI Algebra de los limites: cociente. El estudiante considera
un ejemplo concreto, pero, con cierta carga de abstraccion. Considera dos
funciones polindmicas: una cuadratica y una lineal, pero escritas genéricamente.
Realiza el célculo del limite del cociente para un hipotético valor al que se
aproxima la variable. Observa que el limite del cociente para este ejemplo mas
elaborado es igual al cociente de los limites. A partir de este ejemplo genérico se
permite concluir la tesis general.

El esquema de razonamiento intelectual proviene de una forma particular de
razonar, donde se articulan cadenas argumentativas, con una clara produccién en
el lenguaje simbdlico propio de la Ciencia Matematica. Se dejan de lado los
objetos materiales y su relacidén con la experiencia material, distinguiéndose una

clasificacion en tres tipos diferentes, a saber:

El experimento mental se produce cuando el razonamiento del estudiante se

independiza de la representacion del objeto aunque no necesariamente se trate de
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una prueba con su estructura formal. Aqui los estudiantes interiorizan las acciones
realizadas previamente (generalmente observacion de ejemplos), las disocian de
esas acciones concretas y las convierten en argumentos abstractos deductivos.
Ejemplo: El Algebra de los limites: cociente. El estudiante vuelve a considerar el
limite del cociente de dos polinomios, como si fueran los Unicos tipos de
funciones existentes. Pero esta vez los polinomios escogidos son de grado n.
Verifica que la propiedad se cumple para este ejemplo generalizado (con una
construccion mas elaborada que la del ejemplo genérico) y luego concluye que la
propiedad en cuestion se cumple para cualquier par de funciones.

El célculo sobre enunciados es una prueba que oscila entre la experiencia mental
y la demostracion. No tiene la caracteristica de conformar una demostracion. pero
tampoco tiene la caracteristica del denominado experimento mental. Se establecen
construcciones intelectuales basadas en teorias mas o menos formalizadas o
explicitas, que se originan en una definicion o propiedad y se basan en la
transformacion de expresiones simbolicas formales. Ejemplo: El Algebra de los
limites: cociente. El estudiante esta vez, se atreve a plantear el limite del cociente
de dos funciones hipotéticas f y g, pensando el cociente como el producto de la
primera por la reciproca de la segunda. Luego, tiene en cuenta el limite del
producto ya probado y lo aplica a este. Pero en su argumentacion, utiliza el hecho
de que el limite de la reciproca de g, existe y es la reciproca del limite. No tiene
en cuenta que esta aceptando un hecho que esta presente en lo que quiere probar y
gue aun no esta validado. Es una limitacién muy comun del estudiante aprendiz,
que no distingue que en definitiva en la prueba de este tipo, se genera una cadena
propia de un sistema axiomatico, donde cada propiedad probada es una verdad
establecida que puede ser utilizada en las siguientes. Podria ocurrir, en el mejor de
los casos, que pruebe previamente la validez del limite de la reciproca de la
funcién g, para luego establecer el limite del producto antes mencionado.
Finalmente, La demostracion, se produce cuando el razonamiento que genera el
estudiante tiene la funcion de explicitar en el contexto de un lenguaje reconocido
por la comunidad matematica, y cuyas reglas de debate se sostienen sobre la

I6gica formal.

I111.6. Patrones de racionalidad
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Rigo, Rojano y Pluvinage (2011) como resultado de una investigacion realizada
en la escuela primaria sobre la construccion del conocimiento matematico,
identifican categorias emergentes como patrones de racionalidad basados en
razones y algunos otros basados en motivos.

En los patrones de racionalidad basados en razones son identificados dos tipos de
racionalidad: la cartesiana y la retorica.

En la racionalidad cartesiana, las justificaciones se encuentran organizadas de
acuerdo a este tipo de racionalidad y se sostienen en saberes matematicos que
permiten desprender verdades imprescindibles. Dentro de esta clase de patrones se
ubican, segun Balacheff (2000), el ejemplo genérico y el experimento mental.

En la racionalidad retorica, los argumentos que son concordantes a esta categoria
se sostienen en saberes matematicos que no son definitivos pudiendo generar en
consecuencia, verdades probables. Las pruebas que Balacheff (2000) considera
encuadradas dentro del empirismo ingenuo y el experimento crucial son ejemplos
de justificaciones que se ajustan a la racionalidad retorica.

En los patrones de racionalidad basados en motivos son identificados dos tipos de
racionalidad: por autoridad y por habituacion.

En la denominada racionalidad por autoridad, la verdad de una proposicion
matematica se sostiene en la potestad establecida por un libro, la ciencia
matematica misma o el conductor del aprendizaje en el aula.

Searle (1969) plantea que se produce una transferencia de los argumentos por
autoridad a través del lenguaje coloquial manifestado a través de recursos
verbales, pudiéndose adicionar el lenguaje que le es propio al cuerpo.

En la denominada racionalidad por habituacion, las justificaciones se originan en
la cotidianeidad surgida de expresiones o creencias que se escuchan o perciben dia
a dia y perduran en el tiempo; y se asientan en la comoda eleccion que el ser

humano realiza hacia lo que resulta habitual, natural y acreditado.

I11.7. Una ingenieria didactica para facilitar la prueba matemética

111.7.1. Fundamentos

La investigacion llevada a cabo por D"Andrea et al (2010, 2012) propone una
ingenieria didactica a los efectos de generar una metodologia de ensefianza de la
demostracion matematica direccionada al logro de un aprendizaje significativo de

la prueba en el estudiante universitario. Esta ingenieria didactica, consiste en una
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secuencia instruccional que tiene como objetivo que el estudiante pueda abordar
desde un aprendizaje significativo y comprensivo a la demostracion. Si bien la
secuencia de tareas es conductista, su aplicacion cotidiana en el desarrollo de los
diferentes cursos de Matematica, puede finalmente conducir a una actitud
constructivista del estudiante, ya que tal secuencia induce al fortalecimiento de
una habilidad ‘dormida’ en este y es la actividad ‘demostrar’.

El estudiante universitario de Ingenieria y Ciencias Naturales, tiene dificultades
para comprender, reproducir y generar demostraciones, confundiendo acciones
como probar y verificar.

El estudiante procede, en general, cuando se le pide una prueba, desde el
empirismo ingenuo (Balacheff, 2000), considerando que la prueba consiste en la
exhibicion de algunos casos particulares sin un criterio formado al hacerlo. En
muchos casos, cuando le es requerida una prueba que el docente ya expuso en
clase, vuelven a recurrir a la verificacion ignorando lo expuesto. Por otro lado,
estan aquellos que repiten lo que el docente realizé pero de modo mecéanico, ritual
y sin comprension. Cabe preguntarse entonces: ¢(Es necesarioensefiar a
demostrar?; ¢Con qué objetivo?; ¢Como es posible guiar al estudiante para que
sea capaz de respetar el proceso deductivo cuando realiza la demostracion de
proposiciones matematicas?; ;Qué estrategias pueden utilizarse para que realice

este proceso desde el razonamiento y no desde la memoria repetitiva?

Leron (1983) propone un método denominado “estructural”, inspirado por las
ideas informaticas que surgieron en los ochenta y repercutieron indiscutiblemente
para posteriores avances. La idea basica que subyace es presentar las
demostraciones en clase en diferentes niveles de gradualidad, procediendo desde
las ideas elementales de la prueba hacia la conclusién, de manera escalonada y
fragmentada. La ventaja principal de presentar asi una demostracion es que
permite una comunicacion mas fluida generando en el estudiante un aprendizaje
significativo. A diferencia de la prueba tradicional que se desarrolla desde la
hipotesis a la tesis, la prueba estructural se desarrolla como un ‘diagrama de
flujo’, focalizando determinadas partes de la prueba, de forma de facilitar la
comprension de estas, con el objetivo de generar la comprension global de la

prueba completa.
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Solow (1992) propone que si se tiene que realizar una demostracion del tipo:

Si A entonces B, se dice que se usa un metodo progresivo si tomando A como
cierto llegamos a B. Y es regresivo cuando buscamos un método para demostrar
que B es verdadero, generalmente se parte del supuesto de que B es verdadero
para lograrlo, pero solo serd progresivo cuando se parta desde A. Se relacionan
entre si cuando trabajamos B de tal forma que llegamos a A y luego tomamos A 'y

Ilegamos a B es decir regresivo-progresivo.

El proceso regresivo se inicia preguntando: ¢(Como o cuando puedo concluir que
la proposicion B es verdadera? La manera en la cual se formule el estudiante esta

pregunta, es critica, puesto que quien se la formulé debe ser capaz de responderla.

Ambos métodos se relacionan entre si cuando se trabaja con B de tal forma que se
llega a Ay luego se toma Ay se llega a B, obteniéndose asi el método conocido
como regresivo-progresivo. El proceso regresivo se inicia preguntando: ;Cémo o

cuando puedo concluir que la proposicion B es verdadera?

El proceso de demostracion se comienza regresivamente, planteando lo que Solow
denomina: "pregunta de abstraccion” que consiste siempre en un planteo de la

forma: "¢ Como o Cuando puedo concluir que la proposicion B es verdadera?".

La pregunta debe ser formulada de un modo abstracto y sin hacer referencia
alguna al problema concreto que generd. La respuesta a la pregunta de abstraccion
es un proceso de dos fases. Primero hay que dar una respuesta abstracta, para
después aplicar esta respuesta a la situacion especifica. La forma en que sea

formulada esta pregunta juega un papel decisivo.

Por ejemplo, si tiene que probarse que el cuadrado de todo nimero entero par es

par, la pregunta de abstraccion seria para el planteo de esta prueba:
¢Como puedo demostrar que un numero al cuadrado es par?

Se puede responder esta pregunta en términos no tan abstractos, diciendo que esto
puede ocurrir cuando se puede expresar al nimero, como el producto de 2 por otro

entero.
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En virtud de observar que en la formacion de profesores de Matematicas cubanos
existian dificultades en el aprendizaje de demostraciones geométricas, Bravo y
Arrieta (2003) propusieron un sistema de acciones para la ensefianza de las
mismas, lo cual impulsé a la busqueda de herramientas metodoldgicas que
condujeran a ideas novedosas en su ensefianza. En sus trabajos se presentan
estrategias y los resultados de la aplicacion de estas con el objeto de generar la
habilidad ‘demostrar’ en el estudiante de profesorado. En el marco tedrico de su
trabajo, estudiaron algunas aportaciones tedricas sobre estrategias didacticas junto
al importante papel que juega la resolucion de problemas en el proceso de

ensefianza de la Matematica.

Como producto de la investigacion llevada a cabo por D"Andrea et al (2010,
2012) sobre el razonamiento deductivo utilizado por estudiantes de Ciencias
Naturales e Ingenieria, en el proceso de validacion de proposiciones matematicas,
se generd un diagndstico que permitid la construccion de una ingenieria didactica
para incentivar el abordaje de la demostracion matematica.

El diagnostico, postula lo siguiente:

El estudiante ingresante a Carreras de Ciencias Naturales e
Ingenieria requiere en los cursos de Matematica del curriculo de
la carrera elegida comprender la demostracion de proposiciones
y teoremas. Tiene profundas dificultades para comprenderlas, y
mas aun para reproducirlas, producto del retardo del desarrollo
del pensamiento formal y la supresion de desarrollos tedricos en
el area matematica en el ciclo medio. A esto se suma la
experiencia personal de los docentes que valoran la formacion
recibida en la demostracion de proposiciones y teoremas pero
que paralelamente reniegan de aprendizajes memoristicos
implicitos en estas cuestiones y como consecuencia de estas
experiencias y la reticencia de los estudiantes a incorporar estos
contenidos se debilitan estos procesos en el aula y por ende a la
Matematica, al no exponer debidamente la epistemologia que le
es propia. (D" Andrea et al, 2012, p.130)
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I11.7.2. La ingenieria didactica propuesta

Inspirandose en las propuestas de Leron (1983), Solow (1993) y Bravo Estévez
(2003) y el diagndstico expuesto precedentemente, D" Andrea et al (2010, 2012)
proponen una ingenieria didactica para conducir y encuadrar el proceso de
ensefianza y aprendizaje de la demostracién matematica. Esta ingenieria se perfila
a través de una serie de estrategias presentadas como una secuencia de tareas cuyo
objetivo es lograr un aprendizaje comprensivo, significativo y constructivo con
una perspectiva implicita que permita desarrollar un pensamiento loégico que
pueda ser extrapolado a otras disciplinas. Si bien la secuencia de tareas es
eminentemente conductista, su aplicacion cotidiana en el desarrollo de los
diferentes cursos de Matematica, puede finalmente conducir a una actitud
constructivista del estudiante, ya que tal secuencia induce al fortalecimiento de
una habilidad ‘dormida’ en este y es la actividad ‘demostrar’. Para un desarrollo
efectivo de la demostracion de proposiciones, que permita una secuencia mediata
de una apropiacion ‘razonada’ como consecuencia de la comprension, se sugiere

seguir las siguientes etapas:

1. Comprension y Apropiacion del Lenguaje Matematico: Esta etapa es el
prolegébmeno a las siguientes y consiste en permitir al estudiante el acceso,
comprension y apropiacion del Lenguaje Matematico. Para un acercamiento
efectivo del estudiante a este Lenguaje, el docente deberé disefiar y seleccionar
estrategias y material didactico que apunten a un aprendizaje constructivo y
comprensivo. La comprension y apropiacion del lenguaje requiere que el
estudiante conozca:

La utilizacion de conectores proposicionales: conjuncion; disyuncion inclusiva y
exclusiva; implicacién y doble implicacién; negacion. Las condiciones que
pueden presentarse en una implicacion o condicional. Las implicaciones asociadas
que se hallan implicitas en un condicional cualquiera. Las reglas fundamentales
del algebra de proposiciones: Involucion; De Morgan; Negacion de una
implicacion, entre otras. Los contenidos citados deben ser expuestos con una
profusa cantidad de ejemplos, extraidos de contenidos del ciclo medio que son
revisados, usualmente, en el curso propedéutico que antecede el inicio de las

Carreras de grado universitarias.
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Carece de sentido el planteo de las etapas siguientes, si el estudiante no tuvo la
posibilidad de acceder al Lenguaje Matematico. Esta etapa debe ser el comienzo
de los cursos iniciales de Matematica de la carrera de grado escogida por el

estudiante.

2. Presentacion del teorema o proposicion a demostrar: En este punto se
presenta al estudiante el teorema o proposicion a demostrar, en su estructura

formal.

Las tres etapas siguientes tienen Ordenes indistintos y esto obedece a que el
estudiante puede apropiarse de la comprension de la proposicion a demostrar
desde la perspectiva de su propio lenguaje, la visualizacion o la simple accion de
la verificacion, pero inexorablemente deben respetarse y cumplirse las tres, sin

excepcion.

3. Interpretacion coloquial: En esta etapa se propone al estudiante que intente
explicar coloquialmente, lo expuesto formalmente en el item 2. Con esta etapa se
genera la comprension desde el lenguaje coloquial. Esta etapa constituye la parte

crucial del proceso de aprendizaje.

4.Verificacion: En esta etapa el estudiante es instado por el docente a verificar
por si mismo la proposicion a demostrar debiendo generar minimamente dos
ejemplos. Estos ejemplos no deben ser elegidos aleatoriamente, sino teniendo en

cuenta que deben cumplir lo planteado por las hipdtesis de la proposicion.

5.Visualizacion: En esta etapa, el estudiante nuevamente es instado por el
docente, pero esta vez a visualizar la proposicién a demostrar. La proposicién
podria no tener una interpretacion geométrica, pero es importante en cualquier
caso, el trazado de un esquema visual 0 mapa conceptual que muestre la secuencia
de lo que esta expresa conceptualmente, accién que puede contribuir notablemente

a su comprensién, una comprension visual del concepto.

Nota: En el parrafo 111.8. se profundiza la cuestion referente a mapas

conceptuales.
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6. Simbolizacion: Luego de la explicacion coloquial, la verificacion y la
visualizacion, entonces debe retomarse la estructura formal de la proposicion a
demostrar. La comprension de la expresion simbdlica de la proposicion a
demostrar ya tiene otra accesibilidad para el estudiante, debido a los pasos 4,5y 6
de la secuencia, permitiendo al estudiante insertarse en el proceso de abstraccion,

imprescindible para llevar a cabo la prueba formal.

7. Elementos vitales de la proposicion: En esta etapa el estudiante debe
identificar la hipotesis de la proposicion a demostrar; las hipétesis implicitas y la

tesis.

8. Contenidos implicitos de la proposicion: En esta etapa, el estudiante debera
identificar que estructuras conceptuales estan implicitas en la proposicion a
demostrar. Esto de alguna manera estd implicito en la etapa anterior, en las

hipétesis implicitas.

9. Abstraccion: En esta etapa, el docente guia al estudiante en la formulacion de
la clasica pregunta de abstraccion postulada por Solow (1992) en su método
regresivo—progresivo. Esta pregunta, en la exposicion de la proposicion a
demostrar, debe ser formulada al grupo de estudiantes con el objetivo de generar

discusion y planteos personales.

10. Guia Secuenciada de la demostracion: Si la proposicion a demostrar, es en
extremo constructiva y compleja, de modo que el estudiante no pueda abordarla
por si mismo, es recomendable la presentacién secuenciada y detallada de la

misma a la manera del método estructural sugerido por Leron.

He aqui un momento decisivo de la ingenieria didactica descripta. Esta tecnologia
didactica generada como consecuencia del desarrollo de la mecénica precedente
tiene un objetivo decisivo. Si la proposicion a demostrar, es en extremo
constructiva y compleja o inclusive no cumpliendo esta condicion, el estudiante
no puede abordarla por si mismo, entonces es recomendable su presentacion

secuenciada y detallada. Se puede obviar lo precedente, e instar al estudiante a que
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pueda desarrollar la prueba por si mismo, con una serie de instrucciones
consistentes en los pasos a seguir para llevar a cabo la secuencia argumentativa
que permite establecer la verdad de la proposicion. Esta tecnologia didactica,
etapa final de la ingenieria didactica referenciada, recibe el nombre de Guia
Secuenciada. La idea que subyace en esta Guia, es que el planteo de las pruebas
no sea una instancia formal, sino que se integre a la practica cotidiana. En general,
los cursos de Matematica universitaria que estan dirigidos a Carreras de grado que
utilizan a esta Ciencia como herramienta tienen en sus guias de trabajos préacticos,
egjercicios de aplicacion de las estructuras conceptuales y las proposiciones
asociadas a estas o aplicacion de algoritmos. Rara vez, se plantean demostraciones
para el estudiante. La idea de esta guia es que la teoria se articule con la practica
de manera fluida y no aparezca el clasico binomio teoria — practica como dos
compartimentos estancos y muchas de las demostraciones que son expuestas en
clase de ‘teoria’ sean desarrolladas como ejercicios, integrando la guia de trabajos
practicos de la asignatura. Si la proposicion no requiere de grandes artificios para
la construccidn de su prueba, es importante invitar al estudiante a llevarla a cabo
por si mismo, a través de una Guia Secuenciada de instrucciones que contemplen
el paso a paso de la prueba en cuestion, para propiciar la construccion de esos
razonamientos de forma autonoma. Esta Guia Secuenciada permitird observar la
demostracion una vez realizada desde una perspectiva global hacia perspectivas
mas focalizadas, posibilitando la construccion de la prueba, generando
aprendizajes comprensivos y significativos y no un conocimiento inerte sin
interaccion. Se recomienda que, si la proposicion reviste complejidad, el docente
la exponga detalladamente, y al finalizarla invite al estudiante a que intente
reproducirla de forma aproximada con la Guia antes descripta, o bien que él
mismo la genere, o también, que elabore una serie de preguntas relacionadas a la
argumentacion que conduce a la prueba. Esta serie de preguntas también podria
ser un disparador inicial para el estudiante a los efectos de la construccion del
razonamiento que constituye la prueba. La idea que subyace a esta Guia, es que el
planteo de las pruebas no sea una instancia formal, sino que se integre a las
actividades procedimentales. Es decir, que la practica tradicional, no esté formada
por clasicos ejercicios de aplicacion de las estructuras conceptuales y las
proposiciones asociadas a estas o simplemente aplicacion de algoritmos sino, que

la teoria se articule con la practica de forma natural.
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111.7.3. Ejemplos de Guia Secuenciada:

Ejemplo 1: Cociente de complejos en forma polar

¢Cémo puede probarse que el cociente entre dos nimeros complejos, expresado
en forma polar, es otro nimero complejo cuyo modulo es el cociente de los
modulos y su argumento es la diferencia de los argumentos de los complejos

dados?

Guia Secuenciada de la prueba: Considerar que el cociente entre dos numeros
complejos z y z’ arroja un cierto resultado (darle un nombre simbdlico) y despejar
luego z 0 z’ en funcion de los otros dos. Expresar ambos miembros de la igualdad
planteada, en forma polar y luego de tener en cuenta la propiedad del producto de
numeros complejos en forma polar. Considerar la definicion de igualdad entre
nameros complejos, correspondiente al formato polar. Aplicada la definicion,
deben despejarse los valores del médulo y el argumento del nimero complejo
resultado del cociente al cual se le otorgé un nombre al comienzo de la prueba.

Tener presente que tal definicion debe considerarse particularmente para k = 0.

Desarrollo de la prueba:

Seanz=p, Y 2'=py 3%:(4
z P =

Z ! ’ ’
?:W/W: R,ez=wl'ep, =R,.p, < p,=Rp,.,

<:>p:R.p’/\go+2k7r:a+¢)’<:>Rzﬁrf\a:go—qo’(kzo)
Yo,

Ejemplo 2: Criterio derivada primera para monotonia de una funcion

Se consideran a continuacion, una de las tres proposiciones que constituyen la
totalidad de este teorema. Este contempla, segin sea el signo de la primera

derivada, que la funcion sea creciente, decreciente o constante.

Si f:[a,b] » R es una funcion continua en [a, b] y derivable en (a, b) entonces,

cualesquiera seax € (a,b): f'(x) > 0 = f es estrictamente creciente en (a, b).
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¢Como puede demostrarse que la funcidn de la hipotesis es estrictamente creciente
si el signo de la funcion derivada primera es positivo?

Guia Secuenciada para la prueba: Considerar la funcion de la hipdtesis, y un
subintervalo de la misma, que puede llamarselo, por ejemplo: [x,y] c [a,b].
Luego, aplicar a la funcion f el teorema del valor medio del Calculo Diferencial
en el subintervalo considerado, previa verificacion del cumplimiento de las
hipdtesis del teorema citado. Posteriormente analizar el signo de la expresion
obtenida y teniendo en cuenta la hip6tesis sobre el signo de f'(x) y la definicion
de funcidn estrictamente creciente, se podra arribar a la tesis.

Desarrollo de la prueba:

Consideremos f :[a,b]—>RR una funcién continua en el intervalo de definicion

cerrado y derivable en el abierto — por hip6tesis — y consideremos un subintervalo

[x,y]=[a,b], trataremos de aplicarle el teorema del valor medio del célculo

diferencial a la funcién en cuestion en el subintervalo antes mencionado, previo
chequeo de las hipotesis.

f es continua en [a,b], por ende, es continua en cualquier subconjunto, en este
caso particular es continua en [x, y].
Por otro lado, T es derivable en (a,b), por ende, es derivable en cualquier
subconjunto, en este caso particular es derivable en (a,b).
Entonces, 3ce(x,y)/ f'(c)(y—x)=f(y)- f(x)

T

—_—
iii

Referencias de justificacion del Gltimo esquema:

i. es positiva por hipétesis; ii. es positivo por definicion de intervalo. Se trata de la
amplitud del intervalo, y la amplitud debe ser siempre un nimero positivo; iii.
Producto de positivos es positivo.

El primer miembro de la igualdad ultima es positivo, por ende, el segundo

miembro lo es también, en consecuencia: f(y) — f(x) >0= f(y) > f(x)

¢ Qué conclusion podemos obtener?

Como el subintervalo considerado [X, y] es tal que X <Y, por definicion de

intervalo y resultd que: f(x) < f(y)= f es estrictamente creciente — por la

definicién correspondiente — aqui entra en juego para la comprension de quien

esta realizando la demostracion, la visualizacion de este ultimo concepto.
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Ejemplo 3: La Regla de Stieffel

Se considera a continuacion la clésica regla de Stieffel que tiene una aplicacion

inmediata en el desarrollo del triangulo de Pascal.

¢Cémo puede probarse que la suma de dos combinatorios de igual numerador y
denominadores consecutivos es igual a un combinatorio de numerador

consecutivo a los dos sumandos y denominador igual al segundo sumando?

Guia Secuenciada para la demostracion: Partiendo de la suma de
combinatorios, aplicar la definicion de nimero combinatorio a cada sumando.
Luego multiplicar y dividir al primer sumando por: k e idénticamente en el
segundo sumando por: N—Kk. Luego teniendo en cuenta la propiedad esencial
desprendida de la definicion de factorial, simplificar lo evidente en cada sumando
y luego efectuar la suma indicada que tiene igual denominador. Efectuar las
operaciones indicadas en el numerador y volver a tener en cuenta la propiedad

antes mencionada y la definicién de nimero combinatorio para arribar a la meta.

Desarrollo de la prueba:

n—1+n—1_ (n—1)! N (n-r  (n-1k N (n-Hn-k)
k-1 k ) (k-DWn-K)! Kk!(n-1-K)! (k-DYn—K)k K!(n-1-K)(n-k)

_ (n=1)'k +(n—1)!(n—k)_(n—l)!(k+n—k)_ (n-Hn _ n!  (n
CKIn=K) O kIn=K)! KI(n=K)! KI(n=K)! kIn—k)! (k)

111.8. Mapas Conceptuales y Aprendizaje Significativo
En 111.7.2. cuando se presenta la ingenieria didactica disefiada por D" Andrea et al
(2010, 2012) y especificamente en el item 5. cuando se hace alusion a la
visualizacion, también se hace referencia a los mapas conceptuales como
sindénimo de lo perfilado en este estadio de la ingenieria descripta. Chrobak (2001)
caracteriza y define con mucha claridad lo que es un mapa conceptual de la forma
siguiente:

El mapa conceptual es un recurso grafico esquematico para

representar un conjunto de significados conceptuales

incluidos en una estructura de proposiciones. Por su forma

constitutiva, con ellos se pueden distinguir los procesos de
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organizacion jerarquica, la diferenciacion progresiva y la
reconciliacion integradora que, como vimos son los
principios basicos del aprendizaje significativo. Este hecho
de que con los mapas conceptuales es posible la
“visualizacion  grafica” del cumplimiento y control
(autorregulacion) de estos principios, es el principal motivo
para que se constituyan en una herramienta insustituible
cuando se trata de ayudar a los estudiantes a aprender a
aprender. (p.137)

Chrobak, R., Sempere, P. G., & Prieto, A. B. (2015) consideran que los mapas
conceptuales permiten identificar claramente los conceptos angulares,
estableciendo un orden jerarquico entre estos, y relacionandolos entre si de forma
de generar un nexo entre los mismos con la finalidad de otorgarle significacién a
las diferentes estructuras conceptuales. Buscando dentro de estas estructuras una
transversalidad de forma de que se pueda realizar una evaluacién de la estructura
final del mapa, de forma que puedan realizarse los ajustes necesarios. Este hilo
conductor que en todo momento es la base estructural de la idea central del mapa
conceptual es la base del principio de subsumsion que es el sostén principal del
aprendizaje significativo.

De esta forma, la instancia visual de la prueba puede trascender el mero hecho de
una visualizacion conceptual para pasar a ser un mapa conceptual visual que

facilita un aprendizaje autoregulado de la misma.

I11.9. El enfoque historico en la didactica de la Matematica. Obstaculos
epistemologicos.

El objetivo general en investigacion en Didactica de la Matemaética es el de
resolver problemas que atafien al proceso de ensefianza y aprendizaje de la
Matemética en el &mbito educativo, abordandolos de una manera cientifica.
Especificamente, la investigacion historica en didactica de la Matematica tiene
como objetivo encontrar fundamentos tedricos que permitan sustentar hipotesis
que ayuden a resolver los problemas observados en el desarrollo de la Matematica
en el proceso de ensefianza y aprendizaje. Los obstaculos epistemoldgicos

reconocibles en la historia de la Mateméatica permiten comprender ciertas
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dificultades (obstaculos) que se evidencian en el aprendizaje de cualquier
conocimiento matematico. Esta linea de investigacion tiene su génesis en la
década del 70 del siglo pasado, y se caracterizo, segin manifiesta Rojano (1994)
por incorporar elementos de la epistemologia genética y de la historia de las ideas
matematicas con el objetivo de poder identificar los obstaculos didacticos en la

construccion de las diferentes estructuras conceptuales.

Filloy (1999) considero, hacia fines del siglo pasado, que esta linea experimento
una notable evolucion en lo que se ha denominado tacitamente el analisis historico
epistemoldgico en la investigacion didactica. Este es un tipo de analisis que toma
elementos de la génesis histérica y de la epistemologia, a través de la historia de
las ideas, para el provecho de la didactica de la Matematica. Con el estudio de la
génesis historica, se pone de manifiesto que para un mismo concepto matematico
se han ido sucediendo una diversidad de perspectivas a través de diferentes puntos
de vista analizados sobre el mismo que, en su momento, fueron considerados
como adecuados y posteriormente fueron objeto de revision o refutacion. Por otro
lado, la epistemologia ayuda a establecer la configuracion esencial de los
elementos estructurales que constituyen el-alcance y significado de determinada
estructura conceptual, realizando un analisis meduloso de los diferentes sentidos y
circunstancias histéricas en las que esta estructura pudo aparecer y su adaptacion a

la resolucidn de diferentes problemas.

Existen diferentes corrientes en la investigacion historico — epistemologica pero,
para esta investigacion solamente interesa describir la corriente de los obstaculos
epistemoldgicos.

El enfoque de los obstaculos epistemoldgicos consiste en un acercamiento a la
investigacion historico — epistemolégica, pero con un mayor impacto e influencia
que otros enfoques. Se caracteriza por intentar determinar concepciones y
obstaculos ligados al desarrollo de una estructura conceptual matematica, como
una herramienta muy til para el analisis didactico de las concepciones y
obstaculos que se pueden presentar en el proceso de aprendizaje y apropiacion de
esta estructura en los estudiantes. Existen diferencias entre el desarrollo historico
de un concepto y su aprendizaje, pero se considera que identificar obstaculos en la

historia permite llevar a cabo un disefio instruccional de modelos e ingenierias
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didacticas de situaciones que tengan en cuenta todas las condiciones requeridas
para la construccion de los saberes. Esta corriente esta representada esencialmente
por Brousseau (1981, 1983). Segun este investigador, los obstaculos identificados
en la génesis historica de un concepto son obstaculos epistemolégicos y tiene su
origen en la propia constitucion del conocimiento. Se les puede encontrar en la
propia historia del concepto y su posterior andlisis a la luz de su evolucién
histérica. (Brousseau, 1983).

Es importante tener presente que tipo de historia puede ayudar a la formacion de
la pedagogia del saber analizar. Se requiere mas que enciclopedismo sobre el
acontecimiento, detras de un conocimiento. Se requiere saber quién, cuando, en
qué época y en qué contexto de la evolucion de las ideas matematicas lo hizo. Se
requiere mucho mas que una historia epistemoldgica del saber académico, se
necesita un recorrido de las ideas que permitan enlazar la génesis de un
determinado saber con el itinerario recorrido por el mismo hasta el saber actual y
realmente existente. Una formacion sobre el desarrollo de teorias, conceptos y
pruebas no revela necesariamente las razones de ser de las teorias y fundamentos
que interesan al profesional docente. La experiencia indica que estos tipos de
historia pueden acomodarse bien en el modelo transmisionista de ensefianza y
aprendizaje, pero se sitGan erroneamente en la direccion de una pedagogia del
saberanalizar (problemas significativos de la practica docente). La historia se
situard mejor de acuerdo con el ideal pedagdgico del saber analizar, si ademas de
explicar la epistemologia del conocimiento disciplinar, es decir, el estatuto de
verdad de los enunciados en un sistema teorico, explica sus razones de ser, es
decir, el como del acontecimiento de constitucion de un objeto en tanto actividad
humana de razonamiento tiene en determinados contextos historicos y culturales.
De acuerdo con la teoria de Brousseau (1983) se trata de comprender el
funcionamiento del método axiomatico para mejor orientar la ensefianza de la
perspectiva de la “transposicion didactica” (Chevallard, 1998). La ‘“historia
situada” nos explicaria que no todo es logica en el pensamiento formal (Kitcher,
1984; Arboleda, 2007) y que muy diferente es el formalismo matematico en tanto
se refiere a la solucion de problemas; valor de verdad de proposiciones;
consistencia y criterios de existencia basados en la prueba pero otra cosa muy
diferente es el modo del razonamiento formal y sus caracteristicas: sistematicidad;

automaticidad y extensibilidad. Un obstaculo califica de epistemoldgico si se
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puede rastrear en la historia de la Matematica y la comunidad de matematicos de
un determinado periodo que ha tenido que tomar conciencia del mismo y de la
necesidad de superarlo. En tal caso, el rechazo explicito del obstaculo forma parte
del saber matematico actual. En relacion a esto, Duroux (1982) propone una guia,
con algunas modificaciones introducidas por Brousseau (1989), de condiciones
necesarias para poder calificar de obstaculo a una concepcion. La guia plantea las

cuestiones siguientes:

a) Un obstaculo sera un conocimiento o una concepcion pero no
una dificultad ni una falta de conocimiento.; b) Este
conocimiento produce respuestas adaptadas a un cierto contexto,
frecuentemente reencontrado.; c) Este obstaculo engendra
respuestas falsas fuera de este contexto. Una respuesta correcta y
universal exige un punto de vista notablemente diferente.; d)
Ademas, este conocimiento resiste a las contradicciones con las
que se le confronta y al establecimiento de un conocimiento
mejor. No es suficiente poseer un conocimiento mejor para que
el precedente desaparezca (lo que distingue la superacion de
obstaculos de la acomodacion de Piaget). Es pues, indispensable
identificarlo e incorporar su rechazo en el nuevo saber.; €)
Después de tomar conciencia de su inexactitud, el obstaculo
continua manifestdndose de forma intempestiva y obstinada.
(Brousseau, 1989, p. 43)

Como ejemplo, se exponen a continuacion, los obstaculos epistemoldgicos en el

proceso de aprendizaje de los numeros negativos.

La primera referencia a obstaculos epistemoldgicos en los enteros negativos
aparece en un articulo publicado de Glaeser en 1981. En este articulo, el autor
manifiesta su intencidn de buscar los obstaculos que se oponen a la comprension y
consecuentemente, al aprendizaje de los enteros negativos. A tales efectos y
haciéndose eco de un lento proceso histérico de construccion del concepto de
nimero negativo, bucea en las huellas de tales obstaculos en el pasado,
analizando, mediante una técnica de comentario de textos, lo que los matematicos

de diferentes épocas manifestaron sobre esos numeros. Si bien, Glaeser comienza

89


http://cbs.wondershare.com/go.php?pid=5482&m=db

su articulo refiriéndose a la nocion de obstaculo en el contexto de un marco
tedrico encuadrado en Brousseau y Bachelard, hace una consideracion sobre lo
prematuro de precisar demasiado el término ‘obstaculo’ y manifiesta que lo utiliza
en un sentido més flexible, equiparandolo a términos tales como: ‘dificultad’,
‘umbral’, ‘sintoma’, etc. De esta forma, el autor considera que en la evolucién
histérica de la nocion de nimero negativo desde sus albores hasta el concepto

actual, se pueden constatar los siguientes obstaculos:

a) Falta de capacidad para manipular cantidades negativas aisladas. Esto es
observable en la obra de Diofanto, de la necesidad de efectuar célculos
algebraicos con diferencias y, en particular, la necesidad de multiplicar dos
diferencias, lo que le lleva a enunciar la regla de los signos y, sin embargo, no
acepta la existencia de numeros negativos aislados.

b) Dificultad para dar sentido a cantidades negativas aisladas. En la obra de
algunos matematicos tales como Stevin, D’Alembert, Carnot y, posiblemente,
Descartes, se constata que conciben la existencia de soluciones negativas de las
ecuaciones ya que las obtienen, por lo que las ‘ven’ y no las ignoran, pero sus
‘prejuicios’ quizas no pueden aceptarlas como cantidades reales y las justifican
manifestando que son cantidades ficticias que expresan un defecto en el enunciado
del problema.

¢) Dificultad para unificar la recta real. En el intento de sobrepasar el obstaculo
anterior e interpretando las cantidades negativas como cantidades reales, se
observa que algunos matematicos tales como McLaurin, D’Alembert, Carnot y
Cauchy concebian los negativos y los positivos en términos antindmicos: ‘lo
negativo’, segun ellos, neutralizaba, en oposicion a ‘lo positivo’. Es decir, la
cantidad negativa era tan real como la positiva, pero estaba tomada en un sentido
opuesto. Esta heterogeneidad que se establecia entre negativos y positivos no
facilitaba su unificacion en una unica recta numérica y, en cambio, favorecia el
modelo de dos semirrectas opuestas funcionando de forma independiente.

d) La ambiguiedad de los dos ceros. Glaeser se refiere con esto a las dificultades
que hubo entre matematicos como Stevin, McLaurin, D’Alembert, Carnot,
Cauchy vy, quizas, Euler y Laplace para pasar de un cero absoluto, un cero que
significaba la ausencia de cantidad de magnitud, a un cero considerado como

origen pero elegido de forma arbitraria. Uno de los razonamientos méas extendidos
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entre los matematicos que se oponian a la consideracion de las cantidades
negativas como cantidades reales y no como meros artificios del célculo, era que
no se podria admitir la existencia de cantidades que fueran ‘menos que nada’.

e) El estancamiento en el estadio de las operaciones concretas. La superacion de
los obstaculos anteriores permite aceptar los nimeros negativos como cantidades
reales y justificar su estructura aditiva, pero no asi la estructura multiplicativa. El
problema de justificar la regla de los signos lo resolvi0 definitivamente Hankel en
1867, cuando propuso prolongar la multiplicacion desde los reales positivos a los
reales respetando un principio de permanencia que permite conservar a
determinadas propiedades que se ‘heredan’ de la estructura algebraica de los
reales positivos. Esto, a juicio de Glaeser, supone un cambio total de perspectiva

en la resolucion del problema.

Hay que tener en cuenta, como muy bien sefiala Glaeser (1981) que en el
establecimiento de las escalas de temperatura Celsius o Reaumur, “uno de los
hechos que pudo contribuir a la aceptacion de un cero origen y de cantidades por
debajo de cero, fue bastante tardio.” (p.239). Ocurre que Reaumur realiz6 sus
primeros termometros en 1730 y Celsius en 1742, pero tardaron casi un siglo en
popularizarse.Glaeser (1981) opina que “ya no se trata de descubrir en la
Naturaleza ejemplos préacticos que ‘expliquen’ los nimeros enteros de un modo
metaférico. Estos nUmeros ya no son descubiertos, sino inventados, imaginados.”
(p. 337)

f) Deseo de un modelo unificador. La comunidad matemética busca un buen
modelo concreto que justifique tanto la estructura aditiva como la multiplicativa
de los numeros enteros y que pueda ser comprendido con relativa facilidad por las
personas que estan en vias de aprenderlos. Su existencia hubiera evitado la
necesidad de superar el obstaculo anterior, pero hasta hoy no ha sido encontrado y
los que se utilizan habitualmente en la ensafianza, como, por ejemplo, el modelo
de ganancias y pérdidas, sélo explican satisfactoriamente la estructura aditiva,
pero a costa de convertirse en un obstaculo para la comprension de la estructura

multiplicativa.

Glaeser concluye en su articulo, que seria necesario realizar experiencias con los

estudiantes para comprobar si alguno de los obstaculos puestos en evidencia en el
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estudio historico se reproduce en los procesos de ensefianza actuales. Afiade
también que su investigacion pone de manifiesto que los modelos concretos,
habitualmente utilizados en la ensefianza de los numeros enteros, son un obstaculo

para la comprension de su estructura multiplicativa.

111.10. Referencias acerca del proceso de ensefianza y aprendizaje del Calculo

Si bien esta investigacion no trata especificamente sobre lo que reza el titulo de
este parrafo, sin embargo, no puede soslayarse el esbozo de un ligero abordaje de
la cuestion. En virtud de lo que se plantea en este marco teorico, luego en el
metodoldgico y posteriormente en el analisis de datos, se va a requerir de un
soporte tedrico sobre esta especifica cuestion a la hora de analizar los datos
obtenidos, especificamente en ciertas pruebas que se proponen sobre Célculo. A
continuacién, se exponen las opiniones de ciertos investigadores acerca del
proceso de ensefianza y aprendizaje del Calculo en el nivel universitario. Para
comenzar, Alonso (2014) considera que todo ingeniero, durante el desarrollo de su
carrera, debe estudiar Matematica porque es la forma mas adecuada de abordar el
pensamiento analitico, el sentido de lo exacto, la integridad numérica y el apego al
control y la medida. Méas aun, enfatiza que aquellos que se involucren en
especializaciones mas avanzadas, seran los que mas necesiten de la Matematica o
lo que esta brinda implicitamente, como herramienta. Por su lado, Sanchez,
Gonzélez & Martinez-Lopez (2017) aseguran que el Calculo es una de las areas
especificas de Matematica que mayores inconvenientes presentan los estudiantes,
fundamentalmente en la formacion conceptual, pero teniendo en cuenta que hay
gran énfasis de la comprensién a nivel instrumental pero se evidencian
insuficiencias a nivel didactico. Mientras que, Cantoral y Mirdn (2000) sefialan un
vacio en el aprendizaje del Calculo ya que lo que consideran que se logra en las
aulas es que los estudiantes mecanicamente deriven, integren, calculen limites
elementales pero no estan munidos de las herramientas conceptuales que les
permitan desarrollar un perspectiva amplia propia de un aprendizaje comprensivo
que les posibilite detectar cuando un problema real de la profesion escogida
requiere el uso del Caélculo. En relacion a las opiniones precedentes, debe

subrayarse y destacarse que el estudiante, especificamente de ingenieria, en el
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abordaje del Célculo se limita, acorde a la opinion de estos investigadores y a la
experiencia aulica cotidiana, a una mecanizacion algoritmica del mismo, como un
producto acabado que reciben del conductor del aprendizaje pero que no
trasciende en disquisiciones mas profundas. La profundizacion conceptual, cada
vez mas alejada, no permite que el estudiante comprenda claramente los
significados geométricos, alejandolos de conceptos troncales y angulares del
Calculo como el de diferencial y asociado al mismo, la diferenciabilidad de una
funcion. En relacion a esto y de forma muy atinada, Artigué, M., Douady, R.,
Moreno, L., & Gomez, P. (1995) afirman que:

los estudiantes consideran todo lo concerniente a los
procedimientos diferenciales e integrales como “aproximativo”
y “comodo”, es decir, como un sector donde es mejor
funcionar con base en mecanizaciones sin tratar de
comprender. Los estudiantes se adaptan a su utilizacion y
aprenden a reconocer las ocasiones cuando toca utilizarlos al

mirar los términos presentes en los enunciados. (p.124)

I11.11. Resultados sobre una investigacion sobre Argumentaciones utilizadas
por estudiantes universitarios

Crespo Crespo & Farfan (2006) como resultado de la fase experimental realizado
para una de sus investigaciones pudieron formular una serie de conclusiones que
ponen de relieve que la formacion profesional influye en el tipo de argumentacion
utilizado permitiendo su comprension desde una construccion meramente
sociocultural. Esas conclusiones se exponen a continuacion:

El total de los estudiantes del ultimo afio del profesorado de matematica
reconocen las argumentaciones por reduccién al absurdo en un contexto
estrictamente matematico. Estos estudiantes pueden explicarlas adecuadamente y
detallar sus caracteristicas y dificultades. Un porcentaje menor al 50% de los
estudiantes entrevistados argumentan por reduccion al absurdo en contextos
extramatematicos. Pocos estudiantes con formacion en informéatica pueden ser
capaces de realizar argumentaciones indirectas para resolver situaciones
problematicas y llevar a cabo demostraciones. De hecho, este tipo de estudiantes

tienen preferencia a la utilizacion de argumentaciones directas. La forma de
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razonar frente a un condicional, de este tipo de estudiantes, realizan la evaluacion
del antecedente antes del consecuente. En estudiantes de escuela media, se
observd que ninguno de los entrevistados pudo argumentar adecuadamente
utilizando el contrarreciproco. Para la mayor parte de este tipo de estudiantes, la
Unica forma de probar la validez de una implicacion es verificar todos los casos, lo
que evidencia que aun no han incorporado la idea de una prueba genérica que
involucra un grado absoluto de abstraccién que no requiere de un razonamiento

gue necesite de detenerse y razonar en caso por caso.

I11. 12. Las definiciones y su integracion en la justificacion

Azcarate Giménez y Camacho Machin (2003) consideran que en la matematica
elemental, los objetos se describen y en la avanzada, los objetos se definen. Esta
distincion evidencia la diferencia entre ambas. En ambos casos, es utilizado el
lenguaje natural que permite relacionar la actividad matematica con el contexto,
ya sea matematico como del mundo externo, y también para describir o enunciar
las propiedades de los objetos. Sin embargo, en el contexto de la -matematica
elemental, la construccion de las descripciones se realizan sobre la experiencia
mientras que en el contexto de la matematica avanzada que se circunscribe al
conocimiento formal, la construccion se edifica sobre las definiciones que hacen a
las propiedades de los objetos. Debe destacarse que la adquisicién de un concepto
matematico se puede estructurar sobre la construccion de su esquema conceptual.
El saber de memoria la definicion de un concepto no es garantia para la
comprension de su significado; en realidad, comprender quiere decir tener un
esquema conceptual de forma que se asocien ciertos significados a la palabra que
designa el concepto, tales como imagenes mentales; procedimientos; propiedades;
experiencias y cuestiones meramente sensoriales.

Sin embargo, la presentacion y organizacion de la mayor parte de los libros de
texto y también buena parte de las clases de matematica parecen sostenerse en la
presuncion de que los conceptos finalmente son adquiridos a través de su
definicion y que esta definicion va a ser utilizada por los estudiantes a través de la
realizacion de ejercicios especificos o resolucion de problemas.

Azcarate Giménez y Camacho Machin (2003) citan a Vinner (1991) que se
expresa claramente frente a la cuestion precedentemente planteada y que es

artifice de un conflicto y se manifiesta diciendo textualmente: “Las definiciones
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crean un problema muy serio en el aprendizaje de las matematicas. Representa,
quizas mas que cualquier otra cosa, el conflicto entre la estructura de las
matematicas, tal como la conciben los matematicos profesionales, y los procesos
cognitivos de la adquisicion de conceptos”.

Siguiendo la linea de investigacion desarrollada por Azcarate Giménez y
Camacho Machin (2003), estos investigadores consideran que desde un punto de
vista estrictamente cognitivo, parece que los autores de libros de texto y muchos
profesores dan por supuesto que se produce el aprendizaje a partir de las
definiciones y que en la resolucion de problemas y realizacion de tareas son estas
las que se activan en la mente del estudiante y controlan el proceso. Sin embargo,
lo que ocurre en la practica, segun las investigaciones que se ocupan de esta
cuestion, es que el esquema conceptual se construye a partir de la experiencia del
estudiante, es decir a partir de situaciones muy variadas. Los estudiantes tienden a
realizar sus tareas de forma esponténea, de acuerdo con los habitos adquiridos en
la vida cotidiana, es decir que elaboran sus respuestas a partir de los elementos de
sus esquemas conceptuales evocados por el contexto de la situacién, y no
especificamente desde un esquema de autoridad, evocando uno de los patrones de
razonamiento postulados en este mismo capitulo por Rigo, Rojano y Pluvinage
(2011).

Calvo Pesce (2001) considera que si los estudiantes son capaces de enfrentar
tareas matematicas utilizando parte del contenido de su esquema conceptual, sin
recurrir especificamente a la definicion, entonces surge la cuestion de si es
necesario preocuparse por presentar definiciones formales en el ambito aulico en
lugar de concentrar los esfuerzos en seleccionar contenidos que permitan
aproximar informalmente la construccion en los estudiantes. Una construccion de
esquemas conceptuales compatibles con la definicion formal que la comunidad
matematica maneja. Esta investigadora considera fundamental que el estudiante
deberia ser invitado a expresar caracterizaciones de objetos matematicos con los
que ya estd familiarizado o con otros nuevos, pudiendo ellos mismos crear sus
propias definiciones.

De hecho, es muy importante la comprension del estudiante de una estructura
conceptual desde su propio lenguaje, tal como manifiesta D" Andrea et al (2010,

2012) en el disefio de su ingenieria didactica, especificamente en el item 3.
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correspondiente a la secuencia de tareas descripta denominada: intepretacion

coloquial.
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CAPITULO IV
MARCO METODOLOGICO

"El Espiritu Divino descubrié una sublime salida en esa maravilla del andlisis, ese portento del
mundo ideal, esa ambivalencia entre ser y no ser que nosotros llamamos raiz imaginaria o unidad
negativa". Leibniz (1646 - 1716)


http://cbs.wondershare.com/go.php?pid=5482&m=db

Resumen
En este capitulo se desarrolla el marco metodoldgico o disefio de la investigacion que

consiste en el plan estructural que serd utilizado para dar respuestas a las preguntas de
investigacion que fueron planteadas en el capitulo Il correspondiente al problema de
investigacion. EI marco metodoldgico implica objetivamente partir de un marco de
referencia obtenido a partir del marco teorico y sefialar como se obtendran los datos,
mencionar cuantos y cuales registros u observaciones se realizaran y como se realizara la

informacion obtenida y el tipo de analisis estadistico que requiere el estudio planteado.
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IV.1. Disefio de la investigacion

En el disefio de la parte experimental de la investigacién participd la confluencia de la
naturaleza de la investigacion documental y de la investigacion de campo para llegar a
establecer una exploracién especificamente direccionada a detectar pautas de razonamiento
que el estudiante universitario manifiesta en especificas actividades de demostracion en el
area de Matematica, concretamente en Algebra y Calculo. La investigacion entonces se
encuadré bajo un disefio descriptivo, ya que lo que se buscé es describir y analizar
variables. Consecuentemente, el enfoque metodoldgico de la investigacion fue de tipo

interpretativo — simbolico o hermenéutico con un andlisis cualitativo de los datos.

La investigacion que permitié explorar los razonamientos utilizados por el estudiante
universitario de ingenieria en demostraciones matematicas fue un estudio longitudinal de

seis afos de duracion.

El trabajo de campo asociado a esta investigacion se realizo en la Facultad de Quimica e
Ingenieria del Rosario de la PUCA: Pontificia Universidad Catdlica Argentina del Campus
Rosario, provincia de Santa Fe, Argentina. Para su realizacién se consideraron cinco
cohortes consecutivas de ingresantes a las Carreras de grado del ciclo comun de las carreras
de grado: Ingenieria Industrial e Ingenieria Ambiental. Cada cohorte requirié de un trabajo
experimental adicional al afio siguiente para analizar un tipo de razonamiento que requeria
un contenido que se dicta en el segundo curso de Calculo ubicado en el segundo afio del

ciclo comun de las ingenierias.

Durante los seis afios de trabajo de campo se realizaron con cada grupo, idénticas
actividades, que son las que constituyen el trabajo experimental de este estudio. Cada afio se
conformaron dos grupos de estudiantes, cada uno constituido por 20: 10 varones y 10
mujeres. Los estudiantes fueron seleccionados a partir de una convocatoria voluntaria. Las
condiciones para la eleccion de los estudiantes que formaron los grupos fueron: tener 18
afios; haber realizado y acreditado la aprobacion del dltimo afio del ciclo medio, el afio
anterior al de ingreso a la Universidad y ademas tener acreditado el curso propedéutico de la
universidad y no poseer la carga adicional de un trabajo. Todos los afios, cada uno de los
dos grupos de estudiantes del desarrollo de esta investigacion tuvo caracteristicas diferentes
que se describen a continuaciéon y que se mantuvieron en la misma forma para las cinco

cohortes.
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Uno de los grupos de estudiantes, denominado grupo experimental, asistié a clases
conducidas por un docente con un paradigma de ensefianza aproximativo, es decir, centrado
en la construccion del saber por el estudiante, y bajo los céanones establecidos por la
ingenieria didactica disefiada por D" Andrea et al (2010, 2012). El otro grupo de estudiantes,
denominado: grupo de control, concurrid a clases conducidas por un docente con un
paradigma de ensefianza normativo, es decir, centrado en el contenido y en la transmision

pasiva de ese contenido a los estudiantes.

Los trabajos realizados y la encuesta respondida por los estudiantes seleccionados para cada
afio fueron analizados para la investigacion, en el contexto de un periodo de los cursos
anuales de correlacion horizontal en el curriculum del ciclo comdn de las ingenierias,
denominados: Matemaética |; Matematica Il y adicionalmente el curso denominado
Matematica Ill, de correlacion vertical con las otras dos asignaturas mencionadas, de la

facultad elegida.

Matematica | fue un curso anual del primer afio del curriculum comun a las carreras de
grado: Ingenieria Industrial e Ingenieria Ambiental. Se tratd de un curso de Calculo
diferencial e integral en una variable real. El curso constaba de cuatro etapas. La primera
etapa denominada: Precalculo estaba constituida por los siguientes contenidos: las
propiedades geométricas de los numeros reales; el axioma de continuidad y funciones reales
de una variable real. Esta primera etapa estaba precedida por una Unidad 0 denominada El
lenguaje de la Matematica y su método (esta unidad era Unicamente dictada para el Grupo
experimental).

La segunda etapa denominada: Proceso de paso al limite estaba constituida por los
siguientes contenidos: Limite finito de una funcién en un punto y sus propiedades, la
generalizacién a limites infinitos y la continuidad de funciones reales de una variable real y
sus propiedades. La tercera etapa: Calculo Diferencial y sus aplicaciones y la cuarta etapa:
Célculo Integral y sus aplicaciones.

Nota: EIl término Precalculo es un término propio y extraido de los libros contemporaneos
de Calculo escritos por matematicos estadounidenses tales como Edwards y Penney (1996);
Fraleigh (1984); Larson, Hostetler y Edwards (1989); Purcell-Varberg (1993) y Stewart
(1994), entre otros. El término alude a la etapa previa al Calculo y sus contenidos consistian
en cuestiones de Algebra elemental, Trigonometria y Funciones reales de variable real,

entre otros. Estos Ultimos contenidos mencionados constituian los necesarios y suficientes
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para el abordaje del Calculo diferencial e integral en una variable real. En general, en la
educacion de Estados Unidos de Ameérica, Precalculo alude a una forma avanzada de

Algebra.

Matematica Il fue un curso anual del primer afio del curriculum comun a las carreras de
grado: Ingenieria Industrial e Ingenieria Ambiental. Se traté de un curso de Algebra lineal y
Geometria Analitica. El curso constaba de cuatro etapas. La primera etapa correspondia a la
denominada Algebra Elemental y estaba constituida por los siguientes contenidos: Enteros
positivos: pares; impares; primos; divisibilidad y propiedades; Numeros Reales; NUumeros
complejos; Polinomios reales y complejos y Andlisis Combinatorio. Esta primera etapa
estaba precedida por una Unidad 0 denominada EI lenguaje de la Matematica y su método
(esta unidad era Unicamente dictada para el Grupo experimental). Esta etapa se dict6 de
forma comun para todos los afios y para esta asignatura y Matematica |, pero solamente para
el grupo experimental. La segunda etapa correspondia al Algebra Vectorial. La tercera etapa
correspondia a Geometria Analitica. La cuarta etapa correspondia a una Introduccion al
Algebra Lineal y constaba de los siguientes contenidos: Algebra matricial y su aplicacion a
la resolucion de Sistemas Lineales; Espacios vectoriales y Transformaciones lineales.

Matematica Il fue un curso anual del segundo afio del curriculum comun a las carreras de
grado: Ingenieria Industrial e Ingenieria Ambiental. Se traté de un curso de Calculo
diferencial e integral en varias variables. El curso constaba de cuatro etapas. La primera
etapa denominada: Introduccion y estaba constituida por los siguientes contenidos: una
revision ligera de geometria analitica y una introduccion al Limite y Continuidad de campos
escalares. La segunda etapa denominada: Calculo Diferencial estaba constituida por los
siguientes contenidos: Calculo Diferencial; El Teorema de Dini y Cauchy-Dini; Criterio del
Hessiano; Optimizacion de Lagrange y Nociones de Geometria Diferencial. La tercera etapa
correspondia a la Integracion Multiple y finalmente la cuarta etapa correspondia al

desarrollo del Calculo Vectorial.

Para la parte experimental de la investigacion, las etapas escogidas de la asignatura
Matematica | fueron las tres primeras. La primera etapa se desarrollaba durante la primera
mitad del primer cuatrimestre; la segunda etapa se desarrollaba durante la segunda mitad del
primer cuatrimestre y la tercera etapa se desarrollaba durante la primera mitad del segundo

cuatrimestre de la cursada de la asignatura.
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Las etapas escogidas para la parte experimental de la investigacion de la asignatura
Matematica Il fueron las dos primeras. La primera etapa se desarrollaba en la primera mitad
del primer cuatrimestre y la segunda etapa se desarrollaba durante la segunda mitad del
primer cuatrimestre de la cursada de la asignatura.

Finalmente, la etapa escogida de la asignatura Matematica 11l es una parte de la primera
etapa que se desarrollaba durante la primera mitad del primer cuatrimestre de la cursada de
la asignatura. El momento considerado para la investigacion, se trata del que corresponde al
abordaje del limite de campos escalares de dos variables y especificamente se centraba en el
estudio de su no existencia a través de los denominados limites radiales y el proceso
extensivo consistente en el estudio del comportamiento del campo escalar a través de curvas

diferentes que pasen por el punto en el que se quiere calcular el limite.

IVV.2. Técnicas e Instrumentos

Para la recoleccion de datos, los instrumentos que se aplicaron a la poblacion elegida,
consistieron en una serie de ejercicios sobre demostracion de proposiciones verdaderas que
involucraban la argumentacion y justificacion de cada paso de la cadena argumentativa.

En el grupo experimental se utilizd la tecnologia didactica generada por D" Andrea et al
(2010, 2012) denominada Guia Secuenciada como apoyo a cada consigna sobre la
demostracion propuesta al grupo de estudiantes. No obstante, esto no significd que el
estudiante pueda haber seguido un camino diferente al sugerido, ya que la Guia
secuenciada, fue una sugerencia y no una obligacién para trabajar en el desarrollo de la
consigna propuesta de determinada manera. En el grupo de control se pidi6 el desarrollo de
la consigna sin apoyo alguno, de forma que el estudiante siguiera el camino que considerara
mas conveniente.

Es importante destacar que, a los integrantes de ambos grupos, cada vez que se los citaba a
los diferentes trabajos de campo, se les indicaba que debian concurrir con sus propios
apuntes de clase correspondientes a las asignaturas de Matematica que se encontraban
cursando. Esta estrategia fue trascendental y su objetivo fue evitar que los estudiantes se
distrajeran con busquedas innecesarias ya que lo que se buscaba es que el estudiante
concentrara toda su energia mental en la realizacion de las diferentes pruebas que proponian
las consignas de cada uno de los ejercicios del trabajo experimental de esta investigacion.

El disefio de los ejercicios que operaron como instrumentos tuvo como objeto analizar las

diferentes pautas de razonamiento, de ahi que se acomodaron en seis grupos distintos a
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saber: Ejercicios de razonamiento deductivo por argumentacién directa cuyas siglas se
detallan a continuacion: RDAD; Ejercicios de razonamiento deductivo por
argumentacion indirecta cuyas siglas se detallan a continuacion: RDAI; Ejercicios de
razonamiento plausible o conjetural cuyas siglas se detallan a continuacién: RPoC;
Ejercicios de razonamiento por reduccion al absurdo cuyas siglas se detallan a
continuacion: RRA; RI: Ejercicios de razonamiento inductivo cuyas siglas se detallan
a continuacion: RI; Ejercicios de razonamiento visual cuyas siglas se detallan a

continuacién: RV.

Las herramientas utilizadas para el andlisis de datos fueron: la estadistica descriptiva y el
test de hipotesis o chi — cuadrado, este ultimo a los efectos de comparar los dos grupos
elegidos como poblacion en cada cohorte. Es importante tener presente la siguiente cita
textual de Gil Flores (2003) en referencia a la importancia de la insercion de resultados

estadisticos como corolario de un trabajo de investigacion.

La presentacion de las conclusiones, asi como de todo el proceso de
investigacion, debe contar con la inclusion de resultados estadisticos.
Aunque no se trata de una aplicacion de técnicas estadisticas en el
momento de redactar el informe, si que la Estadistica esta de algun
modo presente a la hora de mostrar los resultados. Las conclusiones de
un estudio se verdn convenientemente ilustradas mediante la
presentacion de tablas, cuadros, etc. recogiendo medias, porcentajes,
coordenadas, correlaciones, o cualquier otro tipo de estadisticos.

Otro tanto podemos decir acerca de los resultados estadisticos
expresados graficamente. La utilizacion de determinadas técnicas
estadisticas y la intencion posterior de comunicar los resultados
obtenidos requieren incluir representaciones estrechamente vinculadas a

aquellas en los informes de investigacion. (Gil Flores, 2003, p.237)

IV. 3. Los instrumentos para el trabajo de campo

Los instrumentos que se utilizaron para la recogida de datos fueron ejercicios de
demostracion de proposiciones, pero también hubo una encuesta de tipo abierta, consistente

en una sola pregunta. Las caracteristicas generales de los ejercicios de demostracion de
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proposiciones se describen en el parrafo 1V.4., mientras que el cuestionario en el parrafo
IV.3.2. Cabe destacar que, los ejercicios realizados por los estudiantes voluntarios se
realizaron con un cédigo que el estudiante se autoasigné desde el primer ejercicio y que
mantuvo hasta el final, e inclusive en la encuesta, y en cada cohorte. Asimismo, se le pedia
que, junto al codigo, que solo este conocia, colocara M o F, segun fuera varon o mujer. Otra
cuestion importante que se les pidié al grupo de estudiantes es que mantuvieran los moviles
apagados, mientras se encontraban en el aula realizando el o los ejercicios asignados. Al
finalizar el Gltimo ejercicio correspondiente a cada cohorte, se le generd a cada estudiante
un porfolio con el codigo que este se autoasignd.

Observacion: De la misma forma que en los tres primeros capitulos y en lo desarrollado
hasta el presente, a los sujetos de observacion y estudio que realizaron los diferentes
trabajos de campo a lo largo de esta investigacion se les siguié denominando simplemente

estudiante o estudiantes, indistintamente.

IV.3.1. Los ejercicios de razonamiento

A continuacion, se describen los lineamientos tenidos en cuenta para la construccion de los
ejercicios, que en el parrafo siguiente se muestran agrupados por-el tipo de razonamiento
que se pretende analizar, a los efectos de determinar las categorias emergentes que
consecuentemente se van a perfilar como las pautas de razonamiento utilizadas por
estudiantes universitarios de ingenieria en procesos de prueba en Matematica.

Es muy importante sefialar algunas cuestiones acerca del desarrollo de los ejercicios y el
contexto en que fueron realizados.

Los ejercicios fueron aplicados a los estudiantes seleccionados cada afio en el orden
siguiente que se detalla a continuacion:

Ejercicios: 1IRDAD; 1RDAI; 1RPoC; 1RRA; 1RI; 2RI; 2RPoC; 1RV; 2RV; 2RDAI;
2RDAD; 3RI; 4RI1; 3RDAD; 3RPoC; 3RDAI; 4RPoC; 2RRA; 4RDAD; 3RV, 4RV;
3RRA; 4RRA.

El orden tuvo que ver con diferentes momentos de las cursadas de las asignaturas elegidas
para este proceso. Pero ese orden tuvo que ver también con el desarrollo de la adquisicion
de los conocimientos de los estudiantes, ya que de otra manera hubiera sido imposible la
realizacion de los mismos. Asimismo, el estudiante en ese orden y en los diferentes
contextos fue conociendo diferentes técnicas y vio distintas demostraciones, mientras un

grupo lo hizo bajo un canon formal tefiido de un viso epistemologico; el otro grupo, lo hizo
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de manera informal, y sin una explicacion que mostrara las causalidades de las acciones
realizadas. Cada cohorte de estudiantes realizo 23 ejercicios en total. Se buscaron ejercicios
sobre demostraciones simples, abundando en contenidos de Algebra elemental, Algebra mas
avanzada (pero no tan profunda) y algunos de Calculo. Esta decision no fue caprichosa. En
todo momento se busco obtener pautas de razonamiento de los estudiantes y obtener esta
informacion en contenidos mas complejos, corria el riesgo de empanar el objetivo principal
con dificultades en la comprension de los contenidos debido a su densidad, de ahi que la
escogencia fue muy cuidadosa y con un analisis profundo acerca de las ventajas y
desventajas de cada eleccion. El parrafo 111.10 del marco tedrico describe brevemente las
dificultades que presentan los estudiantes de Ingenieria al abordar el Céalculo, esto sostiene
conceptualmente ciertas elecciones en los ejercicios, especialmente en lo referente a esta
disciplina de la Matemética.

En el parrafo siguiente donde se presentan los ejercicios, se describe brevemente el porqué
de la elecciéon de cada uno con un ligero andlisis. Es importante tener nuevamente bien
presente que el foco de estudio se hace sobre estudiantes universitarios de ingenieria, donde
Matematica se constituye en una herramienta para desarrollar una heuristica sostenida en un
marco referencial y también, capacidad de razonamiento I6gico. Este foco de estudio seria
muy diferente si se tratase de estudiantes universitarios de grado de Fisica 0 Matematica
pura o aplicada.

Una caracteristica comdn a todos los ejercicios es que en cada uno se pidié siempre
identificar la hipotesis y la tesis (con excepcion de los ejercicios referentes al razonamiento
inductivo, donde la formulacion de la hip6tesis y la tesis forman parte de la aplicacion del
principio de induccion matematica). Este pedido obedeci6 a que se busco conocer como el
estudiante se orientaba frente a la proposicion a demostrar y su punto de partida y su punto
de llegada. Cabe destacar también, que originalmente se pensé en pedir la verificacion de
cada proposicion en cada ejercicio, de acuerdo a la ingenieria didactica establecida por
D’Andrea et al (2010, 2012), y en un analisis mas profundo se pensd en requerirlo
Unicamente para el grupo experimental. Pero, siguiendo ese analisis, se llegd a la
conclusién de no hacerlo porque de lo contrario se podria haber anulado la observacion de
ciertas acciones de los estudiantes que se pudieron observar en sus escritos con el solo
pedido de la prueba con su correspondiente identificacion de hipotesis y tesis.

El detalle de las consignas se realiza en el subparrafo V. 4.

1VV.3.2. Encuesta abierta
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Cada afio a los 20 estudiantes voluntarios participantes del trabajo de campo de la
investigacion, se les genero un porfolio con los 23 ejercicios realizados y se los reuni¢ al
tiempo de finalizar el Gltimo de los trabajos, y se les entreg6 tal porfolio Unicamente para
que lo utilizaran en ese momento. Luego de finalizado el motivo de la reunion, debian
reintegrarlo a la persona a cargo en ese momento. EI motivo de la reunion era que
respondieran una encuesta abierta con una sola pregunta. EI motivo de que tuvieran consigo
el porfolio, era generarles un recordatorio de los trabajos realizados y consecuentemente, los
pensamientos vivenciales durante la realizacion de tales trabajos a los efectos de que puedan
responder lo mas adecuadamente la pregunta que se les plante6 como cierre del trabajo de
campo a esa cohorte de estudiantes. La consigna de la Encuesta abierta fue la siguiente:
Piensa y reflexiona largamente antes de responder.

En la medida de lo posible y de la forma en que mejor puedas expresarlo con tus
palabras, comenta acerca de todos los ejercicios realizados que forman parte de tu
porfolio, cuales han sido mas dificultosos y cuales menos dificultosos, argumentando la

o las razones de las dificultades/facilidades.

IV.4. Las consignas de los ejercicios de razonamiento

IV.4.1. Ejercicios de Razonamiento deductivo de argumentacion directa RDAD

Ejercicio 1 RDAD
Considerar la siguiente proposicion verdadera:

VXeZ:VyeZ . Xespar Ay espar= Xy es par

Se pide:
i. Identificar hipotesis y tesis.
ii. Demostrar la validez de la proposicion, justificando cada paso de la prueba.

La eleccidn de este ejercicio residio en que el recorrido de la argumentacion de esta prueba es
‘lineal’, no posee ‘bifurcaciones’. La estructura de esta prueba realiza un ‘recorrido’ que
arranca desde la hipotesis hasta llegar a la tesis, ‘sin dificultades ni bifurcaciones’ en el
camino. Asimismo, no requiere demasiadas definiciones y estructuras conceptuales para su
construccion y argumentacion. Basta con que el estudiante tenga en cuenta la definicion de
namero par y que tenga en cuenta el objetivo de la tesis a probar para que ‘arme’ el producto

y se concientice en que lo que quiere probar es que ese producto sea par.
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Guia Secuenciada para el grupo experimental: ‘Partir’ desde el antecedente, considerando
la definicion de nimero par, generando el producto de dos numeros pares y teniendo en
cuenta de utilizar distintas variables, para poder llegar a establecer la meta que traza la

proposicion.

La demostracion de la proposicién que plantea el item ii. del ejercicio se encuentra en el

Capitulo 111, 111.3.2. Ejemplo 6, pagina 52.

Ejercicio 2 RDAD
Considerar la siguiente proposicion verdadera: Seanz=p,y z'=p, # 0= i, = (—J
z
[
Se trata del cociente de complejos en forma polar. Se pide:

i. Identificar hipotesis y tesis.
ii. Demostrar la validez de la proposicidn, justificando cada paso de la prueba.

La eleccién de este ejercicio residid en que esta actividad apela a que el estudiante pueda
razonar siguiendo un hilo conductor Unico, similar al ejercicio 1, ya que la argumentacién es
muy lineal, es decir, no tiene ‘bifurcacion” alguna en su recorrido argumentativo. Asimismo, a
diferencia del ejercicio 1, aqui no se ‘arranca’ de la hipotesis, literalmente, para llegar a la
tesis. Aqui se debe ‘partir’ de un miembro de la igualdad que plantea la tesis para desarrollarla
y llegar al ‘otro lado’ de la igualdad. La argumentacion no requiere demasiadas definiciones y
estructuras conceptuales para su construccion, pero necesita un trabajo adicional que supera

ligeramente al ejercicio 1, que es de un corte mas elemental.

Guia Secuenciada para el grupo experimental: ‘Partir’ del primer miembro de la igualdad
de la tesis, tal y como esta planteada en la escritura simbdlica. Darle un nombre a este
cociente, que va a dar como resultado un complejo. Pero a este complejo, expresarlo en forma
polar también, dandole nombres al modulo y argumento del resultado de este cociente.
Despejar el numerador del cociente y observar que en el seqgundo miembro queda planteado
un producto de complejos. Operar ese producto en forma polar y luego tener presente la

igualdad de complejos en ese formato para k nulo, y se podra arribar a la tesis.

La demostracion que se plantea en ii. se encuentra en el Capitulo IlI, 111.7.3. Ejemplo 1.,

pagina 83.
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Ejercicio 3 RDAD
Considerar la siguiente proposicion verdadera:

f es continua en el punto X = X, ¥ g es continua en el punto X = X, entonces f .g es

continuaen X = X;. (Algebra de las funciones continuas — producto —)

Se pide:
I. Identificar hipotesis y tesis.
ii. Demostrar la validez de la proposicidn, justificando cada paso de la
prueba.

La eleccion de este ejercicio radico en que la estructura argumentativa de la prueba requiere
inexorablemente, en cierto momento del desarrollo argumentativo, de la utilizacion de la
hipotesis. Se requiere el planteo de la definicién implicita en la tesis, la definicion de
continuidad, para poder llegar a establecer la veracidad de esta. El proceso es similar al del
ejercicio 2, ya que se debe ‘arrancar’ del planteo de una parte de la tesis, en este caso
particular, del limite del producto para verificar la definicion de continuidad para el producto
de funciones, precisamente. Se requieren mas definiciones y estructuras conceptuales para
sostener la argumentacion de forma similar al ejercicio 2, es decir, un poco mas que el

ejercicio 1 que es de un corte bastante mas elemental.

Guia Secuenciada para el grupo experimental: Se debe probar que el producto de funciones
es continuo en el punto. Para el logro de este objetivo, se debe plantear el limite del producto
en el punto y aplicar la definicion del producto de funciones; el algebra de los limites; la
hipdtesis y nuevamente la definicion de producto de funciones. De esta forma se podra arribar

a la meta propuesta por la tesis.

La demostracién que se plantea en ii. es la siguiente:
f escontinuaen X =X, y Jescontinuaen X = X, —> hipétESiS
f ® g escontinuaen X = X, — tesis

Para probar que f @ g escontinuaen X = X, deberemos probar que:

QLrpo(f *g)(x)=(feg)(x).

erpo(f -g)(x);jgrpo f(x)+g(x) 7 lim f(x)-jgngog(x)@f(xo)-g(xo)(f)(f *g)(x)

(1) definicién de producto de funciones; (2) algebra limites: producto; (3) hipétesis
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Ejercicio 4 RDAD
La siguiente proposicion verdadera se trata de una de las tres propiedades que hace al

criterio de la derivada primera para la determinacion de la monotonia de una funcion.
Sea f: [a, b] — Runa funcién continua en el intervalo de definicion cerrado y
derivable en el intervalo de definicion, abierto, entonces:

Vxe(a,b): f'(x) <0= f esestrictamente decreciente en(a,b). Se pide:

i. Identificar hipotesis y tesis.; ii. Demostrar la validez de la proposicion, justificando

cada paso de la prueba.

Guia Secuenciada para el grupo experimental: Considerar la funcion de la hipétesis,
y un subintervalo de la misma, que puede llamarselo, por ejemplo: [x,y] < [a, b].
Luego, aplicar a la funcion f el teorema del valor medio del Célculo Diferencial en el
subintervalo considerado, previa verificacion del cumplimiento de las hipdtesis del
teorema citado. Posteriormente analizar el signo de la expresion obtenida y teniendo en
cuenta la hipotesis sobre el signo de £'(x) y la definicion de funcién estrictamente

creciente, se podra arribar a la tesis.

La eleccion de este ejercicio radico en que, si bien se parte de la hipétesis, no se lo hace
de forma tan directa como en los tres anteriores y se requiere unicamente la aplicacién
del Teorema de Lagrange o del valor medio del Céalculo Diferencial para luego de
aplicar las hipotesis, y tener presente de forma clara lo que se quiere alcanzar como
tesis, arribar a esta. Es decir, sigue la linea del método directo, requiere un ‘giro’

ligeramente diferente y no necesita de demasiadas justificaciones y recursos.

La demostracion que se plantea en ii. se encuentra en Capitulo 11, 111.7.3., Ejemplo 2,

pagina 83.

IV.4.2. Ejercicios de Razonamiento deductivo de argumentacién indirecta RDAI
Ejercicio 1 RDAI

Considerar la siguiente proposicion verdadera: Va € 7. . a’ es par = a es par

Se pide:

I. Identificar hipotesis y tesis.
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ii. Demostrar la validez de la proposicién, justificando cada
paso de la prueba. Utilizar argumentacion indirecta.

Nota importante: El enunciado tal y como se muestra es para el grupo experimental. Para
el caso del grupo de control, en el item ii. se le expresa en el enunciado: Utilizar el método
por ‘reduccién al absurdo simplificado’. Esto es debido a que, durante las clases, el grupo
de control, no ha sido formado de manera explicita en el conocimiento del lenguaje y la
epistemologia matematica, salvo que en ciertas pruebas desarrolladas en clase se le indic6
por ejemplo: ‘bueno, realizamos esta demostracion por el absurdo...”. Y brevemente se le
explicd la estructura del método sin conocimiento de su génesis, procediéndose a la
realizacion de la prueba, sin otra explicacion adicional. En otras ocasiones, se le manifestd
en alguna que otra demostracion, de manera similar que para el absurdo: ‘Utilizaremos para

esta prueba el absurdo simplificado...’.

Esta nota se extiende para todos los ejercicios de este grupo.

La eleccion de este ejercicio radico en que se trata de una propiedad simple del &lgebra
elemental que requiere en su argumentacion el uso de otra propiedad también elemental. La
idea es observar como el estudiante utiliza este método de prueba utilizando ejercicios
donde no se requiera para la argumentacion, demasiado sostén tedrico que emparfie el

objetivo de la investigacion.

Guia Secuenciada para el grupo experimental: Negar el consecuente, teniendo en cuenta
que se puede trabajar luego, con la estructura de ese concepto despojado de su negacion.
Tener en cuenta la propiedad de que goza todo numero entero par que es elevado al cuadrado
y luego considerar en la cadena argumentativa a la Gltima proposicion negada por completo,

lo que permitira arribar al antecedente negado o falso, es decir, como se quiera pensarlo.

La demostracién que se plantea en ii. es la siguiente:
9(a es impar) = F = 9(~ (a es par)) = F = 9(~ (a’ es par )) = F =
= 9(a’ no es par) =F

Observacion: La presentacion precedente es muy formal, y puede variar segin el
conocimiento que tenga el estudiante de este tipo de argumentacion e inclusive tal variacion

puede ser simplemente porque se trata de un individuo con poca experiencia en el tema 'y su
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forma de escribirla es un tanto rudimentaria y carente del rigor que le es propio a un
matematico profesional. Esto podria ocurrir mayoritariamente en el grupo de control, pero
no es garantia la formacion en el conocimiento del lenguaje y la epistemologia matematica,

para el grupo experimental que pueda escribirlo de esta forma o aproximadamente.

Ejercicio 2 RDAI

Considerar la siguiente proposicién verdadera: La funcion lineal es inyectiva.
Se pide:
I. Identificar hipotesis y tesis.
ii. Demostrar la validez de la proposicién, justificando cada paso de la
prueba. Utilizar argumentacion indirecta.

Guia Secuenciada para el grupo experimental: Considerar la definicion formal de funcion
inyectiva. Negar el consecuente, y a partir de aqui, teniendo en cuenta, la propiedad
cancelativa para la adicion y la multiplicacién, esta ultima con la correspondiente restriccion
que se la permite la estructura del tipo de funciones consideradas para esta prueba, se podra

arribar con total facilidad a la negacion o falsedad de la hipotesis.

De forma similar al ejercicio 1, aqui la propiedad escogida para la prueba es simple y
tampoco requiere en su recorrido argumentativo, justificaciones que necesiten un profuso

sostén tedrico.

La demostracién de la proposicion que plantea el item ii. del ejercicio se encuentra en el

Capitulo 111, 111.3.6. Ejemplo 3, pagina 55.

Ejercicio 3 RDAI
Considerar la siguiente proposicion verdadera:

vf :[a,b] > R: f es diferenciable en x, € (a,b) < f es derivable en x, € (a,b)
Se pide:
. Identificar hipotesis y tesis.
ii. Demostrar la validez de la proposicion,
justificando cada paso de la prueba. Utilizar
argumentacion indirecta.

La eleccién de esta prueba se enfocd en dos cuestiones, por un lado, se trata de un
bicondicional y por otro, a la hora de probarse la verdad, en este caso particular, por
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argumentacion indirecta, el estudiante puede elegir dos caminos en virtud de la equivalencia.
Debe destacarse que la argumentacion necesita que se muestre la imposibilidad de la
aproximacion lineal a través de la no existencia de la derivada, y consecuentemente, la no
existencia de la diferencial en el segundo término de la suma algebraica que constituye la
definicion de funcion diferenciable en un punto. Es decir, faltaria un eslabon vital en la
cadena argumentativa, si se ‘salta’ el que corresponde a la no existencia de la derivada. Aqui,
aungue la proposicion, en apariencia pareciera de mayor complejidad, no requiere demasiadas
estructuras conceptuales para sostener la estructura argumentativa. Lo descripto corresponde
al caso en que el estudiante ‘arranque’ de la negacion de la derivabilidad. Es bastante
improbable que el estudiante comience el proceso por la negacion de la diferenciabilidad, por
una simple razon. Se trata de un concepto muy profundo y abstracto al que el estudiante trata
de ‘ignorar’ en la medida en que le sea posible. El fundamento de esta cuestion se describe en

el parrafo 111.10 del marco tedrico.

Guia Secuenciada para el grupo experimental: Negar el consecuente, y a partir de aqui
tener presente la significacion de tal negacion y su repercusion en la definicion de funcion
diferenciable y como esto permitira arribar a la negacion o falsedad de la hipdtesis.

La demostracién que se plantea en ii. es la siguiente:

vf :[a,b] > R: f no es derivable en x, e(a,b) < Xf'(x,) <

< /(%) Ax+ E(Xy, AX).Ax =—> f (X, +AX)— f (X,)/ lim E(X,,AX)=0<
—_— Ax—0

El Et
X

< f no es diferenciable en x, €(a,b)

IVV.3.3. Ejercicios de Razonamiento inductivo RI

El principio de induccion matematica y su método, si bien se introdujo en el marco
tedrico, se recapitula a continuacién, a través de un esquema que lo sintetiza y que se

detalla a continuacioén:

Generalizacion Validacion Planteo Planteo Validaciéon
de la formula > inicial* I::>hipu('3tesis:r‘> tesis Ly final*

* El proceso de validacion tiene dos etapas: una inicial y una final. La etapa inicial

consiste primero en determinar, cuél es el primer natural para el que tiene sentido la
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férmula (funcion proposicional en una variable natural y eventualmente otras variables
reales). Es decir, determinar el dominio de validez de esta expresion. Hecha esta
determinacidn, se debe realizar el proceso de validacion asociado a ese valor, es decir,
o el estudiante debe verificar que la funcion proposicional (férmula) evaluada en ese
valor, ‘funciona’ (Ejercicios Rl 1 y 2) o se debe realizar la prueba que valida a la
funcién proposicional evaluada en ese valor (Ejercicios RI 3 y 4). Ocurre, a veces,
como en los ejercicios Rl 1 y 2 que el simple ‘funcionamiento’ ya prueba que la
formula funciona para ‘ese primer valor’ y no requiere de una prueba formal como en
los ejercicios Rl 3y 4.

La etapa final consiste en el proceso de validacion correspondiente a la tesis de
induccion.

En el transcurso del proceso, y luego de la validacion inicial, se realiza un planteo de la
hipétesis inductiva o de induccidn, que se acepta como verdadera y luego se plantea la
tesis inductiva o de induccién, que permitira el cierre del proceso con la etapa de
validacion final.

En los ejercicios, no se exigié que el estudiante recordara esta secuencia de pasos, sino
que la consigna misma se ‘encargo’ de pedirlo requerido en la secuencia necesaria
requerida para el estudio posterior.

Observacion previa: Aqui se realizaron 4 ejercicios, pero divididos en dos tipos de
cortes diferentes, 2 en donde habia que inducir la ley, y la cuestién radicaba primero en
ver si el estudiante podia realizar esta accion, y luego validarla y otros 2 ejercicios en
los que se buscaba directamente que el estudiante aplicara el método de induccion

matematica asociado al denominado principio, para validar la proposicién considerada.

Ejercicio 1 RI

Considera la siguiente secuencia numérica:
1+3=4=2°
1+3+5=9=3

1+3+5+7=16=4°
1+3+5+7+9=25=5%

En base a esta secuencia, se pide:
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a. A partir de los casos particulares que se exhiben y utilizando tantos nuevos casos
como sean necesarios, escribir una expresion que generalice el comportamiento
observado. b. Probar la validez de la expresion hallada en a. utilizando el método de

induccidon matematica, justificando cada paso de la prueba.

Observacion: El estudiante debera encontrar la formula siguiente como ‘patrén’ de la

n
secuencia presentada: Z(Zi ~1) =n’
i=1
En el grupo experimental, los estudiantes habian sido advertidos de mostrar la formula

al conductor del trabajo, y en el caso de alcanzar la formula adecuada, se le proveia al
estudiante de la Guia secuenciada para la prueba. Este mismo procedimiento se repitio
en el ejercicio 2.

Guia secuenciada para el grupo experimental: Tener en cuenta que la suma puede
desglosarse en la sumatoria de los n primeros términos y separar el término n + 1.
Luego, tener en cuenta la hipotesis de induccion y el denominado tercer caso de

factoreo: ‘trinomio cuadrado perfecto’.

La escogencia de este ejercicio radico en que la generalizacion no entrafia una gran
complejidad como tampoco la prueba, 1o Unico que esta requiere es un elemento muy
esencial del algebra elemental como el denominado tercer caso de factoreo: ‘trinomio
cuadrado perfecto’.

La demostracion que se plantea en b. es la siguiente: El primer natural para el cual
tiene sentido la formula, en muchas bibliografias abunda n=1, pero esto no tiene
sentido, ya que se trata de una suma, por ende, tiene sentido para n=2. Probar esto
equivale a desarrollar la sumatoria para los dos primeros valores y ver que esa suma

coincide con la formula general evaluada para ese valor.

n n+1

Prueba: » (2i-1)=n’= Z(Zi ~D=(n +1)2

i=1

H.

T

n+1 n
2i—) =N (2i-1)+2(n+1)-1= N +2n+2-1=n’+2n+1= (n+1)
iz__l:( ) iZZl:( )+2(n+1) en+e—2 (n+1)

— .
T x H' Tn+l

n+l

H

Referencias: Hi: hipotesis de induccion; Ti: tesis de induccion; x Hi: por hipotesis de

induccién; Tn+1: término enésimo + 1 o término de orden n + 1
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Ejercicio 2 RI

Considera la siguiente secuencia numérica:
21 — 21+1 _ 2
2t 422 =2%1 -2
2'+224+2°=2""-2
2"+ 22+ 28 420 =2 -2

En base a esta secuencia, se pide:

a. A partir de los casos particulares que se exhiben y utilizando tantos nuevos casos
como sean necesarios, escribir una expresion que generalice el comportamiento
observado. b. Probar la validez de la expresion hallada en a. utilizando el método de

induccion matematica, justificando cada paso de la prueba.

El estudiante debera encontrar la férmula siguiente como ‘patréon’ de la secuencia

n
presentada: 22' =2" -2
i=1
Guia secuenciada para el grupo experimental: Tener en cuenta que la suma puede

desglosarse en la sumatoria de los n primeros términos y separar el término n + 1.
Luego, tener en cuenta la hip6tesis de induccién y el producto de potencias de igual
base.

El comentario en referencia a la escogencia de este ejercicio es similar al ejercicio 1.
salvo que en esta ocasion se considera la propiedad de la multiplicacién de potencias de
igual base. La demostracion que se plantea en b. es la siguiente:

En lo referente al primer natural para el cual tiene sentido la ley, el comentario es

idéntico al del ejercicio 1.

n+1

izi:2n+l_2 322i22n+2_2
i=1 i=1

H; T,

n+l n _
prueba: 2'=) 2 4 2mt= M oM =™ _2=2"2_2
; %-: Tn+1 Hi Tn+1
H;
Ejercicio 3 RI

Considera la siguiente férmula, correspondiente a la potencia de un complejo

expresado en forma polar: Ve C:VaeR:z=|z| =2"=|z|" /neN
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se pide: a. Probar la validez de la férmula para el primer natural para el cual tiene
sentido. b. Probar la validez de la expresion dada para todo n natural, utilizando el

método de induccién matemaética, justificando cada paso de la prueba.

Guia secuenciada para el grupo experimental: Tener en cuenta que la suma puede
desglosarse en la sumatoria de los n primeros términos y separar el término n + 1.
Luego, tener en cuenta el producto de potencias de igual base y la hipdtesis de

induccioén.

La escogencia de este ejercicio de forma similar a los dos anteriores, radica en que no
requiere la aplicacion de propiedades ni ‘giros’ complicados en la argumentacion de la
prueba. Y precisamente, lo que se busca, es tener una mirada clara del ejercicio
argumentativo o protoargumentativo que hace el estudiante.

La demostracion de la proposicion que plantea el item b. del ejercicio se encuentra en

el Capitulo 111, 111.3.8. Ejemplo 2, pagina 58.

Ejercicio 4 RI

Considera el limite de la potencia n— sima de una funcion:

X—>Xg X—>Xg X—>Xg

VneN:Iimf(x)zL:Iim[f(x)]n:[limf(x)} =L"/LeRA
f:S>RISCR

se pide: a. Probar la validez de la férmula para el primer natural para el cual tiene
sentido. b. Probar la validez de la expresién dada para todo n natural, utilizando el

método de induccion matematica, justificando cada paso de la prueba.

Guia secuenciada para el grupo experimental: Tener en cuenta que la suma puede
desglosarse en la sumatoria de los n primeros términos y separar el término n + 1.
Luego, tener en cuenta el producto de potencias de igual base; el algebra de los limites

para el producto y la hipotesis de induccion.

Similar comentario al de los tres ejercicios anteriores con respecto a la escogencia de
este ejercicio.

La demostracion de la proposicion que se plantea en b. es la siguiente:
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lim[ £ (x)]" =lim[ £ (x)]".[ f(x)]=lim[ £ (x)]".lim[ f (x)]=

+1 _ _
X—>Xo (T) X—>Xo (Z) X—>Xg X—>Xo
= lim f n. lim f = "eL=L""
(3) [XI—[Q) (X)} I:XI—[Q (X)} (4) ()
-

xH;

Referencias: (1) producto de potencias de igual base; (2) algebra de los limites; (3) hipotesis

de induccion; (4) hipétesis

IV.3.4. Ejercicios de Razonamiento por reduccion al absurdo RRA

Observacion previa: De forma similar al grupo de ejercicios descripto en el parrafo
anterior, aqui también se realizaron 4 ejercicios. 2 ejercicios en los que se buscaba que
el estudiante aplicara el método de prueba por reduccion al absurdo ‘en forma clasica’
para la consecucion de la validez de una tesis y 2 en los que se buscaba que el
estudiante aplicara el razonamiento implicito estrictamente en este método, pero para

extraer una conclusion, que no se hallaba en el contexto de una prueba formal.

Ejercicio 1 RRA
Probar, utilizando el método de reduccion al absurdo, que el elemento absorbente
de una operacion cualquiera a la que denominaremos * es Unico.

Justificar cada paso de la prueba.

Guia secuenciada para el grupo experimental: Como en todo teorema de unicidad,
suponer la existencia de dos elementos absorbentes. ‘Partir’ de uno de los dos
elementos absorbentes considerados, y estimar que ese elemento es el resultado de la
operacion de este, con el otro absorbente considerado. Luego tener en cuenta que, si se
operd con el primer absorbente del que se partid, se debe considerar el otro y operar
con este, en consecuencia, tomandolo ahora como absorbente. De este modo, se podra

arribar a la identidad de ambos elementos considerados y luego concluir.
La escogencia de este ejercicio, de forma similar a todos los ejercicios descriptos hasta
el momento, radica en que es un claro ejercicio de la prueba de unicidad por el absurdo

con minimos y simples contenidos requeridos para su argumentacion.

La demostracion de la proposicion que se plantea en este ejercicio es la siguiente:
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Supdngase que el elemento absorbente de una operacion *, no es Unico, y que, ademas
de k absorbente, existe otro elemento que Ilamaremos K’ también absorbente, tal que:
k' # k. Por lotanto; K' = k" *k =k * k" =K, se ha arribado a que k' =k,

La proposicion ultima, contradice lo supuesto.

Por lo tanto, el elemento absorbente de una operacion *, si existe, es Unico.

Ejercicio 2 RRA

Probar, utilizando el método de reduccién al absurdo, la validez de la siguiente
proposicidn, justificando cuando sea posible cada paso de la prueba:

Si un conjunto X = J de vectoreses finitoyV < X A X es L.I.=V es L.I.

Se pide, identificar hipdtesis y tesis, previamente a la realizacién de la prueba.

Guia secuenciada para el grupo experimental: Negar la tesis, aceptando
simultaneamente la validez de la hip6tesis y tener en cuenta la propiedad similar a la
que se esta probando, sobre un conjunto incluido en otro, siendo este otro L.D. La
aplicacion de esta propiedad llevard a una contradiccion que permitira concluir la

verdad de la proposicion.

La escogencia de este ejercicio, de forma similar a todos los ejercicios descriptos hasta
el momento, radica en que es un claro ejercicio de prueba por el absurdo que requiere
la aplicacion de una sola propiedad, para poder llegar a la contradiccion, propiedad de

caracter muy similar a la que se esta demostrando.
La demostracidn gue se plantea en este ejercicio es la siguiente:

Supongamos que el conjunto V €S L.D y simultdneamente aceptamos que V < X
=> X es L.D (por otra propiedad de la dependencia lineal) lo que es absurdo porque
contradice la hipétesis. Por lo tanto, la implicacion V < X A X es L.I.=V es L.I

es vélida.

Ejercicio 3 RRA. Probar, utilizando limites radiales, que el campo escalar:

f(xy)== Y >, cuya visualizacion se adjunta, no tiene limite en el origen.
X“+y
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Elimina la filigrana digital ahora

Justificar la argumentacidn que sostiene la prueba.

Figura 11: Campo escalar: f(x,y)= e

Guia secuenciada para el grupo experimental: Estudiar el comportamiento del campo
escalar dado a lo largo de una familia de rectas que pasan por el origen. Razonar por

reduccion al absurdo teniendo en cuenta la unicidad del limite.

La escogencia de este ejercicio y el siguiente estriba en que el razonamiento para poder
llegar a probar la no existencia del limite en el origen es un razonamiento por reduccion
al absurdo de una complejidad menor al de una prueba formal, pero que, basandose,
estrictamente en la unicidad del limite, se pretende ver como se manifiesta el estudiante

ante la argumentacion requerida para esta consigna.

El razonamiento que se plantea en este ejercicio es el siguiente:
Consideremos en R?, las infinitas rectas que pasan por el origen, con ecuacion

y=mx/m=0. Los valores que asume el campo escalar dado sobre cada una de esas

me  omxX . om
x2+m2x2_}<{(1erz)_1+m28|X;tO

rectas estan dados por: f(x,y)=f(x,mx)=

Es decir, que el campo escalar es constante a lo largo de cualquier recta que pasa por el
origen y la constante es distinta para rectas distintas, es decir con pendientes diferentes.
Esto ocurre porque el campo escalar a lo largo de la familia de rectas que pasa por el
origen, arroja un valor constante que depende exclusivamente del valor de la pendiente

de la familia. Concluyendo, como el limite en un punto es Unico, resulta entonces, que
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en ningun entorno reducido del origen los valores del campo escalar se acercan a un

nimero L y resulta que f no tiene limite en el origen. Como se ve el razonamiento es

por el absurdo.

Se amplia a continuacion, un poco mas la explicacion precedente y se razona mas
formalmente, desde la estructura formal del denominado método por reduccion al
absurdo. Se quiere probar que el limite que se plantea en el origen no existe.
Supongamaos que el limite en el origen si existe (y sabemos, en virtud de la unicidad del
limite que, si el limite existe, entonces es Unico).

El comportamiento del campo escalar acercandose por el origen (ya no lo puede hacer
lateralmente) a lo largo de diferentes rectas que pasan por el origen, es decir, de
diferentes radios del 2 — entorno centrado en el origen — de ahi el nombre de limites
radiales — se acerca a diferentes valores. No hay un Gnico valor. En virtud de la unicidad
del limite esto contradice la suposicién originalmente hecha, por ende, el limite en el
origen no existe. Debe observarse, que, si el limite existiera, acercandose a través de
rectas que pasan por el origen, el limite deberia ser el mismo en los puntos de cada una
de las infinitas rectas. Por ende, es suficiente probar que los valores del limite son
distintos, a través de los puntos de dos rectas diferentes que pasan por el origen. Esto
prueba de hecho, lo enunciado precedentemente.

Ejercicio 4 RRA

Probar, utilizando la extension de limites radiales, que el campo escalar:

2
f(x,y)z 3X

——— » cuya visualizacion se adjunta, no tiene limite en el origen.
X +Yy

Justificar la argumentacién que sostiene la prueba.

Guia secuenciada para el grupo experimental: Estudiar el comportamiento del campo
escalar dado a lo largo de par de curvas que pasen por el origen y que generen caminos
diferentes en la conducta del campo escalar. Razonar por reducciéon al absurdo teniendo

en cuenta la unicidad del limite.
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Elimina la filigrana digital ahora

2

3xy

Figura 12: Campo escalar: f (x, y) =———
X“+y

El razonamiento que se plantea en este ejercicio es el siguiente: Se propone realizar una

nueva restriccion de este campo escalar sobre este conjunto: A= {(x y)ly? = x}. Olo

que es equivalente, se analiza el comportamiento del campo escalar dado a lo largo de la

3y 3
curva: y> = Xx: I|mf(y y)_lylgg)%:z
Asimismo, se analiza también, el comportamiento del campo escalar dado sobre el
- 3% 3x*
conjunto: B:{(x,y)/yzx}:lxiirgf( X)= leigx +x HO}\(1+X ] =0

La cuestion es simple, basdndonos en un razonamiento similar al de limites radiales, la
idea consiste en analizar el comportamiento del campo escalar dado, a lo largo de dos
curvas planas distintas que pasan por el punto alrededor del cual se quiere estudiar el
comportamiento del campo escalar. Resulta entonces que, a lo largo de las dos curvas

distintas que pasan por el origen, en este caso, cuando (X, y) se acerca indefinidamente

al origen, el campo escalar no tiende a un Unico limite ya que al acercarse por dos
curvas distintas que pasan por el origen se obtienen dos valores diferentes, esto es

absurdo, en virtud de la unicidad del limite. Por lo tanto, el limite buscado no existe.
I1VV.3.5. Ejercicios de Razonamiento plausible o conjetural RPoC

Ejercicio 1 RPoC

Considerar la siguiente proposicion verdadera:
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VxeR :VyeR :x<y=x*>Yy?

Se pide: i. Identificar hipdtesis y tesis. ii. Demostrar la validez de la proposicion,

justificando, cada paso de la prueba.

Guia secuenciada para el grupo experimental: Partir de la hipotesis, hacer el pasaje
de términos correspondiente para luego multiplicar en ambos miembros por la expresién
consistente en la suma: x+y pero teniendo en cuenta el signo de tal expresion para que
se mantenga la desigualdad. El desarrollo de la diferencia de cuadrados indicada

permitird arribar a la tesis propuesta.

La escogencia de este ejercicio radica en que la heuristica que reside en la prueba es
simple, pero requiere por parte del aprendiz, un razonamiento particular que, en caso de

no llevarse a cabo, es imposible la consecucion de la tesis.

La demostracion que se plantea en este ejercicio en ii. se encuentra en el Capitulo IlI,

pagina 64, parrafo 111.4.2. ejemplo 4.

Ejercicio 2 RPoC: Probar la validez de la siguiente proposicion verdadera,

justificando, cada paso de la prueba.

tg(a)+tg(p)
tg(e+B) = 1-tg(a)tg(p)

Guia secuenciada para el grupo experimental: Partir de tg(« + £3) ; considerar la

relacion trigonométrica fundamental de la tangente y luego de desarrollar seno y coseno

de la suma en numerador y denominador respectivamente; dividirlos luego por la
expresion trigonométrica: cos (¢ ).cos(3). Haciendo las simplificaciones debidas, y

teniendo nuevamente en cuenta la relacion trigonométrica fundamental de la tangente,

se podra arribar a la meta.

La escogencia de este ejercicio radica en que la heuristica presente en la prueba es
diferente al ejercicio 1 pero tiene en comun que, sin su realizacién es imposible llegar a
la meta. Asimismo, a diferencia del ejercicio anterior la aplicacion del ‘artificio’, no

requiere un analisis como en el ejercicio 1, que carece de sentido si no se explicita el
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signo del mismo. Por otro lado, en este ejercicio, no hay explicitada una hipotesis y una
tesis, por ende, no se realiza este requerimiento en la consigna, a diferencia de los
gjercicios anteriores ya que penetrar en terrenos mas profundos como hablar de
hipétesis implicitas, es realmente innecesario para estudiantes universitarios de

ingenieria. La demostracion de la proposicion que se plantea es la siguiente:

g B) e sen(a+ f3) _ sen (e ).cos(B)+cos(a).sen(3) _
9(e+p) cos(a+p) cos(a).cos(B)—sen(a)sen(p)

sen(a).cos(B)+cos(a).sen(3) sen(). Cos{5) Msen B)
cos(a).cos(f3) cos(a M MCOS ﬂ) tg(a)+tg(B)

" cos(a).cos(f)—sen(a)sen(B)  costar). sen(a)sen( ) “1-tg(a)tg(B)
cos(a).cos(3) cos(ar)- "~ cos(a).cos(3)

Asimismo, debe destacarse que la misma prueba puede abordarse del modo siguiente vy,
no requiere de la heuristica utilizada en el planteo reciente, como se detalla a
continuacién. Esto es posible, en virtud de que la proposicidén que se quiere probar, se
trata de una igualdad, y se logra, partiendo del otro lado de la igualdad.

sen (a) sen(B) sen(a).cos(B)+cos(er).sen()

tg(a)+tg(p) _ cos(«) cos(ﬂ) | cos(a).cos(f3) :Sen(a+’8):tg(a+ﬁ)
1-tg(a)tg(B) . sen(a) sen(B)  cos(a).cos(B)—sen(a)sen(B) cos(a+p3)
cos(a) cos(p) cos(a).cos(f)

Ejercicio 3 RPoC
Considerar la siguiente proposicion verdadera del algebra de las derivadas, la que
corresponde al producto y que se detalla a continuacion:

Si f,g son dos funciones derivables en X = X, entonces: f,J es derivable en

X =X, y vale que:(f.g)’ =f'.g+f.g", sepide:

a. ldentificar hipdtesis y tesis. b. demostrarla, justificando cada paso de la prueba.

Guia secuenciada para el grupo experimental: Plantear la definicion de derivada en
un punto, particularmente en este caso para el punto: X = X,, para el producto de

funciones f y g, luego desarrollar este producto de funciones del numerador, por
aplicacion del algebra del producto de funciones y luego sumar y restar en el

numerador, el producto de la funcion f en el punto dado e incrementado por la funcién g
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en el punto dado. Luego agrupar convenientemente distribuyendo el denominador y
extrayendo factor comun en los numeradores, de forma de generar dos sumandos, donde
en cada uno debe aparecer el cociente incremental de fy de g, de forma de poder arribar
a lo postulado por la tesis.

La escogencia de este ejercicio es similar al de la regla de la cadena que se expone en el
marco teorico en 111.4.3. Ejemplo 1. de pagina 66. La idea de sumar y restar una
expresion posibilitard el constructo final de la suma de cocientes incrementales
multiplicadas por funciones que finalmente desembocaran en la proposicién que
mostraréa el producto final de la tesis.

La demostracion de la proposicion que se plantea en b. es la siguiente:

(f-g)(xo +h)—(f.g)(X0) —lim f(Xo +h).g(x0 +h)_ f(xo)-g(xo) _

b.(f.g) (%) =lim

lim f(x,+ h).hg;(ox0 +h)- f(xoh).g(xo) + f (X, +h;;.g(x0) —f(x+ hr;.g(xo) _
>
_ L'E:] f(x, +h).9(x, +hk)]— f(x, +h).g(r):0) s L'ﬂ(] f (X, +h).g(X0k)] — £(%,)-9(%,) _
_ L'HO‘ £ (%, +h). g(x, + hr: - 0(x,) s Ih'f(] 6%, f(x + hg —Fx5)
= lm £ (%, +h).lim 9%, ”2‘ 00%) +lim g(x,).lim 0% “2‘ f) _

=f (Xo)-g'(xo) + g(xo)- f '(Xo)

Ejercicio 4 RPoC
Considerar el Teorema de Cauchy o Teorema del valor medio generalizado que se

enuncia a continuacion:

Sean dos funciones f,g continuas en [a,b] y derivables en el(a,b)entonces

3ce(ab)/ f'(c)[g(b) - g(@)]=9'©)[fb)- f(a)]

Se pide: a. Identificar hipotesis y tesis; b. demostrar el teorema dado, justificando cada
paso de la prueba.; c. Analizar la construccion de la funcién auxiliar y su relacion con la
tesis del teorema.

Guia secuenciada para el grupo experimental:
Considerar la funcion auxiliar: h(x) = f(X) [g(b) — g(a)] — g(X)[ f(b)-f (a)] y
verificar las hipotesis del teorema de Rolle, para luego aplicarlo a la funcion auxiliar,

que serd el instrumento que va a permitir llegar a la meta de la tesis.
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Observacion: En esta ocasion, al grupo de control, se le sumo a la consigna original, la
siguiente nota que se transcribe a continuacion:
Nota: Para el desarrollo de la prueba tener presente utilizar la funcién auxiliar h que se

detalla finalizada esta nota, a la que debe aplicarsele el Teorema de Rolle.

h(x) = f(x)[9(b) - 9(a)]-g(x)[ f (b) - f (a)]

La escogencia de esta prueba estriba en que, a diferencia de los ejercicios anteriores, la
heuristica no se concentra en la realizacion de una determinada operacion o ‘artilugio’ o
un analisis de signo. La cuestion se centra en la utilizacion de un instrumento que
permite la consecucién de la prueba y la utilizacion adecuada de ese instrumento para
poder llegar a la meta. En este ejercicio hay una consigna final en la que se le pide al
estudiante que analice la construccién de la funcion auxiliar, es decir, que el estudiante
deberia poder observar la relacion existente entre esta funcion y la tesis que postula el

teorema.

La demostracién de la proposicion que se plantea en b. es la siguiente:

sea h(x) = f(x)[9(b) -g(a)]-g(X)[ f (b) - f(a)]

La idea de la prueba es aplicarle a la funcion auxiliar. el teorema de Rolle, previa
verificacion de las hipotesis. EI teorema mencionado exige a la funcion para que pueda
verificar lo que postula como tesis. Es decir, debe verificarse que la funcion auxiliar h
debe ser continua en un cerrado y derivable en un abierto y su evaluacion en los puntos
de frontera del intervalo considerado debe coincidir.

La funcién h en efecto, es continua en el cerrado de extremos a y b por lo siguiente;
pero, asimismo, se puede utilizar el mismo esquema, que es lo realizado a continuacion,
para mostrar que, la funcion h, en efecto, es derivable en el abierto de extremos a y b.

h(x) = f (x):[9(b)—g(@)]-g(x)| f (b) - T (a)]

1 2 2

3

Referencias:

1. continua/derivable por hipdtesis; 2. continua/derivable por ser una funcion constante;
3. algebra de las funciones continuas/derivables: producto;

4. algebra de las funciones continuas/derivables: diferencia.

Observacion: Las funciones constantes son continuas y derivables en todo el eje real.
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h(a) = f(a)[g(b) - g(a)]-9(@)[ f (b) - f ()] =

= f(2).9(b) —£(a)0(@) - g(a).f (b) +9(a)-F(@) =

= f(a).9(b) - 9(a)-f B)(1)

h(b) = T (b)[g(b) - g(a)]-a(b)[ T (b) - f(a)]=

= f(0)g(b) - f(b).g(a) —g(b)}F(B) +g(b).f (a) =

= f(b).g(a)—g(b).f(a)(I)

Se observa que (1)=(Il), por lo que puede afirmarse que se satisfacen las hipétesis de
Rolle, por ende, 3C € (a,b)/ h’(C) =0
h'(c)=0=f'(c)[g(b)-g(@)]-g'(c)[f(b) - f(a)]

- 1'(c)[9(b)-g(@)]=g'(c)[ f (b) - (a)]

Observacion: De forma similar al Ejemplo 3: Teorema del valor medio del Calculo
Diferencial o Teorema de Lagrange que se desarrolla en 111.4.3., pagina 67, en la

funcion auxiliar se halla ‘escondida’ la tesis que postula este teorema.

funcion auxiliar — h(x) = f (x)[g(b) —g(a)]=g(x)[ f (b) = f (a)]
tesis —> f'(c)[g(b) - g(a)|=g'(c)[ F(b)- f (a)].

Puede observarse que la tesis contiene la misma funcion f del minuendo de la
diferencia de h , pero derivada, en realidad, la funcion derivada del minuendo es la
funcion derivada de una constante por una funcion, la constante ‘sobrevive’ y aparece la
funcion derivada de f que ahora aparecen en el primer miembro de la identidad que

postula Cauchy, mientras que algo parecido ocurre en el segundo miembro que es la

funcion derivada del sustraendo de la diferencia que plantea la funcion auxiliar h.

IV.3.6. Ejercicios de Razonamiento visual RV

Ejercicio 1 RV
Considerar la siguiente proposicion verdadera:

VxeR:X+1>X
Se pide, probar la validez de la proposicion, justificando cuando cada paso de la

prueba.
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El razonamiento que permite probar la validez de la proposicion precedente es
deductivo pero la intencion de esta actividad no apela a que el estudiante pueda razonar
analdgicamente ya que no se realizaron en clase, pruebas similares. Si se apela, a
conocer que recursos utilizara el estudiante para llegar a la meta. La visualizacion es un
recurso esperado del estudiante ya que la proposicion claramente alude a la
comparacion de dos numeros reales y tal comparacion es posible en la recta numérica.

A diferencia de los otros ejercicios aqui no se entrega Guia Secuenciada para el grupo
experimental.

La prueba visual de la proposicion considerada consiste en lo siguiente, y es comparar
en el eje real a la derecha del origen y a la izquierda de este los valores reales: xy x+1y

observar que, en cualquiera de los dos casos, el segundo supera al primero.

1 |
x x+10 x x+1

Figura 13: Prueba visual de la proposicion: ¥Xe R:X+1>X

La prueba formal de la proposicion que plantea el ejercicio es la siguiente:

VXxeR: X +1> X = 9(1>0)=V =S =R

La desigualdad admite la cancelacion de la variable que opera como incognita, lo que da
lugar a una proposicion universalmente verdadera y esto permite concluir que la

desigualdad es valida para cualquier real.

Ejercicio 2 RV: Considerar la siguiente proposicion verdadera:

VX e R:VyeR:|X—y|:|y—x|, se pide, probar la validez de la proposicion,

justificando cada paso de la prueba.

El comentario es similar al del ejercicio 1, asimismo el estudiante podria recurrir a las
propiedades del valor absoluto o directamente proceder desde lo visual, apelando al
concepto de valor absoluto como distancia y concluir que la distancia es conmutativa,
quizas no postulandolo de hecho, sino tacitamente.

Guia Secuenciada para el grupo experimental: Tener en cuenta una de las
propiedades del valor absoluto de un nimero real que postula la equivalencia entre el

valor absoluto de un nidmero real y el de su opuesto o bien tener en cuenta que el valor
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absoluto de la diferencia de dos nimeros reales es equivalente a la distancia entre los
mismos y razonar conforme a esto.
La prueba visual y formal de este ejercicio se encuentra en Capitulo I, 111.4.4.,

Ejemplo 4, pagina 71.

Ejercicio 3 RV.

Considerar la siguiente proposicion verdadera: Sea f :[a,b] — R una funcién
continua en el cerrado y derivable en el abierto, exceptoen X=C & (a, b), entonces:
vxe(a,c): f'(x)<0AVxe(c,b): f'(x)>0= f tienem enx=c

Este es el denominado criterio de la derivada primera para la determinacion de los

extremos relativos de una funcion. Se pide: a. ldentificar hipotesis y tesis.; b.

demostrarla, justificando cada paso de la prueba.

Guia Secuenciada para el grupo experimental: Realizar un bosquejo del argumento
que plantea la hipotesis. Para la argumentacion, partir de la hipétesis, y tener en cuenta
de razonar consecuentemente de acuerdo a la suposicion de partida y teniendo en cuenta
la definicion de minimo relativo y el bosquejo realizado previamente, se podra arribar

comodamente a la tesis.

La escogencia de este ejercicio reside en que la visualizacion es una herramienta
fundamental para poder llevar a cabo la prueba. Ademas, la argumentacion es lineal, y
se reitera, depende esencialmente de la visualizacion previa, que depende del aprendiz,

en base a una adecuada lectura de la hipotesis.

La realizacion de la prueba que plantea este ejercicio se encuentra en el Capitulo IlI,
[11.4.4., Ejemplo 5, pégina 71.

Ejercicio 4 RV
Considerar la siguiente proposicion verdadera: Sea f:[a,b]—>R una funcion

continua en el cerrado y derivable dos veces en el abierto. Sea x=c e(a,b) un punto

critico de f/ f'(c)=0, entonces: f"(c)>0= ftiene unm enx=c. Este es el

denominado criterio de la derivada segunda para la determinacion de extremos relativos.
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Se pide: a. Identificar hipotesis y tesis.; b. demostrarla, justificando cada paso de la

prueba.

Guia Secuenciada para el grupo experimental: Realizar un bosquejo del argumento
que plantea la hipotesis. Para la argumentacion, partir de la hipétesis, y tener en cuenta
de razonar consecuentemente de acuerdo la suposicion de partida y teniendo en cuenta
el criterio de la derivada segunda para la convexidad; la definicién de minimo relativo y

el bosquejo realizado previamente, se podréa arribar cdmodamente a la tesis.

Con respecto a la escogencia de este ejercicio, el comentario es similar al ejercicio 3.
La prueba planteada por este ejercicio en el item b. es la siguiente:

f"(c) >0= f es convexa en algln intervalo | que contenga a ¢ = la grafica de f

esta por encima de sus tangentes en | . Como f'(c) =0, la tangente es horizontal en el
punto (c, f(c))= vxeN(c): f(x)> f(c) = f tiene un minimo relativo en el punto

X=C

Figura 14: Complemento visual a la prueba del Criterio de la derivada segunda
para la existencia de minimo relativo
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CAPITULO V
ANALISIS DE LOS DATOS

“Ninguna investigacion humana puede ser considerada verdaderamente Ciencia si no puede ser
demostrada matemdticamente”. Leonardo Da Vinci


http://cbs.wondershare.com/go.php?pid=5482&m=db

Resumen
En este capitulo se desarrolla el analisis de los datos cuyo método de recoleccion y

detalles anexos se han descripto en el capitulo anterior. El disefio de presentacion
del presente capitulo consiste en el siguiente esquema: Para cada uno de los 23
ejercicios, primero se muestran y describenlas categorias emergentes surgidas del
analisis de las producciones de los trabajos realizados por los estudiantes mediante
sus siglas de identificacién a través de una tabla de frecuencias. Contintan los
resultados delas pruebas o test de hipotesiscon sus graficos asociados. Al final se
realiza un analisis detallado de los resultados con los comentarios pertinentes. Los
resultados de la encuesta se presentan al comienzo del capitulo y antes del analisis

de los datos detodos los ejercicios.
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5.1. Datos correspondientes a la Encuesta Unica y abierta

La encuesta Unica y abierta realizada durante los cinco afios recab6 muchas opiniones

que a continuacion, antes de esbozar algunos comentarios, se reproducen algunos

textuales que se han seleccionado en virtud de ser muy representativos.

Estos comentarios se seleccionan por grupo y se detallan a continuacion.

Nota previa: Algunos de los estudiantes de ambos grupos realizaron luego de

responder la encuesta, una especie de ‘catarsis’expresandose en forma escrita. Los

comentarios textuales se detallan a continuacién.

V.1.1. Comentarios textuales del Grupo de Control GC

v

‘Me parecen muy largas y complicadas (haciendo referencia a las
demostraciones) para explicar algo que aplicandololuego a la préctica es
simple’

‘Las entiendo a mi manera; pero cuando tengo que escribirlas en el examen
las hago idénticas al apunte, por miedo a que me las corrijan-y no tengo
otra que estudiarlas de memoria para poder hacerlas, algunas las entiendo,
otras no.’

‘Algunas veces me he animado a hacer algo por mi cuenta. A lo mejor son
las demostraciones mas simples, pero después en el examen repito lo que me
dieron por miedo a que me corrijan o me digan que estan mal.’

‘El primario y el secundario me acostumbraron a que matematica es
sentarse a hacer ejercicios, entonces, ;Para que las demostraciones?’

‘Mas o menos con las demostraciones normales, vaya y pase, y si bien no
era algo que me gustara, era pasable, pero el absurdo y la induccion, es una
locura.’

‘Cuando tomo el tiempo suficiente de comprension y las razono me siento
segura y las entiendo, pero cuando me piden que intente hacer una porque
es algo facil o similar a lo que me dieron, asi me dice la profesora, no puedo,
me trabo me trabo y no hay forma.’

‘En ciertos temas me ayudan mucho a comprenderlos, el que vea la
interpretacion geométrica y con imagenes. Escribir y todo eso, no la voy y

simbolicamente me cuesta mucho.’
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‘Pienso que, al momento de las demostraciones, siempre la mejor forma de
hacer las cosas es la explicada por el profe en clases, tampoco del libro, lo
hecho por el profe en clase.’

‘Me gusta conocerlas (las demostraciones) porque no es de mi agrado
aceptar todo lo que me dicen sin que me digan de dénde vienen. Siento que
lo que me estan diciendo es verdadero, pero hacerlas yo solo no, no puedo,
me siento trabado, muy diferente a cuando tengo que hacer los ejercicios.’
‘Cuando empecé la facultad, y vi matematica, no lo podia creer, no es a lo
gue estaba acostumbrado en el secundario. Fue un golpe duro y dificil pero
bueno, hice un esfuerzo y a las demostraciones las estudio, pero de
memoria, no me siento capaz de hacer una solo.’

‘Decir porque hago cada paso de la demostracion, no sé, a veces no me doy
cuenta como expresarlo o sinceramente me parece que no hace falta y lo
dejo asi.’

‘Las demostraciones en general son rebuscadas y me cuesta entenderlas.
Prefiero una explicacion detallada, pero esto no.’

‘Las demostraciones por el absurdo, me hicieron algunas en clase en ciertos
temas, segun dijo la profesora que hacia falta. Busqué en internet y vi cosas
interesantes como la raiz cuadrada de 2, y otros ejemplos. Esta bueno,
grosos los tipos que lo hicieron, pero yo, cuando voy a hacer algo asi y para
que...’

¢Sé, por lo que vi, que la profesora decia en clase que hacer ejemplos como
prueba no estd bien, pero yo cuando no sécémo realizar una prueba, la
mayoria de las veces, le meto un ejemplo o dos, y listo.’

‘Los ejercicios de demostracion visual me gustaron mucho, me senti muy
cémoda y por, sobre todo, pude hacerlos, sabia de lo que se trataba.’

‘Los ejercicios de induccion cuando habia que generalizar la formula, todo
bien, daba un poco de laburo, pero llegaba, pero eso de validar por
induccion, me parece innecesario, no entiendo, no entiendo.’

‘Los ejercicios de prueba por el absurdo, no entiendo claramente adonde
llegar, son parecidos a los indirectos, confunden, pero los de limites radiales
usan un absurdo mas coherente, mas como que se puede ver el final...’

‘La prueba por inducciéon cuando me los muestra la profesora, se entiende

todo el proceso en ciertas pruebas, no todas, me refiero a la prueba, pero el
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proceso, todas esas vueltas, pruebo para el primero, luego k después k+1, no
tiene sentido o no lo entiendo y por eso por ahi es que no le encuentro

sentido.’

V.1.2. Comentarios textuales del Grupo Experimental GE

v

v

‘Vale la pena intentarlo ya que una vez entendidas es facil ver la logica de
las mismas, pero cuesta mucho tratar de hacerlas sola.’

‘Me dificulta cuando tengo que encarar por cuenta propia ya que siento que
no tengo bien formado ese pensamiento abstracto que se necesita para
temas mas complejos de Matematica.’

‘Puedo animarme frente a alguna que sea facil y corta.’

‘Me cuesta mucho, las estudio después de tratar de comprender la version
desarrollada por el profesor en clase.’

‘Creo que soy capaz. Si el tema estd bien comprendido, realizar la
demostracién mediante el estilo propio no deberia ser nada muy
complicado. El Unico problema es que generalmente uno tiene en mente la
propuesta inicial, y la final, pero a veces esos pasos intermedios que te
permite llegar, se hacen muy muy pero muy dificiles.’

‘Me es mas facil entender los teoremas o proposiciones matematicas a
traves de una explicacion pausada.’

‘Se debe atacar el asunto desde distintos lugares. Todos ayudan. Es un gran
esfuerzo, pero vale la pena.’

‘Las demostraciones a veces son muy largas y se pierde el sentido de la
aplicacion y me parece que no tienen mucho sentido.’

‘Creo que se necesitan la mayor cantidad de elementos posibles. Pienso que
cada forma es como mirar y evaluar una proposicion desde distintos puntos
de vista.’

‘Justificar, se me pasa, me concentro en lo que tengo probar, y hay cosas
que me parecen obvias e innecesarias’.

‘Los ejercicios de demostracion con artificios, no recuerdo su nombre, no
por favor, cada vez que hay que hacer eso de sumar y restar, multiplicar y
dividir, no no, eso no por favor.’

‘A través de la demostracion sabemos qué se hizo y porqué...’
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v' ‘Lo visual es mejor pero la demostracion escrita acompafiada de una
explicacion lo mas detalladamente posible de todos sus pasos es lo ideal
para entenderlas.’

v' ‘Me es facil entender mediante una demostracién porque esto lleva una
explicaciébn y puedo adjudicarles las razones matematicas que la
justifican...’

v' “Me es facil la explicacion de los temas en el pizarrén por el profesor y
después la demostracion...’

v' ‘Es Util a la hora de saber de donde salen las cosas.’

v' “Todo depende de la claridad y calidad de la explicacion de la demostracion,
si es buena, suma; en caso contrario, quita...’

v' ‘Las demostraciones me permiten relacionar varias definiciones de
diferentes temas en una sola demostracién y asi vincular distintos
conceptos.’

v' ‘Aungue a la mayoria no nos gusta estudiar demostraciones, nos permite
saber de donde proviene una proposicion o como fue deducida...’

v' ‘El proceso inductivo me parece sin sentido. Generalizo la ley sin
problemas, pero después no entiendo el sentido de ese mecanismo.’

v' ‘Personalmente prefiero sentarme con una problematica a buscar una
solucion y en caso de no poder, buscar ayuda externa. No me parece bueno
gque nos den las cosas servidas en bandeja porque hace que la cabeza no
trabaje...’

v ‘Las sugerencias ayudan a veces, y otras me confunden.’

v’ “Las sugerencias ayudan sin duda, nos guian el camino a seguir, pero tienen
que estar muy bien redactadas porque de lo contrario pueden terminar
confundiendo aun mas.’

v" ‘Los ejercicios donde uno sabe de donde arranca hacia donde llega, muy
bien y los visuales. Esos con artificios raros, no no, no entiendo, y cuando

entiendo no creo que yo podria hacer eso solo.’
V.1.3. Resultados acerca de la encuesta

Los ejercicios menos dificultosos para GE a lo largo de los cinco afios, en orden de

méritos son los siguientes:
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1RDA; 1RV; 2RV; 3RV, 4RV; 4RDAD; 3RRA; 4RRA; 1RDAI; 2RDAI; 3RDAI;
3RDAD

Los ejercicios mas dificultosos para GE a lo largo de los cinco afios, en orden de

méritos son los siguientes:
1RRA; 1RI; 2RI; 3RI; 4RI; 2RDAD; 3 RPoC; 2RPoC; 4 RPoC; 1 RPoC; 2RRA

Los ejercicios menos dificultosos para GC a lo largo de los cinco afios, en orden de
méritos son los siguientes:

4RDAD; 1RV; 2RV; 3RV; 4RV, 3RRA; 4RRA; 1RDAD;1RDAI; 2RDAI; 3RDAI;
3RDAD

Los ejercicios mas dificultosos para GC a lo largo de los cinco afios, en orden de

méritos son los siguientes:

1RRA; 1RI; 2RI; 3RI; 4RI; 2RDAD; 3 RPoC; 2RPoC; 4 RPoC; 1 RPoC; 2RRA

V.1.4. Andlisis de los resultados y comentarios de la Encuesta

Los resultados de la encuesta abierta y Unica en orden de mérito son similares en ambos
grupos, pero hay algunas diferencias apreciables que pueden observarse. En el GE
puede observarse que losordenes de mérito de los ejercicios menos dificultosos arrancan
de los ejercicios de razonamiento de argumentacion directa, siguiendo por los de
razonamiento visual mientras que para el GC los menos dificultosos arrancan por los
visuales siguiendo por los de argumentacion directa y ‘arrancan’ del Ejercicio 4 RDAD
que presentd una sorpresa en sus resultados, ya que los estudiantes en un ndmero

importante mostraron una prueba visual muy contundente.
Respecto a los ejercicios mas dificultosos, los dos grupos coinciden en su eleccion.

Los comentarios son por demas representativos, y hay coincidencias en ambos grupos:
la falta de comprension del proceso de validacion por induccion, el absurdo ‘puro y
duro’, se hace con esta expresion alusion al clasico método por el absurdo y no a lo
utilizado especificamente para probar la no existencia de limites dobles por limites
radiales y extension. Los artificios son resistidos en los dos grupos. Destinaron un
pequefio espacio a la hora de manifestar sobre los ejercicios mas dificultosos. Alli se

expresaron sobre la justificacion. Algunos manifestaron que les resulta un proceso
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dificultoso y en otros casos manifestaron como en expresiones textuales que se
muestran precedentemente, que era un proceso innecesario y demasiado evidente.
Asimismo, en referencia a la justificacion consideraron que si era necesario en una
prueba visual para explicar lo que mostraban graficamente. Aunque, en muchos casos,
puede verse hacia el final del capitulo en el Ejercicio 4 RV, que a través de un gréfico
con algunas cuestiones simbdlicas expresaron el razonamiento implicito en la prueba

visual.

V.2. Datos correspondientes al Ejercicio 1 RDAD

V.2.1. Categorias emergentes

Como consecuencia del analisis de las producciones realizadas por ambos grupos de
estudiantes en las cinco cohortes acerca del Ejercicio 1 RDAD surgieron las siguientes
categorias emergentes, con excepcion de la categoria EI que corresponde a Balacheff
(2000) y que se describen a continuacion. Debe destacarse que en muchos otros
ejercicios hay ciertas categorias que aqui se describen, que vuelven a repetirse y
aparecen otras nuevas. Las nuevas que van apareciendo se describen en su momento y
las que se repiten se consideran que ya han sido descriptas en este parrafo o en el

correspondiente.

Empirismo ingenuo EIl: Se encuadran en esta categoria, aquellos estudiantes que

exhibieron uno o mas ejemplos como prueba.

Prueba consumada PC: Se encuadran en esta categoria aquellos estudiantes que
realizaron la prueba formal, con o sin justificacion. Aqui, la justificacion explicita
carece de sentido, ya que al ‘partir’ de la hipodtesis, se aplica de inmediato la definicion
de ndmero par y no es un requisito relevante que el estudiante haya justificado y
explicitado lo realizado en funcion de esa definicion, ya que la accién es automatica. Se
debe destacar que, en las cercanias de la conclusion, la argumentacion de la prueba
requiere, para su solidez, la justificacion de que el producto de enteros al que se le
asigna el valor de una nueva variable es par, porque el producto de enteros es par. En
virtud de estas cuestiones, se destin6 una fila de la tabla para mostrar en cada cohorte y

de cada grupo, la frecuencia de estudiantes que realizé la prueba con o sin justificacion.
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Se destaca que esta categoria contiene en sus frecuencias la suma correspondiente a las

categorias PC y PCP, describiendose la ultima, a continuacion de la presente.

Es importante mencionar que, de acuerdo al analisis de las producciones realizadas por
los estudiantes sobre este ejercicio, el tipo de prueba presentada por los estudiantes fue
la clasica prueba, desde la perspectiva I6gico—formal, o la verificacion, encuadrada

como El.

Observacion: La mayor parte de los estudiantes que realizaron la prueba formal, al
finalizarla, no esbozaron siquiera, el minimo detalle que mostrara que la prueba habia
concluido, es decir, que el resultado obtenido coincidia con la tesis, o como el clasico
Q.E.D.%, que lo obtenido, era lo que se queria probar. No es un detalle menor, porque
implicitamente muestra la concientizacion del razonamiento seguido por el estudiante y
gue su cierre muestra claramente de que ha llegado a la meta. Estos casos se presentaron
aproximadamente como se muestra en el esquema siguiente y cuyas referencias se

xesparanyespar >x=2kAay=2h/k,heZ=
indican a continuacion: = x.y=2k.2h/keZ = xy=22kh/k,heZ =
= xy=22khlkheZ=xy=2k"Ik'eZ

k
2

@)

1. El cierre de la prueba en el mejor de los casos, permitiria suponer que el estudiante

sobreentiende que lleg6 a que el producto de enteros es par y no necesita explicitarlo.

2. El cierre de la prueba asi presentado y en lugar de escribir debajo de la ‘llave
pequena’ k’, haber escrito: ‘par’. Esta cuestion se dejo fuera del test de hipotesis pero,
se destaca en la tabla de frecuencias en una fila que se simboliza como SC/CC: sin
conclusién; con conclusion, de forma de poner en evidencia una forma de trabajo del

estudiante.

Prueba consumada parcialmente PCP: Se encuadran en esta categoria aquellos
estudiantes que realizaron la prueba formal pero que, sin embargo, en este caso
particular, por una falencia técnica, es decir, por no utilizar dos parametros distintos
para representar a dos hipotéticos enteros diferentes, creyeron consumar la prueba, pero

en realidad lo hicieron para un caso particular, es decir, para dos enteros pares e iguales.

1Quod erat demonstrandum significa ‘lo que se queria demostrar’, locucién latina que utilizaban muchos
matematicos griegos tales como Euclides y Arquimedes, entre otros, para expresar que habian llegado a la
meta que se habian propuesto probar.
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Estos casos se presentaron aproximadamente asi:

xesparanyespar=>x=2kany=2k/keZ =
=>xy=2k2k/keZ=xy=4k*/keZ =

=>xy=22k*/keZ=xy=2h/heZ=> Xy espar..xespar Ay espar = X.y es par
h

o también asi:xespar nyespar =>x=2kAny=2k/keZ =
=>Xxy=2k2k/keZ=>xy=4k’/keZ= Xy espar..Xespar Ay es par = X.y es par

par

Intento de prueba fallido IPF

Se encuadran en esta categoria aquellos estudiantes que plantearon y desarrollaron la
hipétesis, e inclusive hubo casos en que también plantearon la tesis como hecho

consumado, pero sin probarla. Estos casos se presentaron aproximadamente asi:

xesparanyespar=x=2kAay=2k/keZ

Distinguiéndose los casos en que consideraron a los pares iguales y distintos, como el

siguiente: X espar Ay es par = x=2k Ay =2h/k,heZ

Mientras que los que creyeron llegar a la conclusion, esbozaron uno de los dos

esquemas siguientes:

xesparayespar > x=2k Ay=2h/k,heZ = x.y es par

xesparayespar = x=2kAy=2k/keZ= xy es par

Ausencia de trabajo AT: Se encuadran en esta categoria aquellos estudiantes que no

realizaron ni esbozaron absolutamente ninguna accion en la hoja de trabajo.

Identificacion de hipotesis y tesis IHT: Aqui las frecuencias se indican en la tabla y
corresponden al numero de estudiantes que identificaron ambas estructuras. Esta

categoria también se excluyo de las pruebas de hipotesis.

V.2.2. Tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 1 RDAD

A continuacién, se detalla la tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 1 RDAD
para los cinco afios de trabajo. En la tabla se indican en amarillo los datos que se

sometieron a las pruebas de hipotesis, para la comparacion de ambos grupos a los
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efectos de ver si hay relacidon entre grupos y categorias emergentes. Las casillas ‘sin
pintar’ son datos relevantes, como se destacO en la descripcion de las categorias
emergentes, pero a efectos estrictamente cualitativos, de forma de contribuir al informe
final correspondiente al analisis de datos de cada ejercicio y posteriormente a las
conclusiones. Estos datos, cabe destacar, que no se incluyen en el test, ya que lo que los
datos requeridos especificamente para distinguir los grupos a través del mismo son
estrictamente cuestiones relacionadas directamente con el tipo de prueba presentada.
Estos datos son importantes pero accesorios y complementan la informacion obtenida
pero su inclusion, podria haber entorpecido los resultados. Asimismo, cabe destacar que
la generacion de muchas categorias no seria conveniente para las pruebas de hipdtesis,
ya que se dispersarian demasiado los datos y no se podria arribar a un resultado que

permita hacer un distingo de los dos grupos estudiados en cada cohorte.

Referencias: Categorias incluidas en el test de hipotesis

Tipos de pruebas presentadas por los estudiantes:
El: Empirismo ingenuo; PC: Prueba consumada; PCP: PC parcialmente
Casos especiales: IPF: Intento de prueba fallido; AT: Ausencia de trabajo

Categorias complementarias al test de hipotesis

IHT: Identificacion de hipotesis y tesis.

* Prueba con o sin justificacion y agrupa a las frecuencias correspondientes a PC y
PCP y se corresponde asi en la tabla: valor c.just./valor s.just.

** Pruebas que no concluyen efectivamente, acorde se explico en PC y se
corresponde asi en la tabla: valor SC/ valor CC

ANO 2013 2014 2015 2016 2017

CAT. |GRUPO |IGE |GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC
El 2 8 2 7 1 9 2 8 i 7]
PC 12 3 13 4 14 3 15 6 13 4
PCP 4 3 3 2 2 2 1 2 5 1
Prueba.c/sjust* | 3/13 | 1/5 | 2/14 | 1/5 |3/13 |1/4 | 2/14 |2/6 |4/14 | 1/4
SC/CC** 13/3 | 5/1 | 14/2 | 4/2 | 13/3 |3/2 |14/2 |6/2 |15/3 |4/1
IPF 1 4 i 3 2 g 2 2 il 5
AT 1 2 il 4 1 3 0 2 0 3
IHT 17 10 |16 9 18 8 18 10 |18 9

Tabla 1 de frecuencias correspondientes al Ejercicio 1 RDAD
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Elimina la filigrana digital ahora

V.2.3. Test de hipotesis correspondiente al Ejercicio 1 RDAD

Se detallan a continuacion los graficos con los datos asociados a las pruebas de

hipdtesis del Ejercicio 1 RDAD.

EJERCICIO 1 RDAD - Ao 2013

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

o 005 o1 >05

' — -
P =10,024 N B -
+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes

Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average % Difference between Observed and
Expected Counts
GE
El = m GC
PC
PC
pCcP
PCP
1PF
1PF
AT

AT
-50% -25% 0% 25% 50% |

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 15: Prueba de hipétesis correspondiente al Ejercicio 1 RDAD Afo 2013

EJERCICIO 1 RDAD - Afio 2014

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

0 005 01 >05

Yes | No
P=0032

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0.05). You can conclude there is an association between
GRUPQS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

40% 60% 80%

0% 20%

Figura 16: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 1 RDAD Ao 2014

- Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

- Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

- % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected
counts,

GE
% Difference between Observed and
Expected Counts
E
PC
PCP
IPF
AT
-50% -25% 0% 25% 50%
Pasitive: Occur maore frequently than expected

Negative: Occur less frequently than expected
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EJERCICIO 1 RDAD - Aiio 2015

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 >05 + Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

i No! + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
' value of CATEGORIAS and the average profile.
+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes

Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average % Difference between Observed and
Expected Counts
[ GE
El = m GC
PC
PC
PCP
PCP
IPF
IPF
AT
AT
-80% -40% 0% 40% 80%
Positive: Occur more frequently than expected
0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 17: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 1 RDAD Afio 2015

EJERCICIO 1 RDAD - Afio 2016

Summary Report
Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 > 05 + Test: You can conclude that there are differences among the
| outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
Yes i No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
! value L_Jf CATEGORIAS and the average pruﬁ_le. .

- — + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conc]ude there is an association between counts.

GRUPOS and CATEGORIAS.
Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.
GE
biEmse GC % Difference between Observed and
Expected Counts
El El
PC
PC
PCP
PCP
IPF
IPF
AT
AT
-100% -50% 0% 50% 100%
Positive: Occur more freguently than expected
0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 18: Prueba de hipétesis correspondiente al Ejercicio 1 RDAD Afio 2016

141

Elimina la filigrana digital ahora


http://cbs.wondershare.com/go.php?pid=5482&m=db

Elimina la filigrana digital ahora

EJERCICIO 1 RDAD - Ario 2017

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments

0 005 01 > 05 « Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
Yes N No. + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
B 0001 value of CATEGORIAS and the average profile.

= + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between cbserved and expected
(p < 0,05). You can conc]ude there is an association between counts.
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

B I GE
Average 38% W GC % Difference between Observed and
g% Expected Counts
[ GE
b 15 g I:— m Gc
88%
pC
24%
~ ——
pcp ‘ 83%
7%
- s

IPF 17%
h 83%
e —
& o 100% 50% 0% 50% 100%
100% - B
0% 25% 50% 75% 100%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 19: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 1 RDAD Afio 2017

V.2.4. Analisis de los datos correspondientes al Ejercicio 1 RDAD

Se formulan a continuacion las hipotesis nula y alternativa, respectivamente, a los

efectos de poder extraer una conclusion de las precedentes pruebas de hipotesis.

Hipotesis nula: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de igual forma frente
a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento deductivo por

argumentacion directa.

Hipotesis alternativa: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de forma distinta
frente a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento deductivo

por argumentacion directa.

Las pruebas de hipotesis realizadas sobre este ejercicio permiten observar que, a lo largo
de los cinco afios, rechazan la hipétesis nula, evidenciando una clara diferencia en los
grupos. Esa diferencia se manifiesta claramente en dos datos relevantes como la
realizacion de la prueba formal planteada por la consigna del ejercicio versus la

verificacion como prueba, pero, (Como se entiende esto?
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En el grupo experimental, en todos los afios, sus integrantes no se limitaron al
empirismo ingenuo, sino que abordaron la prueba formal, ya sea total o parcialmente en
un numero importante frente al grupo de control, que reacciond realizando
verificaciones aleatorias (lease EI) en un numero también importante. Es de destacar
que, si se observa la Tabla 1 de frecuencias correspondientes al Ejercicio 1 RDAD,
en ambos grupos, la identificacion de la hipotesis y la tesis es la sumatoria de las
frecuencias de los resultados obtenidos en estudiantes que consumaron la prueba parcial
o0 totalmente mas los que realizaron un intento fallido. Esta identificacion fue realizada
aproximadamente por la casi totalidad de estudiantes en cada grupo, de forma similar
cada afo. Debe observarse también que AT: ausencia de trabajo fue minima en ambos
grupos, siendo mayor la frecuencia en el grupo de control, pero asimismo en un nimero
pequefio. Una explicacion posible a estos resultados puede atribuirse a que el estudiante
tomo6 dos posiciones extremas frente a la disyuntiva de no poder hacer frente a la
prueba. Una reaccion usual, tal como describe Balacheff (2000) es la de presentar una o
mas verificaciones aleatorias y considerar que con esas acciones se satisface lo
requerido, o bien también puede considerarse que es el camino mas rapido y ‘seguro’, y
permite cumplir, en cierta manera con la tarea asignada. La otra posicion fue
directamente no realizar la propuesta asignada. Debe observarse que, en el grupo de
control, donde la ausencia de prueba en sus dos categorias: PC y PCP, es més notoria,
El es més frecuente que AT, quizas también por el caracter elemental de la proposicion
y el proceso de verificacion fue muy simple de ser llevado a cabo, lo que no se produjo
en otras proposiciones, como podra verse en el analisis de los datos de otros ejercicios,
ejercicios que poseen un nivel ligeramente méas elevado de dificultad, en cuanto a esta
cuestion. Es importante destacar que en la tabla de frecuencias 1. ademas de la fila IHT,
hay una fila que no estda sombreada y es denominada: Prueba.c/s.just.*. En estas
frecuencias estan incluidos los estudiantes de cada grupo que corresponden a PC y PCP,
como se describié oportunamente en V.1.1. En este parrafo, al ser detalladas las
categorias emergentes, lo de la justificacion quedd claramente explicitado en la
descripcién de la categoria PC, asimismo se hace necesario subrayar nuevamente que
esta prueba no requiere de ‘grandes justificaciones’ en la argumentacion, pero cierta
cuestion deberia ser sostenida por un argumento necesario, ya descripto, para que la
prueba sea totalmente sélida. Se observa en la tabla de frecuencias 1 que los estudiantes
que realizaron la prueba formal, en las diferentes subcategorias antes mencionadas y

para cualquiera de los dos grupos, representan un nimero minimo los que justificaron
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los eslabones necesarios de la argumentacion para establecer la solidez de la prueba.
Estos resultados resultan ser proporcionalmente similares en ambos grupos, ya que fue
minimo el nimero de los que justificaron cada afio. Este comportamiento es similar en

la fila correspondiente a SC/CC, fila que también se excluyd del test de hipotesis.

V.3. Datos correspondientes al Ejercicio 2 RDAD

Para este ejercicio se mantuvieron las mismas categorias emergentes que para el
Ejercicio 1 RDAD, a excepcidn de la categoria PCP, ya que los trabajos presentados o
se consumaron por completo: PC, o sin conclusion SC/CC o hubo intentos de prueba:
IPF. Es decir, a diferencia del Ejercicio 1 RDAD, no se presenta la categoria PCP, ya
que no se hizo manifiesto un caso particular del calibre anterior. Asimismo, en el
subpérrafo siguiente se presentan algunos casos particulares que vale la pena destacar en

algunas categorias como se hizo para el ejercicio 1.
V.3.1. Casos particulares en diferentes categorias emergentes

En general, como se describio6 en el subparrafo anterior en la realizacion de esta prueba,
ciertos estudiantes no tuvieron presente, en el penultimo eslabon de la cadena
argumentativa, en considerar el caso k=0 para la definicion de igualdad de complejos en
su forma polar, como se muestra a continuacion, esta cuestion se detalla Unicamente en
la tabla de frecuencias, como k=0 presente en caso que el estudiante haya especificado
este detalle y k=0 fallida, en el caso en que el estudiante no lo haya especificado. Se
puede presuponer que el estudiante no lo escribid porque sobreentendi6 o considero que
la aplicacion de la definicion citada implicitamente vale para este caso particular, pero
esto no es asi siempre y debe explicitarse como se indica a continuacion. Asimismo,
algunos estudiantes presentaron la definicion completa, sin considerar que debia

particularizarse.

—_— '_ 4 Z_
Seanz=p, Yz =Py ==
i

1,:W/W= R,oz=wi'<p, =R,.p, < p,=Rp,.,
z

!

<:>p=R.p’/\go+2k7r=a+(p'<:>R=£,/\a=(p—go’—>(k=0).'.£,=(£j
p z 2]
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La categoria correspondiente a SC/CC, especificamente se refleja en que el estudiante
habiendo arribado al ultimo eslabédn de la cadena, no concluia la prueba. Pareceria que
esto fuera un detalle menor, o quizas una actitud o requerimiento ‘exquisito’ tangencial
a una exigencia bourbakiana, pero no, se trata de una cuestion que es esencial, ya que el
llegar al ultimo eslabén, y cerrar la conclusion, vincula que a lo que se arribé es el
objetivo clave de la argumentacion de la prueba, y era encontrar el modulo y el
argumento del complejo planteado: w, como resultado del cociente de los complejos

conocidos.

V.3.2. Tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 2 RDAD

A continuacin, se detalla la tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 2 RDAD
para los cinco afos de trabajo. En la tabla se indican en amarillo, de la misma forma que
para el Ejercicio 1 RDAD, los datos que se sometieron al test de hipotesis, para la
comparacion de ambos grupos a los efectos de detectar si hay relacion entre grupos y
categorias emergentes. De la misma forma que en el Ejercicio 1 RDAD, las casillas ‘sin
pintar’ son datos relevantes, pero a efectos estrictamente cualitativos de forma de

contribuir al informe final del anélisis de los datos y posteriormente a las conclusiones.

ANO 2013 2014 2015 2016 2017
CAT. |GRUPO |GE |GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC
El 4 i 2 10 |4 10 2 8 4 9
PC 11 |2 10 3 10 2 11 3 11 4

Prueba.c/sjust.* | 3/8 |1/1 |2/8 |0/3 |3/7 |(0/2 |4/7 |12 |3/8 |1/3

K=0 presente 3 0 2 2 2 0 2 1 2 1

K=0 ausente 8 2 8 1 8 2 7 2 8 2
SC/CC** 83 (0/2 |7/3 |12 |7/3 |0/2 |38 |12 |3/8 |1/3
IPF 4 9 6 ) ) 4 6 5) 5 3
AT 1 2 2 2 1 4 1 4 0 4
IHT 10 |5 8 5) 11 3 8 4 9 4

Tabla 2 de frecuencias correspondientes al Ejercicio 2 RDAD

Referencias: Categorias incluidas en el test de hipotesis

Tipos de pruebas presentadas por los estudiantes:

El: Empirismo ingenuo; PC: Prueba consumada
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Casos especiales: IPF: Intento de prueba fallido; AT: Ausencia de trabajo

Categorias complementarias al test de hipotesis

IHT: Identificacion de hipoétesis y tesis.

* Prueba con o sin justificacion y agrupa a las frecuencias correspondientes a PC y
se corresponde asi en la tabla: valor c.just./valor s.just.

** Pruebas que no concluyen efectivamente, acorde se explicé en PC en 5.1.1. y se
corresponde asi en la tabla: valor SC/ valor CC

Fila k=0 presente: frecuencia de estudiantes que consumaron prueba y

especificaron esta cuestion detallada en V.2.1. sobre igualdad de complejos en

forma polar.

Fila k=0 fallida: caso contrario a fila k=0 presente

V.3.3. Test de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 2 RDAD

Se detallan a continuacion los graficos con los datos asociados a las pruebas de
hipétesis del Ejercicio 2 RDAD.

EJERCICIO 2 RDAD - Ario 2013

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 > 05 « Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

ves I No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each

P = 0,025 value of CATEGORIAS and the average profile.

- — + % Difference Chart: Look for long bars to identify ocutcomes

Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average 46% W G % Difference between Observed and
54% Expected Counts

- o C—

IPF 31%
69%
: \:h
AT 33%
67% -50% -25% 0% 25% 50%
Positive: Occur more freguently than expected
0% 20% 40% 60% 80% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 20: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 2 RDAD Afio 2013
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

EJERCICIO 2 RDAD - Aio 2014

Do the percentage profiles differ?

Comments

0 005 o1 >05

Yes | No|
P =0,027

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conqlude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

IPF

AT

0% 20% 40% 60% 80%

Figura 21: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 2 RDAD Afio 2014

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected

counts.
% Difference between Observed and
Expected Counts

I GE

El W GC

PC

IPF

AT

-50% -25% 0% 25% 50%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

EJERCICIO 2 RDAD - Afio 2015

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

0 005 01 >05

Yes | No
P= 0020

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conc]ude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the prafiles.

Average

IPF

AT

0% 20% 40% 60% 80%

Figura 22: Prueba de hipotesis correspondiente al Ejercicio 2 RDAD Afio 2015

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected

counts.
% Difference between Observed and
Expected Counts

o GE

Bl m GC

pC

IPF

AT

-50% -25% 0% 25% 50%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected
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EJERCICIO 2 RDAD - Aio 2016

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments

01 >05

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

i + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected

o 005

Yes|
P=10,018

Differences among the outcome percentage profiles are significant

(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.
GRUPOS and CATEGORIAS.
Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.
Average % Difference between Observed and
Expected Counts
[ GE
El m GC
El
PC
PC
IPF
IPF
AT
AT
-50% -25% 0% 25% 50%
Positive: Occur more frequently than expected

Negative: Occur less frequently than expected

0% 20% 80%

Figura 23: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 2 RDAD Afio 2016

EJERCICIO 2 RDAD - Afio 2017 |

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments

o 005 01
|

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

i ram—

Differences among the outcome percentage profiles are significant

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected

(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.
GRUPOS and CATEGORIAS.
Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.
Average % Difference between Observed and
Expected Counts
[ GE
El m GC
El
PC
PC
IPF
IPF
AT
AT
-100% -50% 0% 50% 100%
Positive: Occur more frequently than expected

Negative: Occur less frequently than expected

Figura 24: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 2 RDAD Afio 2017

V.3.4. Analisis de los datos correspondientes al Ejercicio 2 RDAD
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Se formulan a continuacion las hipotesis nula y alternativa, respectivamente, a los

efectos de poder extraer una conclusion de las precedentes pruebas de hipotesis.

Hipotesis nula: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de igual forma frente
a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento deductivo por

argumentacion directa.

Hipdtesis alternativa: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de forma distinta
frente a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento deductivo

por argumentacion directa.

Las pruebas de hipdtesis realizadas sobre este ejercicio permiten observar que, a lo largo
de los cinco afios, rechazan la hip6tesis nula, evidenciando una clara diferencia en los
grupos, esa diferencia se manifiesta claramente en dos datos relevantes como la
realizacion de la prueba formal planteada por la consigna del ejercicio versus la
verificacion como prueba, de forma similar al Ejercicio 1 RDAD. El analisis de datos
para este ejercicio es muy similar al Ejercicio 1 RDAD con excepcion de que en este
ejercicio no se postula la categoria de prueba consumada parcialmente, lo que fue
explicado en V.2.1. Otro dato importante es que, en cierto eslabéon de la cadena
argumentativa que hace a la estructura de la prueba de la proposicién se requeria aplicar
la definicion de igualdad de nimeros complejos expresados en forma polar, pero para el
caso en que k=0, y es esencial tener presente esta cuestion, para que su aplicacion tenga
sentido. Esta cuestion fue exhaustivamente descripta en V.2.1. La mayor parte de los
estudiantes que realizaron PC en ambos grupos, no tuvieron en cuenta el cierre de la
conclusién, de forma parecida, aunque siempre el namero fue mayor en el grupo de
control. Esto se refleja en la tabla de frecuencias y especificamente en la fila
correspondiente a SC/CC. La justificacion siguié siendo en ambos grupos una cuestion
muy ausente, que pudo variar ligeramente en algin afio. La identificacion de hipotesis y
tesis fue muy diferente al Ejercicio 1 RDAD y en ambos grupos. Una proporcién de
aproximadamente 75% a 50% en GE mientras que un 50% en GC identificd hipdtesis y
tesis. Debe tenerse en cuenta que esto se indica en la tabla de frecuencias y para cada
grupo es la suma de los que efectivizaron PC y la categoria IPF. Puede suponerse que

esto puede obedecer a que en este ejercicio no hay un ‘clasico punto de partida’ sino el
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conocer que se tienen dos complejos expresados en forma polar. Esto puede confundir
al estudiante, que estd acostumbrado a ‘caminos mas tradicionales’, es decir, un punto
de partida concreto y marcado. Con respecto a la consumacion de la prueba, fue menor
la frecuencia inclusive en el grupo experimental, aumentando El. Es de suponer que la
dificultad de este ejercicio supera al primero y el desarrollo no es tan simple como el

que plantea la consigna del Ejercicio 1 RDAD.

V.4. Datos correspondientes al Ejercicio 3 RDAD

Para este ejercicio se mantuvieron las mismas categorias emergentes que para el
Ejercicio 2 RDAD, con excepcién del dato referente a la igualdad de complejos en
forma polar. En este ejercicio, las producciones de los estudiantes mostraron que las

pruebas o se consumaron por completo: PC, o hubo intentos de prueba: IPF.

V.4.1. Tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 3 RDAD

A continuacién, se detalla la tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 3
RDADpara los cinco afios de trabajo. La presentacion de la tabla es similar-a los dos

primeros ejercicios que corresponden a este tipo de razonamiento: RDAD

ANO 2013 2014 2015 2016 2017
CAT. |GRUPO |GE |GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC
El 1 7 2 6 2 8 2 5 2 i
PC 16 |5 15 |4 15 |5 16 5 15 6
Prueba.c/sjust> | 4/12 | 1/4 | 4/11 | 2/2 | 4/9 |2/5 |2/14 |1/4 |2/13 | 2/4
SC/CC** 4/12 | 2/3 | 4/11 | 2/2 | 4/9 |3/4 |3/13 | 1/4 |5/10 |1/5
IPF 2 5 2 i il 3 1 5 2 6
AT 1 g 1 g 2 4 1 5 i 1
IHT 15 |8 17 10 15 11 17 10 16 10

Tabla 3 de frecuencias correspondientes al Ejercicio 3 RDAD

V.4.2. Test de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 3 RDAD

Se detallan a continuacion los graficos con los datos asociados a las pruebas de
hipotesis del Ejercicio 3 RDAD.
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EJERCICIO 3 RDAD - Ano 2013

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments

o1 >05 + Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
i + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each

| No
value of CATEGORIAS and the average profile.
= — — + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average % Difference between Observed and
Expected Counts
[ GE
El m GC
El
PC
PC
IPF
IPF
AT
AT
-50% 0% 50%
Positive: Occur more frequently than expected

Negative: Occur less frequently than expected

0% 25% 50% 75% 100%

Figura 25: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 3 RDAD Afio 2013

EJERCICIO 3 RDAD - Afio 2014 |

Summary Report
Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 >05 + Test: You can conclude that there are differences among the
| outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
Yes || ' No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
P= 0,007 | ' value of CATEGORIAS and the average profile.
= — — + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average % Difference between Observed and
Expected Counts
[ GE
El m GC
El
PC
PC
IPF
IPF
AT
AT
-50% -25% 0% 25% 50%
Positive: Occur more frequently than expected

Negative: Occur less frequently than expected

Figura 26: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 3 RDAD Afio 2014
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EJERCICIO 3 RDAD - Ario 2015

Summary Report
Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 >05 + Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
Yes. i No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
— 0016 ' value of CATEGORIAS and the average profile.

- — + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.

GRUPOS and CATEGORIAS.
Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average % Difference between Observed and
Expected Counts
El
El
PC
PC
IPF
IPF
AT
AT
-50% -25% 0% 25% 50%
Positive: Occur more freguently than expected

Negative: Occur less freguently than expected

Figura 27: Prueba de hipétesis correspondiente al Ejercicio 3 RDAD Afio 2015

EJERCICIO 3 RDAD - Afio 2016

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 >05 + Test: You can conclude that there are differences among the

| outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

Yes || i No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
506 | ! value of CATEGORIAS and the average profile.
- — + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes

Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average % Difference between Observed and
Expected Counts
El
El
PC
PC
IPF
IPF
AT
AT
-50% -25% 0% 25% 50%
Positive: Occur more freguently than expected

Negative: Occur less frequently than expected

Figura 28: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 3 RDAD Afio 2016
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EJERCICIO 3 RDAD - Ario 2017

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments

0 005 01 > 05 + Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
Yes N No * Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
P = 0035 value of CATEGORIAS and the average profile.

- . — + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average 42% W G¢ % Difference between Observed and
58% Expected Counts

El W G
El 2%

1PF %

AT ‘

25%
AT 50%
500 -50% -25% 0% 25% 50%

Positive: Occur more freguently than expected
0% 20% 40% 60% 80% Negative: Occur less freguently than expected

Figura 29: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 3 RDAD Afio 2017

V.4.3. Analisis de Datos correspondientes al Ejercicio 3 RDAD

Se formulan a continuacion las hipotesis nula y alternativa, respectivamente, a los

efectos de poder extraer una conclusion de las precedentes pruebas de hipdtesis.

Hipdtesis nula: La formacidn recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de igual forma frente
a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento deductivo por

argumentacion directa.

Hipotesis alternativa: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de forma distinta
frente a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento deductivo

por argumentacion directa.

Las pruebas de hipotesis realizadas sobre este ejercicio permiten observar que, a lo largo
de los cinco afios, rechazan la hipotesis nula, evidenciando una clara diferencia en los
grupos, esa diferencia se manifiesta claramente en dos datos relevantes como la
realizacion de la prueba formal planteada por la consigna del ejercicio versus la
verificacién como prueba de forma similar a los Ejercicios 1,2 RDAD. En este ejercicio

153


http://cbs.wondershare.com/go.php?pid=5482&m=db

nuevamente como en el 1, el grupo experimental consuma la prueba en un nimero
importante casi todos los afios frente al grupo de control, que muestra mucha frecuencia
en la categoria EI, poca frecuencia en PC y suma mas frecuencias a IPF respecto al GE.
La ausencia de justificacidn sigue siendo notable en ambos grupos y en todos los afios,
como asimismo el cierre de conclusion. La identificacion de hipdtesis y tesis en este
ejercicio fue realizada por la casi totalidad de los que realizaron PC e IPF en ambos

grupos y todos los afos.

V.5. Datos correspondientes al Ejercicio 4 RDAD

V.1.1. Categorias emergentes

Para este ejercicio se mantuvieron las mismas categorias emergentes que para el
Ejercicio 3 RDAD, ya que los trabajos presentados o se consumaron por completo: PC
o0 hubo intentos de prueba: IPF. El andlisis de las producciones de los trabajos realizados
por los estudiantes sorprendid con la aparicion de un resultado inesperado ya que, en el
disefio de la investigacion, cuando se genera este ejercicio como instrumento para la
consecucion de la parte experimental de esta investigacion, no se piensa en funcién de
estos resultados. Por ende, la aparicion de este resultado inesperado se traduce en la
categoria emergente denominada Prueba visual: PV. En virtud de esto, la categoria PC
paso a llamarse PFC: prueba formal consumada, para distinguirse de la prueba visual
que no se encuadra dentro de una linea de prueba tradicional.A continuacion, se detalla
aproximadamente como los estudiantes procedieron a demostrar la proposicion
consignada en este ejercicio a través de una prueba visual.La prueba consistio en lo
siguiente. En general, dibujaron una hipotética funcion decreciente, trazando sobre la
misma, rectas tangentes que mostraban visualmente que sus pendientes son negativas.
La argumentacion que avala esta prueba visual es aproximadamente la siguiente: ‘Las
pendientes de la curva en diferentes puntos muestran el decrecimiento de la misma y
tales pendientes son negativas ‘por su forma’ y por la interpretacion geométrica de la
derivada, la pendiente representa la derivada de la funcién en el punto. Como la
derivada es negativa en cualquiera de los puntos, lo que puede verse graficamente, la
funcion es decreciente’. Los estudiantes escribieron aproximadamente lo siguiente: ‘La
funcién es decreciente ya que la pendiente es negativa’. En muchos casos, escribieron

adicionalmente: ‘...por lo que la derivada es negativa’.

A continuacion, se muestran dos pruebas visuales realizadas por los estudiantes:

154


http://cbs.wondershare.com/go.php?pid=5482&m=db

7 i

Figura 30 (izquierda) y Figura 31 (derecha): figuras realizadas por diferentes
estudiantes que muestran la prueba visual del criterio de la derivada primera para

monotonia

V.5.2. Tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 4 RDAD

A continuacidn, se detalla la tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 4 RDAD
para los cinco afios de trabajo. En virtud de aparecer la nueva categoria emergente de
prueba visual: PV, la categoria de PC de iguales caracteristicas que en los tres ejercicios
anteriores, aparece ahora como PFC: prueba formal consumada. Esto se hace para
distinguir a la prueba formal (analitica) de la prueba visual.-De forma analoga a los
Ejercicios 1,2,3 RDAD las categorias *,** quedan excluidas del test de hipotesis, pero
aparecen en la siguiente tabla de frecuencias ya que son datos adicionales pero
relevantes para el andlisis de datos cualitativo y las conclusiones que se exponen en el

capitulo siguiente.

ANO 2013 2014 2015 2016 2017
CAT. |GRUPO |GE |GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC
El 2 i 2 2 i 3 4 2 1 i
PFC 6 |4 5 4 i 5 6 3 i 4
PFC.c/s.just.* 214 | 1/3 |2/3 |04 |2/5 |1/4 |2/4 |03 |2/5 |1/3
SC/CC** 214 |13 | 2/3 |13 |2/5 |22 |15 |12 |2/5 |1/3
PV 8 12 8 11 8 10 8 12 9 13
IPF 3 2 3 2 3 1 i 2 2 il
AT il il 2 1 i 1 il il 1 il
IHT 15 |17 15 17 18 16 15 17 18 18

Tabla 4 de frecuencias correspondientes al Ejercicio 4 RDAD

V.5.3. Test de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 4 RDAD
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Se detallan a continuacion los graficos con los datos asociados a las pruebas de
hipdtesis del Ejercicio 4 RDAD.

EJERCICIO 4 RDAD - Ano 2013

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 o1 >05

There is not enough evidence to conclude that there are

! differences among the outcome percentage profiles at the 0,05
\rs_ INo level of significance.

Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannot/ccnclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

GE
Average % Difference between Observed and
Expected Counts
[ GE
El il m GC
PFC
PFC
PV
PV
IPF
IPF
AT
AT -
-30% -15% 0% 15% 30%
Positive: Occur more frequently than expected

80% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 32: Prueba de hipétesis correspondiente al Ejercicio 4 RDAD Afio 2013

EJERCICIO 4 RDAD - Afio 2014

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 >05

There is not enough evidence to conclude that there are
differences among the outcome percentage profiles at the 0,05

ys_ i No level of significance.
Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannot»conclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the prafiles.

GE
b2 % Difference between Observed and
Expected Counts
[ GE
Bl B m GC
PC
PC
PV
PV
IPF
IPF
AT
AT
-30% -15% 0% 15% 30%
Positive: Occur more frequently than expected

0% 20%. 40% 60% 80% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 33: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 4 RDAD Afio 2014
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EJERCICIO 4 RDAD - Ano 2015

Summary Report
Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 o1 >05 There is not enough evidence to conclude that there are
! differences among the outcome percentage profiles at the 0,05
vg_ | No level of significance.
P= 0,635

Differences among the outcome percentage profiles are not

significant (p < 0,05). You cannot conclude there is an association

between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

El

75%

PC

PV

IPF

75%

AT

0% 20% 40% 60% 80%

Figura 34: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 4 RDAD Afio 2015

IPF

AT

% Difference between Observed and
Expected Counts

GE
W 6C

-50% -25% 0% 25% 50%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

EJERCICIO 4 RDAD - Ano 2016

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

o 005 01

Differences among the outcome percentage profiles are not

significant (p < 0,05). You cannot conclude there is an association

between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

IPF

AT

80%

Figura 35: Prueba de hipétesis correspondiente al Ejercicio 4 RDAD Afio 2016

GE
GC

There is not enough evidence to conclude that there are

differences among the outcome percentage profiles at the 0,05

level of significance.

IPF

AT

% Difference between Observed and
Expected Counts

-30% 15% 0% 15% 30%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

GE
W GC
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EJERCICIO 4 RDAD - Ano 2017

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 0l > 05 There is not enough evidence to conclude that there are
differences among the outcome percentage profiles at the 0,05
Yes I No level of significance.
P=0,758

Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannot conclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

~ m GE
Average 4% W G % Difference between Observed and
6% Expected Counts
I GE
El 50% El | | GC
s0%

- d:l

PC 64%
36%

" e

PV 1%

IPF 67%

AT |

33%
AT 50%
_ e e - - o >

Positive: Occur more frequently than expected
0% 20% 40% 60% 80% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 36: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 4 RDAD Afio 2017

V.5.4. Analisis de Datos correspondientes al Ejercicio 4 RDAD

Se formulan a continuacion las hipotesis nula y alternativa, respectivamente, a los

efectos de poder extraer una conclusion de las precedentes pruebas de hipétesis.

Hipdtesis nula: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de igual forma frente
a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento deductivo por

argumentacion directa.

Hipotesis alternativa: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de forma distinta
frente a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento deductivo

por argumentacion directa.

Las pruebas de hipotesis realizadas sobre este ejercicio permiten observar que, a lo largo

de los cinco afios, aceptan la hipotesis nula, no evidenciando en este caso, diferencia en

los grupos.

Aqui, tanto el grupo experimental como el grupo de control mostraron una prueba
adicional diferente a la habitual, la prueba visual. Y la caracteristica que sorprende mas
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aun de esta prueba visual es que la justificaron coloquialmente, proceso que usualmente
no pueden hacer mayoritariamente cuando abordaron la prueba formal. Ambos grupos
no presentan diferencia, ya que el experimental realiz6 prueba visual en menor medida
que el de control, pero también hubo prueba formal, situacién inversa al grupo de
control. Hubo més IPF en el experimental que en el de control, se supone porque el
experimental esta mas entrenado en estas cuestiones y trata de llevarlas a cabo, aunque
no siempre logre llegar a un arribo exitoso. Cabe destacar que estos intentos son solo a
nivel de prueba analitica pero no visual. La ausencia de justificacion en PFC sigue
siendo notable en ambos grupos y en todos los afios, como asimismo el cierre de
conclusion. La identificacion de hipotesis y tesis en este ejercicio es de la casi totalidad
de los que realizaron PFC; PV e IPF en ambos grupos y todos los afios. Cabe destacar
que las hipdtesis y la tesis en este ejercicio estan claramente evidenciadas, a diferencia
del Ejercicio 2 RDAD, y de forma anéloga a los Ejercicios 1y 3 RDAD.

V.6. Datos correspondientes al Ejercicio 1 RDAI

Para este ejercicio se mantuvieron las mismas categorias emergentes que para el
Ejercicio 3 RDAD. En este ejercicio, las producciones de los estudiantes mostraron que

las pruebas o se consumaron por completo: PC, o hubo intentos de prueba: IPF.

V.6.1. Tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 1 RDAI

ANO 2013 2014 2015 2016 2017
GRUPO GE [GC |[GE |GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC
El 2 7 2 8 3 9 2 8 1 i
PC 16 |5 14 3 14 4 16 3 15 3
PC.c/s.just.* 2/14 | 1/4 | 1/13 |0/3 |0/14 |0/4 |1/15 |0/3 |0/15 |0/3
IPF i 7 3 6 3 4 2 6 3 6
AT i 1 1 3 0 3 0 3 1 4
IHT 17 |12 17 9 17 8 18 9 19 9

Tabla 5 de frecuencias correspondientes al Ejercicio 1 RDAI

V.6.2. Test de hipoétesis correspondiente al Ejercicio 1 RDAI

Se detallan a continuacion los graficos con los datos asociados a las pruebas de
hipétesis del Ejercicio 1 RDAL.
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 1 RDAI - Ario 2013

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

0 005 01

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conclude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

El

IPF

AT

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify ocutcomes
with the greatest % difference between observed and expected

counts.

% Difference between Observed and

Expected Counts
£l
pC
IPF
AT
-50% 0% 50%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 37: Prueba de hipétesis correspondiente al Ejercicio 1 RDAI Afo 2013

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 2 RDAI - Aho 2014

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

Differences among the cutcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conclude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

El

IPF

AT

40%  60%  80%

0% 20%

0 005 01 =05 «+ Test: You can conclude that there are differences among the
| outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
Yes | | i No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
o 5 | ' value of CATEGORIAS and the average profile.
+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes

with the greatest % difference between observed and expected

counts.
% Difference between Observed and
Expected Counts

El

PC

1PF
AT

-50% -25% 0% 25% 50%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 38: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 1 RDAI Afio 2014
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 1 RDAI - Ano 2015

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 o1 >05 + Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
Yes i No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
! value of CATEGORIAS and the average profile.
+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conclude there is an association between

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

I GE

Average W GC
El
pC
IPF
AT

100%
0% 25% 50% 75% 100%

with the greatest % difference between observed and expected
counts.

IPF

AT

% Difference between Observed and
Expected Counts

-100% -50% 0% 50% 100%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 39: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 1 RDAI Afio 2015

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 1 RDAI - Afio 2016

Summary Report
Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 0l =05 + Test: You can conclude that there are differences among the
| outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
Yes | i No. + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
| value of CATEGORIAS and the average profile.
+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conclude there is an association between

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

IPF

AT

0% 25% 50% 75% 100%

with the greatest % difference between observed and expected
counts.

El

IPF

AT

% Difference between Observed and
Expected Counts

-100% -50% 0% 50% 100%

Positive: Occur more freguently than expected
Negative: Occur less freguently than expected

Figura 40: Prueba de hipétesis correspondiente al Ejercicio 1 RDAI Afo 2016
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 1 RDAI - Afio 2017

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments

0 005 01 > 05 « Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
Yes - No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

P= 0,002 - . -
+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes

Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

I GE

Average 3% W GC % Difference between Observed and
63% Expected Counts
[ GE
El GC
: = :— “

-
AT 20%
- 50% 0% 50%

Positive: Occur more frequently than expected
0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 41: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 1 RDAI Afio 2017

V.6.3. Analisis de Datos correspondientes al Ejercicio 1 RDAI

Se formulan a continuacion las hipotesis nula y alternativa, respectivamente, a los
efectos de poder extraer una conclusién de las precedentes pruebas de hipdtesis.
Hipdtesis nula: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de igual forma frente
a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento deductivo por
argumentacion indirecta. Hipétesis alternativa: La formacidn recibida y el paradigma de
ensefianza y aprendizaje experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes
reacciona de forma distinta frente a la propuesta de una prueba matematica que requiere
un razonamiento deductivo por argumentacion indirecta. Las pruebas de hipdtesis
realizadas sobre este ejercicio permiten observar que, a lo largo de los cinco afios,
rechazan la hipétesis nula, evidenciando una clara diferencia en los grupos, esa
diferencia se manifiesta claramente en dos datos relevantes como la realizacion de la
prueba formal planteada por la consigna del ejercicio versus la verificacion como
prueba.En el grupo experimental, en todos los afios, sus integrantes no se limitaron al
empirismo ingenuo, sino que abordaron la prueba formal, ya sea total o parcialmente en

un numero importante frente al grupo de control, que reacciond realizando
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verificaciones aleatorias (lease EI) en un nimero también importante. Es de destacar
que si se observa la tabla 5 de frecuencias, en ambos grupos, la identificacion de la
hipotesis y la tesis es la sumatoria de las frecuencias de los resultados obtenidos en
estudiantes que consumaron la prueba mas los que realizaron un intento fallido. Esta
identificacion fue realizada aproximadamente por la casi totalidad de estudiantes en
cada grupo, de forma similar cada afio. Debe observarse también que AT: ausencia de
trabajo fue minima en ambos grupos, siendo mayor la frecuencia en el grupo de control,
pero asimismo en un numero pequefio. Hubo mucho intento de prueba fallida en el
grupo de control. Ocurrié algo similar al Ejercicio 1 RDAD. El estudiante perteneciente
a GC obtuvo mayores frecuencias en El y AT. EIl proceso de justificacion por parte de
los que realizaron la prueba en ambos grupos es muy notorio en este ejercicio. La Unica
justificacion requerida era explicar en cierto momento de la argumentacién era que, si
un numero es par, lo es también su cuadrado. La categoria SC/CC no hace su aparicion

ya que el estudiante que alcanz6 la meta, no la reafirma, llega a la meta y punto.

V.7. Datos correspondientes al Ejercicio 2 RDAI

Para este ejercicio se mantuvieron las mismas categorias emergentes que para el
Ejercicio 1 RDAD. En este ejercicio, las producciones de los estudiantes mostraron que

las pruebas o se consumaron por completo: PC, o hubo intentos de prueba: IPF.

V.7.1. Tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 2 RDAI

ANO 2013 2014 2015 2016 2017
GRUPO GE |[GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC
El 1 i 2 8 3 [ 2 7 1 7
PC 15 |7 13 4 16 5 17 6 15 4
PFC.c/sjust* | 1/14 |0/7 |1/12 |0/4 |1/15 | 1/4 |1/16 |1/6 |2/13 |1/3
IPF 2 5 3 5 i 5) i 5 8 6
AT 2 il 2 3 0 3 il 2 1 3
IHT 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1

Tabla 6 de frecuencias correspondientes al Ejercicio 2 RDAI

V.7.2. Test de hipdtesis correspondientes al Ejercicio 2 RDAI

Se detallan a continuacién graficos con datos asociados a las pruebas de hipotesis.
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 2 RDAI - Ano 2013

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 ol > 05 « Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
Yes i No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.
+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conclude there is an association between

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

El

IPF

AT

with the greatest % difference between observed and expected
counts.

% Difference between Observed and
Expected Counts

E

IPF

AT

-50% 0% 50%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 42: Prueba de hipétesis correspondiente al Ejercicio 2 RDAI Afo 2013

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 2 RDAI - Ano 2014

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

0 005 01 >05

Yes | | | No
P=10028 |

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conclude there is an association between

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

El

IPF

AT

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected

counts.
% Difference between Observed and
Expected Counts
El
PC
1PF
AT
-50% -25% 0% 25% 50%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 43: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 2 RDAI Afio 2014
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 2 RDAI - Afio 2015

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

0 005 01 505

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conclude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

El

IPF

AT

0% 25% 50% 75% 100%

IPF

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify ocutcomes
with the greatest % difference between observed and expected

counts.

% Difference between Observed and
Expected Counts

AT

-100% -50% 0% 50% 100%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 44: Prueba de hipétesis correspondiente al Ejercicio 2 RDAI Afo 2015

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 2 RDAI - Ano 2016

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

0 005 01 505

'r | [No
2 |

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can con(:jude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

El

IPF

AT

0% 20% 40%

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected

counts.

% Difference between Observed and
Expected Counts

IPF

AT

-50% -25% 0% 25% 50%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 45: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 2 RDAI Afio 2016
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 2 RDAI - Ano 2017

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments

0 005 01 > 05 « Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
Yes | N No! + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
P= 0,005 value of CATEGORIAS and the average profile.

. - = + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

[ GE

Average 3% | GC % Difference between Observed and
63% Expected Counts
GE
B —
El 13%

" S ———

-50% 0% 50%

Positive: Occur more frequently than expected
0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 46: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 2 RDAI Afio 2017

V.7.3. Analisis de Datos correspondientes al Ejercicio 2 RDAI

Se formulan a continuacion las hipotesis nula y alternativa, respectivamente, a los
efectos de poder extraer una conclusion de las precedentes pruebas de hipotesis.
Hipdtesis nula: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de igual forma frente
a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento deductivo por
argumentacion indirecta. Hipétesis alternativa: La formacidn recibida y el paradigma de
ensefianza y aprendizaje experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes
reacciona de forma distinta frente a la propuesta de una prueba matematica que requiere
un razonamiento deductivo por argumentacion indirecta. Las pruebas de hipdtesis
realizadas sobre este ejercicio permiten observar que, a lo largo de los cinco afos,
rechazan la hipétesis nula, evidenciando una clara diferencia en los grupos, esa
diferencia se manifiesta claramente en dos datos relevantes como la realizacién de la
prueba formal planteada por la consigna del ejercicio versus la verificacibn como
prueba. Son validos los mismos comentarios que para el Ejercicio 1 RDAI realizados en
5.6.3. Asimismo, vale destacar que la justificacién en este caso se requeria en dos

ocasiones, y se trata de la propiedad cancelativa para la adicion y multiplicacion. Es
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muy notable como en el ejercicio antes citado, la ausencia de esta accién en ambos
grupos. Con respecto a IHT también es muy notable la ausencia de identificacion por
parte de ambos grupos. Esto puede deberse a que la proposicion no tiene una estructura
tradicional de implicacion, por lo que la hip6tesis y la tesis quedan muy difusas,
especificamente la primera. La categoria SC/CC no hace su aparicion en ninguno de las
producciones presentadas por los estudiantes. El estudiante que alcanza la meta, no la

reafirma, reformulando el enunciado que se queria probar.

V.8. Datos correspondientes al Ejercicio 3 RDAI

V.8.1. Tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 3 RDAI

A continuacion, se detalla la tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 3 RDAI
para los cinco afios de trabajo. Surge una nueva categoria emergente que es EIF:
Empirismo ingenuo fallido y otra que ha aparecido en ejercicios anteriores denominada

PCP: Prueba consumada parcialmente, cuyo detalle se explicita en 5.8.3.

ANO 2013 2014 2015 2016 2017
GRUPO GE [GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC
EIF 2 6 i ] i 6 2 5 1 6
PC i 3 i 4 8 4 i 4 Iy 4
PCP 9 3 10 g 9 g 9 2 9 2
PFC.c/sjust.* |2/14 |0/6 |2/15 |1/6 |1/16 |O/7 |3/13 |1/5 |1/15 |0/6
IPF 1 5 il 4 il 5 i 6 2 5
AT 1 3 i 2 i 2 i 3 1 3
IHT 17 |11 17 10 18 12 17 11 17 10

Tabla 7 de frecuencias correspondientes al Ejercicio 3 RDAI

V.8.2. Test de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 3 RDAI

Se detallan a continuacion los graficos con los datos asociados a las pruebas de

hipdtesis correspondientes al Ejercicio 3 RDAL.
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 3 RDAI - Ano 2013

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 >05 + Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

Yes | No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each

value cf CATEGORIAS and the average prUfi_Ie‘ !

- = o + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes

Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average % Difference between Observed and
Expected Counts

EIF EIF
PC

PC
pPCP

PCP
IPF

IPF
AT

o -50% -25% 0% 25% 50%
Positive: Occur more frequently than expected

Negative: Occur less frequently than expected

Figura 47: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 3 RDAI Afio 2013

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 3 RDAI - Aho 2014

Summary Report
Do the percentage profiles differ? Comments
0 005" 01 >05 + Test: You can conclude that there are differences among the

| outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

Yes| i No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value o‘f CATEGORIAS and the average prcfi_le. .
= —_ + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes

Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

FrEess % Difference between Observed and
Expected Counts
EIF EIF
PC
PC
PCP
PCP
IPF
IPF
AT
AT -50% 0% 50%
Positive: Occur more frequently than expected
0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 48: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 3 RDAI Afio 2014
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 3 RDAI - Ano 2015

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments

0 005 01 > 05 + Test You can conclude that there are differences among the

outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

Yes | No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
! value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected

Differences among the outcome percentage profiles are significant

(p < 0,05). You can ccnc]ude there is an association between counts.
GRUPOS and CATEGORIAS.
Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.
Average % Difference between Observed and
Expected Counts
EIF EIF
86%
PC
PC
PCP
PCP
IPF
IPF
83%
AT
AT -50% -25% 0% 25% 50%
Positive: Occur more frequently than expected

Negative: Occur less frequently than expected

0% 25% 50% 75% 100%

Figura 49: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 3 RDAI Afio 2015

Chi-Square Test for Association: Outcomes by X

Ejercicio 3 RDAI - Aiho 2016

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments

0 005 01 >05 + Test: You can conclude that there are differences among the
| outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

VEr i No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each

value of X and the average profile.
Differences among the outcome percentage profiles are significant

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
. t2L with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.
Outcomes and X

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

GE
e GC % Difference between Observed and
Expected Counts
EIF EIF
PC
PC
PCP
PCP
IPF
IPF
AT
AT -50% -25% 0% 25% 50%
Positive: Occur more frequently than expected

0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

X: categorias

Figura 50: Prueba de hipétesis correspondiente al Ejercicio 3 RDAI Afo 2016
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Chi-Square Test for Association: Outcomes by X

Ejercicio 3 RDAI - Ario 2017

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments

0 005 01 > 05 + Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
Yes I I No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
P = 0025 value of X and the average profile.
. = — + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.

Outcomes and X

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average 3% W GC % Difference between Observed and
T Expected Counts
GE
EIF 125 EIF l:— E 6c
86%
" e
pC 64%
36%
T —
PCP | 82%
18%
" A
1PF 2%
" A —
Ly 2 -50% -25% 0% 25% 50%
75%
Positive: Occur more frequently than expected
0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

X: categorias

Figura 51: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 3 RDAI Afio 2017

V.8.3. Analisis de Datos correspondientes al Ejercicio 3 RDAI

Se formulan a continuacion las hipotesis nula y alternativa, respectivamente, a los
efectos de poder extraer una conclusion de las precedentes pruebas de hipdtesis.
Hipodtesis nula: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de igual forma frente
a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento deductivo por
argumentacion indirecta. Hipdtesis alternativa: La formacion recibida y el paradigma de
ensefianza y aprendizaje experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes
reacciona de forma distinta frente a la propuesta de una prueba matematica que requiere
un razonamiento deductivo por argumentacion indirecta. Las pruebas de hipdtesis
realizadas sobre este ejercicio permiten observar que, a lo largo de los cinco afios,
rechazan la hipétesis nula, evidenciando una clara diferencia en los grupos, esa
diferencia se manifiesta claramente en dos datos relevantes como la realizacion de la
prueba formal planteada por la consigna del ejercicio versus la verificacion como
prueba. Aqui hay que destacar y analizar varias cuestiones. Por un lado, la aparicion de
la categoria emergente EIF. En esta categoria se encuadran los estudiantes que
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utilizaron la verificacion como prueba pero que no pudieron llevarla a cabo como tal.
Ocurre que, en este caso particular, y a diferencia de otras proposiciones, la dificultad
para realizar la verificacion es representativa, ya que por un lado existe una dificultad en
el conocimiento epistemoldgico del funcionamiento del bicondicional. Esto inclusive
debe tenerse en cuenta para el GE que, si bien ha sido instruido en estas cuestiones, no
poseen demasiada experiencia y el estudiante tiende a reincidir en sus concepciones
cuando no tiene solidez de un cierto contenido, es decir, predomina lo que Perkins
(1995), denomina conocimiento ingenuo. Otro hecho, es que, si tuvieron presente que
no debia operarse asi, el estudiante lo hace como ‘escape’ para lograr el objetivo, de
alguna forma. Volviendo especificamente al problema de la verificacion en este
ejercicio, debe considerarse que verificar una proposicion expresada como
bicondicional requiere que se exhiba un ejemplo que satisfaga al mismo tiempo
antecedente y consecuente. Por otro lado, y de acuerdo a lo expuesto en el Capitulo 111,
parrafo 111.10. en general al estudiante no le es simple, ni ‘empatico’, ni usual la
comprobacion de que una funcion es diferenciable en un punto o en un conjunto,
proceso contrario a la verificacion de si una funcion es derivable en un-punto o en un
conjunto. Esta ultima accion es la que abordaron los que utilizaron la verificacion como
prueba, categoria encuadrada como EIF en este caso particular. Se pueden suponer dos
cosas, una es el desconocimiento epistemolégico del funcionamiento del bicondicional,
ya descripto. Si se observan las estadisticas, en el grupo GC es donde més se da la
frecuencia de esta categoria mientras que en el grupo GE es infima la frecuencia. La
otra suposicién, también ya abordada en la descripcion precedente es la falta de solidez,
y como consecuencia ‘ausencia de empatia’ con el concepto de diferenciabilidad. En
general, el estudiante de los cursos de Calculo para Ciencias e Ingenieria, limita todo a
la derivabilidad, especialmente ‘cuando lo llevan a descubrir’ o ‘le descubren’ que
derivabilidad y diferenciabilidad son dos relaciones equivalentes, en una variable, por
supuesto. Si bien aqui, el estudiante debia probar precisamente esta equivalencia, el
estudiante momentaneamente lo olvida y usualmente puede llegar a asumir la
equivalencia explicitada como verdadera, olvidando el objetivo, y limitarse a verificar la
derivabilidad de la funcion. Por ende, el proceso de verificacion asumido como prueba
ha sido erréneo por todos los estudiantes que lo abordaron, porque lo que hicieron fue
‘chequear’ que la funcién propuesta resulta derivable y consideraron que esto era
suficiente para verificar la equivalencia entre derivabilidad y diferenciabilidad, por esta

razon esencialmente, se reitera la necesidad de la incorporacion de esta categoria: EIF.
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La otra categoria emergente es PCP y se manifestd porque hubo estudiantes que
realizaron la prueba de forma parcial. Esto quiere decir, que cuando el estudiante nego
el consecuente, formul6 que la funcidn no es derivable, por ende, al no existir derivada,
directamente concluyé que la funcién no es diferenciable. Es decir, que el estudiante no
analizd la diferenciabilidad de la misma, examinando la definicion con el hecho de la no
existencia de la derivada y paso directamente a la conclusion. El hecho aca no radica en
un problema especifico de argumentacion, ya que la lleva a cabo parcialmente, sino que
se interfiere una especifica cuestion conceptual del Célculo. La prueba puede observarse
en el marco metodoldgico en 1V.3.3. pag. 106. y claramente puede observarse cuél es la
omision a la que se hace referencia, lineas atrds. Hay un nimero importante todos los
afios de EIF, especialmente en el GC y también un numero importante de PCP,
especialmente en el GE. La justificacién, como en todos los ejercicios anteriores ha
estado ausente mayoritariamente. La categoria IHT de la misma forma que en el
ejercicio anterior, fue notable la no identificacion también en este ejercicio, por las
razones explicadas en su momento, mientras que en este ejercicio donde la estructura es
tradicional, fue casi total por parte de ambos grupos, la deteccion de hipotesis y tesis. La
proposicion tiene una estructura logica ‘tradicional’, pero el estudiante cuando ve una
implicacion puede detectar facilmente la hipotesis y la tesis, pero frente a una doble
implicacion, el estudiante tiende a confundir al punto de partida y punto de llegada. Por
ende, en este ejercicio, mayoritariamente los estudiantes no respondieron y cuando lo
hicieron, lo hicieron erréneamente, manifestando, por ejemplo, que hipotesis y tesis en
esta proposicion son lo mismo. Esto Gltimo, no es erréneo, pero tampoco es adecuado.
Son dos condiciones en las que cada una retroalimenta a la otra y viceversa, y que se
imponen entre si, siendo la diferenciabilidad una condicién necesaria y suficiente para
la derivabilidad, de acuerdo a lo establecido y enunciado en el marco tedrico por Ibafiez
& Ortega (2004) cuando hacen referencia al parateorema de enunciados. Esto no es algo
muy conocido por el estudiante ingresante a la universidad en la actualidad, inclusive
para los integrantes del GE, que si bien han sido instruidos en estas cuestiones no llegan
a consolidar una maduracion suficiente en tiempo y forma para internalizar estas
estructuras conceptuales. La categoria SC/CC no hace su aparicion en ninguno de las
producciones presentadas por los estudiantes. El estudiante que alcanza la meta, no la

reafirma, reformulando el enunciado que se queria probar.
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V.9. Datos correspondientes al Ejercicio 1 RI
V.9.1. Categorias emergentes
Las nuevas categorias emergentes son las siguientes:

Gen: Generalizacion. En esta categoria se encuadran aquellos estudiantes que pudieron
llevar a cabo la generalizacion requerida por la consigna del ejercicio. Esta categoria fue
excluida de la prueba de hipotesis y contiene las frecuencias de los estudiantes que
realizaron Gensol; PISVi; PC; PCsuH.

Gensol: Generalizacion solamente. En esta categoria se encuadran aquellos estudiantes
que Unicamente realizaron la generalizacion, es decir, la fase inicial de la consigna

propuesta por el ejercicio.

PISVi: Prueba incompleta sin validacion inicial. En esta categoria se encuadran
aquellos estudiantes que pudieron llevar a cabo la prueba, pero no habiendo realizado la

validacion inicial, requerida a través del método de induccion matematica.

PCsuH: Prueba consumada sin uso de hipotesis. En esta categoria se encuadran
aquellos estudiantes que pudieron consumar la prueba, sin justificar en cierto momento

necesario, la utilizacion de la hipétesis para la consecucion de la prueba.
V.9.2. Tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 1 RI

A continuacion, se detalla la tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 1RI.

ANO 2013 2014 2015 2016 2017
GRUPO GE|GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC
Gen 20 |19 19 19 20 19 19 20 19 20
Gensol 6 15 3 14 2 12 2 10 2 14
PC 2 0 3 0 3 0 2 0 3 0
PC.c/s.just.* 1/8 |{0/2 |0/12 |0/2 |1/10 |0/2 |1/11 |0/3 |0/10 |0O/2
PISVi 5 a 6 il i 1 8 1 ) i
IPF 5 2 4 3 5 5) 5 i 7 4
PCsuH 2 il 3 il 1 1 2 2 2 il
AT 0 a 1 il 0 1 i 0 1 0

Tabla 8 de frecuencias correspondientes al Ejercicio 1 RI
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V.9.3. Test de hipotesis correspondiente al Ejercicio 1 Rl

Se detallan a continuacion los graficos con los datos asociados a las pruebas de

hipdtesis del Ejercicio 1 RI.

Ejercicio 1 Rl - Aho 2013

Summary Report
Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 >05 + Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
Yes. i No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
P= 0040 ! value of CATEGORIAS and the average profile.
s 2 - —_ + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes

Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

A .
— % Difference between Observed and
Expected Counts
Gensol Gensol = gg
BC PC
PISV
PISVi
IPF
IPF
PCsuH
PCsuH
AT
AT -100% -50% 0% 50% 100% ]
Positive: Occur mare frequently than expected
0% 25% 50% 75% 100% MNegative: Occur less frequently than expected

Figura 52: Prueba de hip6tesis correspondiente al Ejercicio 1 Rl Afio 2013

Ejercicio 1Rl - Aho 2014

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 >05 + Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

Yes i No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each

0011 value of CATEGORIAS and the average profile.

= = —— + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

A .
- % Difference between Observed and
Expected Counts
Gensol [ GE
Gensol = Gc
PC PC
PISVi
PISVi
IPF
IPF
PCsuH
PCsuH
AT
AT -100% -50% 0% 50% 100%
Positive: Occur more freguently than expected
0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected
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Figura 53: Prueba de hipétesis correspondiente al Ejercicio 1 Rl Afio 2014

Ejercicio 1Rl - Aho 2015

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

o 005 01 >05
Yes' iNo
P=0008

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conclude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

Gensol

PISVi

IPF

PCsuH

0% 25% 50% 75% 100%

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected

counts.
% Difference between Observed and
Expected Counts
Gensol
pC
PISVi
IPF
PCsuH
AT
-100% -50% 0% 50% 100%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 54: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 1 RI-Afio 2015

Ejercicio 1RI - Afio 2016

Summary Report
Do the percentage profiles differ? Comments
0 o050l > 05 « Test: You can conclude that there are differences among the
| outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
Yes. i No! + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
! value of CATEGORIAS and the average profile.

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conqlude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

Gensol

PISVi

IPF

PCsuH

AT

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected
counts.

% Difference between Observed and
Expected Counts

[ GE

Gensol

PISVi

IPF

PCsuH

AT

-100% -50% 0% 50% 100%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 55: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 1 Rl Afio 2016
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Ejercicio 1 Rl - Aho 2017

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments

0 005 01 > 05 + Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
Yes | I No * Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
b= 0005 value of CATEGORIAS and the average profile.
. + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes

Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

[ GE
1% :
Average _m—l W GC % Difference between Observed and
Expected Counts
Gensol 13% m se
% el T — S
= o0 o ——
| 0%
PISVi
PISVi 83%
17%
1PF i:’
\PF 645
36%
e ——
PCsuH 7%
” * d:l
AT 100% -100% -50% 0% 50% 100%

Positive: Occur more frequently than expected
0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 56: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 1 Rl Afio 2017

V.9.4. Analisis de Datos correspondientes al Ejercicio 1 RI

Se formulan a continuacion, las hipétesis nula y alternativa, respectivamente, a los

efectos de poder extraer una conclusion de las precedentes pruebas de hipotesis.

Hipdtesis nula: La formacién recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de igual forma frente
a la propuesta de wuna prueba matematica que requiere un razonamiento
inductivo.Hipotesis alternativa: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y
aprendizaje experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de forma
distinta frente a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento

inductivo.

Las pruebas de hipétesis realizadas sobre este ejercicio permiten observar que, a lo largo

de los cinco afios, rechazan la hipotesis nula, evidenciando una diferencia en los grupos.

Aqui hay que destacar que a diferencia de lo ocurrido con los ejercicios 1, 2y 3 RDAIl y
los ejercicios 1, 2 y 3 RDAD, la diferencia entre los grupos no es tan notoria en cuanto a
la consecucion de la prueba en forma total, si se observa la tabla de frecuencias como en

los ejercicios mencionados. Debe observarse que en las cinco cohortes solo en GE muy

176


http://cbs.wondershare.com/go.php?pid=5482&m=db

pocos estudiantes pudieron consumar por completo la prueba y ninguno en el GC. En
GE, la frecuencia alcanzada en PC en cada cohorte fue de aproximadamente un 50% o
un porcentaje ligeramente menor y un 60% en la cohorte de 2017. La justificacion como
en todos los ejercicios anteriores, estuvo muy ausente, pero asimismo la justificacion de
la utilizacion de la hipdtesis de induccion en el momento requerido de la prueba fue
realizada por la mayoria de los estudiantes tanto por aquellos que elaboraron la prueba
total o parcialmente. Debe destacarse asimismo que se evidencia que la metodologia del
proceso inductivo no fue claramente comprendida en virtud del nimero importante de la

categoria emergente: PISVi.

Los estudiantes que realizaron la prueba parcial o totalmente no realizaron
mayoritariamente la validacion inicial, fue ignorada casi por completo, esto evidencia
desconocimiento o simplemente indiferencia frente a este hecho, esa indiferencia puede
ser el no considerarlo relevante. Deben observarse y relacionarse con estas acciones,
ciertas apreciaciones realizadas por los estudiantes y que se vierten en los parrafos
V.11lyV.1l.2

La generalizacion fuerealizada mayoritariamente -por ambos grupos y en. su casi
totalidad. Existe una categoria, no incluida en la prueba de hipétesis, denominada Gen 'y
aglutina la totalidad de las frecuencias de los estudiantes que realizaron la
generalizacion. Se puede observar en el analisis de datos de este ejercicio que hubo muy
poca ausencia de trabajo, ya que, si bien hubo muy poca consecucion de la prueba por
parte de GC y mucho menor ain en GE, practicamente ningln estudiante dejé el trabajo
‘vacio’ y se enfocd a la primera instancia del ejercicio que era la generalizacion, la que

realiz6 adecuadamente y en muchos casos no continué con el proceso.

La categoria SC/CC no hace su aparicion en ninguno de las producciones presentadas
por los estudiantes. El estudiante que alcanza la meta, no la reafirma, reformulando el

enunciado que se queria probar.
V.10. Datos correspondientes al Ejercicio 2 Rl
V.10.1. Tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 2 Rl

Las categorias para este ejercicio son las mismas que las del Ejercicio 1 RI.
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ANO

2013

2014

2015

2016

2017

GRUPO

GE

GC

GE

GC

GE |GC

GE

GC

GE

GC

Gen

20

19

19

19

20 19

19

20

19

20

Gensol 5 14 1 11 2 11 2 9 2 12
PC 3 0 4 i 4 0 2 0 3 0
PC.c/s.just.* 2/8 | 0/3 |2/12 | 0/5 1/13 | 0/3 1/11 | 0/4 1/10 | 1/3

PISVi

2

7]

2

i 2

IPF

2

3

4 5

PCsuH

2

i

2

| 1

AT

0

il

4
3
1

i

0 1

P N o1

ol N NN

P W o

ol N &~ DN

Tabla 9 de frecuencias correspondientes al Ejercicio 2 Rl

V.10.2. Test de hipotesis correspondiente al Ejercicio 2 Rl

Se detallan a continuacion los graficos con los datos asociados a las pruebas de

hipotesis del Ejercicio 2 RI.

Ejercicio 2 Rl - Ano 2013

Summary Report
Do the percentage profiles differ? Comments
0 005,001 > 05 « Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
ves-[j i No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
P = 0,048] value of CATEGORIAS and the average profile.

Differences among the outcome percentage profiles are significant
{p < 0,05). You can conc]ude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

Gensol

PISVi

IPF

PCsuH

AT

100%

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected

counts.
% Difference between Observed and
Expected Counts

- o
PC
PISVi
IPF
PCsuH
AT

-100% -50% 0% 50% 100%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 57: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 2 Rl Afio 2013
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Ejercicio 2 RI - Aio 2014

Summary Report
Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 >05 + Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
var | No. + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
' value of CATEGORIAS and the average profile.

[P=0021]

- — + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average % Difference between Observed and
Expected Counts

Gensol @
PC PC
PISVi

PISVi
IPF

IPF
PCsuH

PCsuH
AT

AT -80% 40% 0% 40% 80%
Positive: Occur more frequently than expected

Negative: Occur less frequently than expected

Figura 58: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 2 Rl Afio 2014

Ejercicio 2 Rl - Afio 2015

Summary Report
Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 >05 + Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
Yes || i No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
o | ! value of CATEGORIAS and the average profile.
- — + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes

Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average % Difference between Observed and
Expected Counts

Gensol Gensal
BC PC
PISVi

PISVi
IPF

IPF
PCsuH

PCsuH
AT

AT -100% -50% 0% 50% 100%
Positive: Occur more frequently than expected

0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 59: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 2 Rl Afio 2015
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Ejercicio 2 Rl - Aho 2016

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 > 05 « Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
Yes i No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
P =0044 value of CATEGORIAS and the average profile.
+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

GE
Ay :
verase % Difference between Observed and
Expected Counts
Gensol [—
pC 100% PC
PISVi
PISVi
IPF
IPF
PCsuH
PCsuH
AT
AT 100% -100% -50% 0% 50% 100%
Positive: Occur more frequently than expected
0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 60: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 2 Rl Afio 2016

Ejercicio 2 RI - Afio 2017

Summary Report
Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 of > 05 « Test: You can conclude that there are differences among the

| outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
Yes [ T No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for zach

1 value of CATEGORIAS and the average profile.

- + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcom es

Differences among the outcame percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts,

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles,

Avarzge % Difference between Observed and
Expected Counts

= Gensol
»c »c
PEVI

PV
PF

IPF
PCsuH

PCsuH
AT

oy -100% -50% 0% 0% 100%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 61: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 2 Rl Afio 2017

V.10.3. Analisis de Datos correspondientes al Ejercicio 2 Rl

El andlisis de datos correspondiente a este ejercicio no difiere del realizado en V.9.3.
V.11. Datos correspondientes al Ejercicio 3 RI

V.11.1. Tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 3 Rl
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La siguiente tabla de frecuencias es idéntica a la generada para los Ejercicios 1y 2 RI
salvo las categorias Gen y Gensol, que aqui no aparecen porgque no son necesarias ya
que se trata solamente de un ejercicio de validacion por induccién matemaética.

ANO 2013 2014 2015 2016 2017
GRUPO GE |[GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC
PC 4 0 5 0 4 0 5 0 3 0
PC.c/s.just.* 1/11|0/4 |2/12 | 2/2 |3/13 |0/3 |1/11 | 1/3 |3/10 |0/4
PISVi 5 2 | i 6 2 4 1 5 2
IPF i 5 5 5 2 i i i i 8
PCsuH 3 2 4 3 6 i 3 3 5 2
AT il 11 1 11 2 10 i 9 0 8

Tabla 10 de frecuencias correspondientes al Ejercicio 3 RI

V.11.2. Test de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 3 Rl

Se detallan a continuacion los graficos con los datos asociados a las pruebas de

hipétesis del Ejercicio 3 RI.

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 3 Rl - Ano 2013

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

0 0,05 01 > 0,5
Ve No
P = 0,007

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conc]ude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average 6% m GC
40%
pPC ‘ 100%
‘ 0
PISVi %
29%
IPF 58%
22%
PCsuH 6%
0%
AT 8%
92%
0% 25% 50% 75% 100%

C—

Comments

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected

counts.

% Difference between Observed and

Expected Counts

o GE
W GC

e —
IPF ij
o -
I —
-100% -50% 0% 50% 100%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 62: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 3 Rl Afio 2013
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 3 Rl - Anho 2014

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 > 05 « Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
i No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
! value of CATEGORIAS and the average profile.
- — + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

FrErEE % Difference between Observed and
Expected Counts
pC 100% PC
PISVi
PISVi
IPF
IPF
PCsuH
PCsuH
AT
o -100% -50% 0% 50% 100%
Positive: Occur more frequently than expected
0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 63: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 3 Rl Afio 2014

Ejercicio 3 RI - Afio 2015 -

Summary Report
Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 0l =05 + Test: You can conclude that there are differences among the

| outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

Yes. W i No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
i | ! value of CATEGORIAS and the average profile.
= S— + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes

Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

biaze % Difference between Observed and
Expected Counts

PC PC
PISVi

PISVi
IPF

IPF
PCsuH

PCsuH
AT

AT

-100% -50% 0% 50% 100%
Positive: Occur more frequently than expected

0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 64: Prueba de hipétesis correspondiente al Ejercicio 3 Rl Afio 2015
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 3 Rl - Ao 2016

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

0 005 01 505

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conclude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

PISVi

IPF

PCsuH

AT

0% 25% 50% 75% 100%

Figura 65: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 3 Rl Afio 2016

Ejerc

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify ocutcomes
with the greatest % difference between observed and expected

counts.
% Difference between Observed and
Expected Counts
PC
PISVi
IPF
PCsuH
AT
-100% -50% 0% 50% 100%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

io 3 Rl - Anho 2017

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

o 005 01 >05

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conqlude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

GE

Average GC
PISVi
IPF

PCsuH

AT

0% 25% 50% 75% 100%

Figura 66: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 3 Rl Afio 2017

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected

counts.
% Difference between Observed and
Expected Counts
PC
PISVi
1PF
PCsuH
AT
-100% -50%. 0% 50% 100%.

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected
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V.11.3. Analisis de Datos correspondientes al Ejercicio 3 RI

Se formulan a continuacion las hipotesis nula y alternativa, respectivamente, a los
efectos de poder extraer una conclusion de las precedentes pruebas de hipdtesis.
Hipdtesis nula: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de igual forma frente
a la propuesta de wuna prueba matematica que requiere un razonamiento
inductivo.Hipotesis alternativa: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y
aprendizaje experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de forma
distinta frente a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento
inductivo.Las pruebas de hipdtesis realizadas sobre este ejercicio permiten observar que,
a lo largo de los cinco afos, rechazan la hipétesis nula, evidenciando una diferencia en
los grupos.Aqui se ve claramente que el GE si bien en aproximadamente un 60%, un
poco mas segun el afio, pudo llevar a cabo la prueba requerida, con falencias, omitiendo
la justificacion por hipoétesis de induccion u omitiendo la validacion inicial. En el GC la
prueba fue casi inexistente, muchos estudiantes no presentaron trabajo alguno, sumando
mucha frecuencia a la categoria AT y proporcionalmente muchos estudiantes en ambos
grupos realizaron una prueba fallida sumando frecuencias a la categoria IPF. La
justificacion como en todos los ejercicios anteriores, estuvo muy ausente. La categoria
SC/CC no hace su aparicion en ninguno de las producciones presentadas por los
estudiantes. El estudiante que alcanza la meta, no la reafirma, reformulando el

enunciado que se queria probar.

V.12. Datos correspondientes al Ejercicio 4 Rl
V.12.1. Tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 4 Rl

Las categorias emergentes son las mismas que para el Ejercicio 3 RI.

ANO 2013 2014 2015 2016 2017
GRUPO GE|GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC
PC 5 0 6 i 4 0 5 0 6 i
PC.c/s.just.* 1/8 |0/2 |0/12 |0/2 |1/10 |0/2 |1/11 |0/3 |0/10 |0O/2
PISVi 4 2 4 2 5 2 4 1 4 il
IPF 8 5 6 6 i i i i 4 i
PCsuH 3 2 4 il 3 2 3 3 5 3
AT 0 11 0 10 1 9 i 9 1 8

Tabla 11 de frecuencias correspondientes al Ejercicio 4 RI
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V.12.2. Test de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 4 Rl

Se detallan a continuacion graficos con los datos asociados a las pruebas de hipotesis.

Ejercicio 4 Rl - Ario 2013

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
[0 005 01 >05 « Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
Yes. i No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
! value of CATEGORIAS and the average profile.

[P= 0,002

= — + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

GE
Average % Difference between Observed and
Expected Counts
PC PC
PISVi
PISVi
IPF
IPF
PCsuH
PCsuH
AT
AT
-100% -50% 0% 50% 100%.
Positive: Occur more frequently than expected

0% 25% 50% 75% 100% MNegative: Occur less frequently than expected

| | E

Figura 67: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 4 Rl Afio 2013

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 4 Rl - Aiio 2014

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 > 0.5 + Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

Yes! i No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
! value qf CATEGORIAS and the average pmﬁ!e. !

= = — + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

I GE
e GC % Difference between Observed and
Expected Counts
PC PC
PISVi
PISVi
IPF
IPF
PCsuH
PCsuH
AT
AT -100% -50% 0% 50% 100%
Positive: Occur more frequently than expected
0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 68: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 4 Rl Afio 2014
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 4 Rl - Ao 2015

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

0 005 01 505

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conclude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

PISVi

IPF

PCsuH

AT

0% 25% 50% 75% 100%

Figura 69: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 4 Rl Afio 2015

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify ocutcomes
with the greatest % difference between observed and expected

counts.
% Difference between Observed and
Expected Counts
PC
PISVi
IPF
PCsuH
AT
-100% -50% 0% 50% 100%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 1Rl - Aho 2016

Do the percentage profiles differ?

Comments

0 005 .01 >05

H - No
P =0,010 |

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conclude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

PIsVi

IPF

PCsuH

AT

0% 25% 50% 75% 100%

Figura 70: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 4 Rl Afio 2016

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected

counts.
% Difference between Observed and
Expected Counts
pC
PISVi
IPF
PCsuH
AT
-100% -50%. 0% 50% 100%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 4 Rl - Ano 2017

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 >05 + Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
Yes No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
= 0016 value of CATEGORIAS and the average profile.

- — + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can mnc»lude there is an association between counts.

GRUPOS and CATEGORIAS.
Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.
N [ GE
Average 55% W GC % Difference between Observed and
5% Expected Counts
GE
e s e — B
12%
PISVI
P o —
20%
" e
IPF 36%
54%
o ——
PCsuH 63%
N —
o 1 -80% -40% 0% 40% 80%
39%
Positive: Occur more frequently than expected
0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 71: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 4 Rl Afio 2017

V.12.3. Analisis de Datos correspondientes al Ejercicio 4 Rl

El andlisis de datos correspondiente a este ejercicio no difiere del correspondiente al
realizado en V.11.3.

V.13. Datos correspondientes al Ejercicio 1 RRA

V.13.1. Categorias Emergentes

Categorias incluidas en el test de hipotesis

Tipos de pruebas presentadas por los estudiantes:
PC: Prueba consumada
Casos especiales:

IPF: Intento de prueba fallido: Se recuerda que en esta categoria se agrupan las
frecuencias de los estudiantes que intentan llevar a cabo la prueba realizando la
negacion inicial requerida de la tesis y ahi quedan detenidos.

IPAF: intento de prueba avanzado fallido: En esta categoria se agrupan las
frecuencias de los estudiantes que avanzan ligeramente en la prueba, pero no
pueden seguir méas alld de algunos esbozos que pueden ser presentacion de
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definiciones y propiedades con el fin de relacionarlos a los efectos de llegar a
probar lo que se busca. En este caso particular se presentan un par de intentos de
prueba como se detallan a continuacion:Supone el estudiante que el elemento
absorbente no es Unico y que existen dos absorbentes, por ejemplo: ky a (esto es lo
gue presenta en IPF)

En esta categoria continta algo mas, por ejemplo, operando con los elementos que
presento en la negacion de la tesis y se queda en ese estadio.

Si k es absorbente de a resulta que k*a=k
Si a es absorbente de k resulta que a*k=a
AT: Ausencia de trabajo

Categorias complementarias al test de hipotesis

IHT: Identificacidn de hipdtesis y tesis.

* PC prueba consumada con o sin justificacion y agrupa a las frecuencias
correspondientes a PC y se corresponde asi en la tabla: valor c.just./valor s.just.

V.13.2. Tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 1 RRA

A continuacion, se detalla la tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 1 RRA

para los cinco afios de trabajo y también se detallan las nuevas categorias emergentes.

ANO 2013 2014 2015 2016 2017
GRUPO GE|GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC
PC i il 8 2 6 1 i 2 ) i
PC.c/s.just.* 25 10/1 |2/6 |02 |15 |0/1 |1/6 |0/2 |1/4 |01
IPF 5 g 6 10 4 g 5 10 5) 10
IPAF 5 2 4 i 6 2 5 1 9 4
AT 3 8 2 i 4 8 3 i 1 5
IHT 10 |2 7 5 11 6 8 7 9 6

Tabla 12 de frecuencias correspondientes al Ejercicio 1 RRA

V.13.3. Test de hipotesis correspondiente al Ejercicio 1 RRA

Se detallan a continuacion los graficos con los datos asociados a las pruebas de
hipdtesis del Ejercicio 1 RRA.
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 1 RRA - Aho 2013

Summary Report
Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 =05 + Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
Yes i No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
i value L_Jf CATEGORIAS and the average proﬁ!e. .

- - — + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conc]ude there is an association between counts.

GRUPOS and CATEGORIAS.
Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.
GE
W GC % Difference between Observed and
Expected Counts
PC
IPF
IPAF
AT
-50% 0% 50%
Positive: Occur more frequently than expected
0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 72: Prueba de hipotesis correspondiente al Ejercicio 1 RRA Afio 2013

Chi-Square Test for Association: GRUPQS by CATEGORIAS
Ejercicio 1 RRA - Afio 2014

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments

>05 + Test You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
i + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each

| No I
! value of CATEGORIAS and the average profile.
- — + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

% Difference between Observed and
Expected Counts

PC
IPF
IPAF
AT

-50% -25% 0% 25% 50%

Positive: Occur more frequently than expected

0% 20% 40% 60% 80% Neagative: Occur less frequently than expected

Figura 73: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 1 RRA Afio 2014
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 1 RRA - Ario 2015

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

o 005 o1 >05

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conqlude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

GE
Average GC
PC
IPF
IPAF
AT

0% 25% 50% 75% 100%

Figura 74: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 1 RRA Afio 2015

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected

counts.
% Difference between Observed and
Expected Counts
pC
IPF
IPAF
AT

-50% -25% 0% 25% 50%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS
Ejercicio 1 RRA - Ano 2016

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

0 005 01 >05

Varl - No

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conqlude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

GE
Average GC
pC
IPF
IPAF
AT
0% 20% 40% 60% 80%

Figura 75: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 1 RRA Afio 2016

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected
counts.

% Difference between Observed and
Expected Counts

IPF

IPAF

AT

-50% -25% 0% 25% 50%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 1 RRA - Aho 2017

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 >05 + Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
Yes M No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
P=0030 value of CATEGORIAS and the average profile.
s S + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected

(p < 0,05). You can mnc]ude there is an association between counts.
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

I GE

Average % | 6C % Difference between Observed and
9% Expected Counts
PC GC
o B d:l ]
17%

IPF
PE 33%
67%

IPAF 69%
31%
" :—
AT 7%
39 -50% -25% 0% 25% 50%

Positive: Occur more frequently than expected
0% 20% 40% 60% 80% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 76: Prueba de hipotesis correspondiente al Ejercicio 1 RRA Afio 2017

V.13.3. Analisis de Datos correspondientes al Ejercicio 1 RRA

Se formulan a continuacion las hipétesis nula y alternativa, respectivamente, a los

efectos de poder extraer una conclusion de las precedentes pruebas de hipdtesis.

Hipdtesis nula: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de igual forma frente
a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento por reduccion al

absurdo.

Hipdtesis alternativa: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de forma distinta
frente a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento por

reduccién al absurdo.

Las pruebas de hipdtesis realizadas sobre este ejercicio permiten observar que, a lo largo

de los cinco afios, rechazan la hipotesis nula, evidenciando una diferencia en los grupos.

Se observa una diferencia en los grupos, pero de forma similar a los ejercicios

correspondientes a razonamiento inductivo, el numero de estudiantes que pudo

191


http://cbs.wondershare.com/go.php?pid=5482&m=db

consumar la prueba fue minimo en ambos grupos. En GE ese nimero traducido en
porcentaje oscilo entre 20% y 40% en los cinco afios. Hubo mucha frecuencia en las
categorias: IPF e IPAF y también un mayor nimero en AT, especialmente en el GC. La
identificacién de la hipotesis y tesis también fue en un ndmero significativamente
menor en los dos grupos, agudizandose en GC. Esta falta de identificacion puede
provenir del hecho de que la proposicion no responde a la estructura tradicional de
proposicién y el estudiante se desorienta. Los estudiantes pertenecientes a GE estaban
mas entrenados, pero asimismo no fue mucho el nimero de gente que logré tal
identificacion. Debe destacarse que con respecto a los ejercicios de RI, el nimero de
estudiantes que pudo llevar a cabo la prueba de este ejercicio fue significativamente
menor. El razonamiento de este tipo en teoremas de unicidad es ‘duro’ y no simple de
llevar a cabo para un estudiante inicial que no ha tenido un periodo de tiempo
significativo para que pueda internalizar estas cuestiones. También destaca la ausencia
de una categoria muy presente en muchos de los ejercicios anteriores y es: El, y puede
suponerse la imposibilidad de verificar la unicidad del cualquier elemento distinguido
de una operacion, por lo que el estudiante que no pudo llevar a cabo la prueba o
intentarlo, aumentd la frecuencia en AT, al no poder efectivizar la prueba a través de EI.

La categoria SC/CC de la misma forma que en los ejercicios de induccién y
argumentacion indirecta no hace su aparicion en ninguna de las producciones de los
estudiantes. El estudiante que llega a la meta, no la reafirma, reformulando el enunciado

que se queria probar.

V.14. Datos correspondientes al Ejercicio 2 RRA

V.14.1. Categorias Emergentes

Previamente a la presentacion de la tabla de frecuencias correspondiente al presente

ejercicio, se deben destacar dos cuestiones de suma importancia.

Por un lado, de forma similar al Ejercicio 1 RRA, la categoria IPF encuadra en este caso
a los estudiantes que negaron la tesis y se quedaron alli mientras que IPAF encuadra a
los estudiantes que avanzaron significativamente pero que ‘se animaron a traspasar la
barrera’ y no hallaron la contradiccion que era un simple paso méas consistente en la

contrastacion con la hipétesis, como se muestra a continuacion.
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La demostracién gque se plantea en este ejercicio es la siguiente:

Siun conjunto X = <& de vectoreses finitoyV — X A X es L.I.=V es L.I.

Supongamos que el conjunto V €S L.D y simultaneamente aceptamos que V < X

— X esL.D (por otra propiedad de la dependencia lineal) (***)

Hasta aqui es lo que hizo aproximadamente el estudiante encuadrado en la categoria
IPAF, y lo que hubiera faltado para completar esta prueba desarrollada en capitulo 1V

en 1V.3.5. pag.114. es lo siguiente:
(***) lo que es absurdo porque contradice la hipotesis, es decir que X esLl.

Por lo tanto, la implicacion V. < X A X €S L.I.=V es L. es valida.

V.14.2. Tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 2 RRA

A continuacion, se presenta la tabla de frecuencias correspondiente a este ejercicio,
cuyas categorias son iguales al Ejercicio 1 RRA pero, que agrega una ya descripta y

muy frecuente en ejercicios anteriores, EI: Empirismo ingenuo.

ANO 2013 2014 2015 2016 2017
GRUPO GE|GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC
El 2 i 1 5 1 6 i 4 2 i
PC 10 | 2 10 3 2| 1 8 2 g 2
PC.c/s.just.* 10 |2 10 3 9 1 8 2 9 2
IPF 2 i 1 i 3 8 3 9 4 8
IPAF 4 il 5 2 5 2 5 1 3 il
AT 2 3 3 3 2 3 3 4 2 2
IHT 10 |2 7 5 11 6 8 7 9 6

Tabla 13 de frecuencias correspondientes al Ejercicio 2 RRA

V.14.3. Test de hipotesis correspondiente al Ejercicio 2 RRA

Se detallan a continuacién graficos con los datos asociados a las pruebas de hipotesis.
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 2 RRA - Ao 2013

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

0 005 01 >05

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conc]ude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

IPF

IPAF

AT

0% 20% 40% 60% 80%

+ Test You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected
counts.

IPF

IPAF

AT

% Difference between Observed and
Expected Counts

-50% -25% 0% 25% 50%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 77: Prueba de hipotesis correspondiente al Ejercicio 2 RRA Afio 2013

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS |

Ejercicio 2 RRA - Ano 2014

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

0 005 04 >05

vr [No
|
Differences among the outcome percentage profiles are significant

(p < 0,05). You can conc]ude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

El

IPF

IPAF

AT

0% 25% 50% 75% 100%

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected
counts.

IPF

IPAF

AT

% Difference between Observed and
Expected Counts

-50% 0% 50%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 78: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 2 RRA Afio 2014

194

Elimina la filigrana digital ahora


http://cbs.wondershare.com/go.php?pid=5482&m=db

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 1 RRA - Ano 2015

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

0 005 01 >05

Yes i No
8

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conc]ude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

IPF

IPAF

AT

0% 25% 50% 75% 100%

Figura 79: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 2 RRA Afio 2015

+ Test You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected
counts.

IPF

IPAF

AT

% Difference between Observed and
Expected Counts

-80% -40% 0% 40% 80%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 2 RRA - Ano 2016

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conc]ude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

GE
GC

IPF
IPAF

AT

Figura 80: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 2 RRA Afio 2016

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected
counts.

IPF

IPAF

AT

% Difference between Observed and
Expected Counts

-50% -25% 0% 25% 50%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 2 RRA - Ario 2017

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 >05 + Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
Yes N No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
P = 0,048 value of CATEGORIAS and the average profile.
- S— + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected

(p < 0,05). You can conclude there is an association between

2 counts.
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

I GE

Average 52% W 6C % Difference between Observed and
48% Expected Counts
GE
o L — =
78%
©—
PC | s2%
18%
o A
IPF 33%

T —
IPAF 5%

25% |

AT

AT 50%
. -30% -25% 0% 25% 50%

Positive: Occur more freguently than expected
0% 20% 40% 60% 80% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 81: Prueba de hipétesis correspondiente al Ejercicio 2 RRA Afio 2017

V.14.4. Analisis de Datos correspondientes al Ejercicio 2 RRA

Se formulan a continuacion las hipotesis nula y alternativa, respectivamente, a los

efectos de poder extraer una conclusion de las precedentes pruebas de hipdtesis.

Hipdtesis nula: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de igual forma frente
a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento por reduccion al

absurdo.

Hipotesis alternativa: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de forma distinta
frente a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento por

reduccién al absurdo.

Las pruebas de hipotesis realizadas sobre este ejercicio permiten observar que, a lo largo

de los cinco afios, rechazan la hipotesis nula, evidenciando una diferencia en los grupos.

A diferencia del ejercicio anterior, aument6 la frecuencia de estudiantes que

consumaron la prueba en ambos grupos, especialmente el GE. No fue un gran aumento,
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pero si considerable. Una cuestion muy significativa en este ejercicio fue la justificacion
que se requiere inexorablemente al final del razonamiento cuando se encuentra la
contradiccion y se puede concluir la verdad de la proposicion. Todos los estudiantes en
ambos grupos, que llevaron a cabo la prueba, justificaron. Es que ocurre algo muy
simple, sin esa justificacion, es imposible mostrar la contradiccion. Eso ocurrié en la
categoria IPAF, que el estudiante avanza en el razonamiento luego de negar la tesis y se
queda en la aplicacion del teorema que lleva a la contradiccion, como se mostré en
5.14.1. Nuevamente en este ejercicio vuelve a aparecer la categoria de EI con mayor
frecuencia en GC. AT se da con mayor frecuencia en GC, pero esta presente en ambos
grupos.La categoria SC/CC de la misma forma que en los ejercicios de induccién y
argumentacion indirecta no hace su aparicion en ninguna de las producciones de los
estudiantes. El estudiante que llega a la meta, no la reafirma, reformulando el enunciado

que se queria probar.

V.15. Datos correspondientes al Ejercicio 3 RRA

V.15.1. Categorias Emergentes

Aqui se agregan dos nuevas categorias emergentes:Pl: Prueba inconsistente, en
esta categoria se encuadran aquellos estudiantes que plantean el ejercicio del modo

2 2
siguiente: f(x,y)= f (x,mx)= " T)r(nzxz - X’(“li\mz) _ 1+mm2 six=0

ASC: argumento sin conclusién, en esta categoria se encuadran aquellos
estudiantes que plantean aproximadamente el ejercicio del modo
siguiente:Supongamos que el limite en el origen si existe y a lo largo de distintas rectas
que pasan por el origen asume el valor que se muestra a continuacion:

mx? mX2

m .
f(xy)= f(x’mx):x2+m2x2 :\x{(l+m2):1+m2 six#0

Debe observarse que a diferencia de la categoria PI, aqui el estudiante supone por
reduccion al absurdo que el limite si existe y plantea su comportamiento a lo largo de
rectas que pasan por el origen, pero la argumentacion se queda alli ‘varada’ sin el arribo
a una conclusion. En PI el estudiante opera de forma ‘algoritmica’, evaluando al campo

escalar en rectas pasantes por el origen, pero sin fundamento ni explicacion. Vale la
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Elimina la fili

pena destacar que esta categoria se diferencia de IPAF en lo siguiente. En IPAF el

estudiante llega a presentar ciertos argumentos que no puede relacionar mientras que en

PI presenta un proceso de tipo ‘algoritmico’ sin fundamento ni explicacion alguna. ES
decir, realiza el proceso de ‘sustituir’ a ‘y’ por ‘mx’ pero sin explicacion alguna,
concluyendo lo esperado, pero como un procedimiento ‘aprendido’ ritualmente a los
efectos de satisfacer un requisito,carente de cualquier reflexibn o un comentario

personal a modo de conclusion.

V.15.2. Tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 3 RRA

A continuacion, se muestra la tabla de frecuencias similar a los dos primeros ejercicios

de este tipo de razonamiento.

ANO 2014 2015 2016 2017 2018
GRUPO GE|GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC
PC 8 9 9 8 10 9 9 9 10 9
PC.c/s.just.* 8 9 9 8 10 9 9 9 10 9
Pl 4 |3 3 4 5 6 6 6 3 4
ASC i I 6 6 4 5 5 4 4 5
AT i i 2 2 1 0 0 1 1 2

Tabla 14 de frecuencias correspondientes al Ejercicio 3 RRA

V.15.3. Test de hipotesis correspondiente al Ejercicio 3 RRA

Se detallan a continuacion los graficos con los datos asociados a las pruebas de
hipdtesis del Ejercicio 3 RRA.

Chi-Square Test for Association: GRUPQS by CATEGORIAS

Ejercicio 3 RRA - Afo 2014

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
o oos oi -05 There is not enough evidence to conclude that there are
differences am ang the outcom e percentage profiles at the 0,05
Yes No, level of significance.
5= 0077

Differences am ong the outcom e percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannot conclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Com pare the profiles.

Average si% W 6C % Difference between Observed and
o Expected Counts

ASC

— - |
AT 0%
so% 0% 5% 0%

Pasitive: Occur m ore frequently than expected
0% 15% 0% 5% 0% Megative: Occur less frequently than expected

5% 0%
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Figura 82: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 3 RRA Afio 2014

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 3 RRA - Aho 2015

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 >05

There is not enough evidence to conclude that there are

. differences among the outcome percentage profiles at the 0,05
\rs_ | No. level of significance.

Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannct‘conclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average % Difference between Observed and
Expected Counts
GE
PC W GC
PC
Pl
Pl
ASC
ASC
AT
AT |
-10% -5% 0% 5% 10%
Positive: Occur more frequently than expected
0% 15% 30% 45% 60% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 83: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 3 RRA Afio 2015

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 3 RRA - Ano 2016

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 >05

There is not enough evidence to conclude that there are
| differences among the outcome percentage profiles at the 0,05
va_ | No level of significance.

Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannot»conclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

GE
W GC % Difference between Observed and
Expected Counts

PC

Pl

ASC

AT

100%
-100% -50% 0% 50% 100%
Positive: Occur more frequently than expected

0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 84: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 3 RRA Afio 2016
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 3 RRA - Aho 2017

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 > 05

There is not enough evidence to conclude that there are
differences among the outcome percentage profiles at the 0,05
\rs_ iNO level of significance.

Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannct‘cnnclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average % Difference between Observed and
Expected Counts
E
PC W GC
PC
Pl
Pl
AsSC
ASC
AT
AT
-100% -50% 0% 50% 100%
Positive: Occur more frequently than expected
0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 85: Prueba de hipétesis correspondiente al Ejercicio 3 RRA Afio 2017

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 3 RRA - Aho 2018

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments

0 005 0‘.1 =05 There is not enough evidence to conclude that there are

differences among the outcome percentage profiles at the 0,05

ys_ INo level of significance.

!
Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannot»cunclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average % Difference between Observed and
Expected Counts
PC
pC
Pl
Pl
ASC
ASC
AT
AT

-30% -15% 0% 15% 30%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 86: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 3 RRA Afio 2018

V.15.3. Analisis de Datos correspondientes al Ejercicio 3 RRA
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Se formulan a continuacion las hipotesis nula y alternativa, respectivamente, a los

efectos de poder extraer una conclusion de las precedentes pruebas de hipdtesis.

Hipotesis nula: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de igual forma frente
a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento por reduccion al
absurdo.Hipdtesis alternativa: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y
aprendizaje experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de forma
distinta frente a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento

por reduccion al absurdo.

Las pruebas de hipotesis realizadas sobre este ejercicio permiten observar que, a lo largo
de los cinco afios, aceptan la hipdtesis nula, no evidenciando una diferencia en los

grupos.

De forma diferente a los dos primeros ejercicios, en el presente ejercicio y el siguiente,
la prueba de hipdtesis pone de manifiesto que los grupos no se diferencian.
Aproximadamente un 50% de los estudiantes de cada grupo pudo llevar a cabo la
prueba, todos con justificacion, porque aqui se considera que la prueba estd consumada
y es realmente efectiva si se argumenta consistentemente, caso contrario se encuadra el
trabajo realizado por el estudiante en las categorias ASC o Pl si es simplemente la
presentacion de la evaluacion del campo escalar como se indica en 5.15.1. La frecuencia
es mayor, en ambos grupos, en ASC que en Pl. Muy poca frecuencia se presenta en AT.
Se puede suponer que el razonamiento por reduccion al absurdo aqui aplicado es un
argumento més ‘lineal’, es decir, se parte de suponer la existencia del limite para llegar
a que no existe por el camino de la unicidad. No hay ‘bifurcaciones posibles en el
camino’ que posibiliten la probabilidad de generarse una contradiccion por otro camino,
como en el ‘absurdo clasico’, por lo que el estudiante se siente mas seguro y confiado,
ademas de que es un proceso que ha aprendido en clase y que, a diferencia de otros, no
tiene la posibilidad de otros matices, se reitera y el estudiante puede hacer una mimesis
situandose ‘en una zona de confort’. Cabe destacar que el razonamiento aplicado a este
ejercicio y el siguiente tiene una componente visual, de forma similar al Ejercicio 4
RDAD vy los correspondientes a RV que se veran en el ultimo parrafo de este capitulo.
La componente visual se asienta en el contenido implicito de este razonamiento (rectas

que pasan por el origen, en el ejercicio siguiente, diferentes curvas que pasan por el
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origen) y esa componente visual juega a favor de la argumentacion realizada por el

estudiante.

V.16. Datos correspondientes al Ejercicio 4 RRA

V.16.1. Tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 4 RRA

Las categorias emergentes son idénticas al Ejercicio 3 RRA.

ANO 2014 2015 2016 2017 2018
GRUPO GE|GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC
PC i 6 6 5 8 6 8 9 i 8
PC.c/s.just.* 7 6 6 5 8 6 8 9 7 8
Pl 4 i 8 4 5 6 6 5 6 5
ASC i 5 8 9 | i 6 | 6 5
AT 2 2 3 2 2 1 0 1 1 2

Tabla 15 de frecuencias correspondientes al Ejercicio 4 RRA

V.16.2. Test de hipoétesis correspondiente al Ejercicio 4 RRA

Se detallan a continuacion los graficos con-los datos asociados a las pruebas de

hipdtesis del Ejercicio 4 RRA.

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 4 RRA - Ano 2014

Summary Report

Do the percentage profiles differ?
0 005 o1 > 05

Yes N No!

P = 0,901

Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannot»cunclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

[ GE
Average 47% m sc
53%
PC 4t
53%

Comments

There is not enough evidence to conclude that there are
differences among the outcome percentage profiles at the 0,05
level of significance.

% Difference between Observed and
Expected Counts

I GE

: - =
’ -
- -_

e —

-30% -15% 0% 15% 30%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 87: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 4 RRA Afio 2014
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 4 RRA - Ano 2015

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments

0 005 01 >05 There is not enough evidence to conclude that there are

differences among the outcome percentage profiles at the 0,05

' B
\rs_ | No level of significance.
Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannot‘conclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

[ GE
W GC % Difference between Observed and
Expected Counts
PC
Pl
ASC
AT
-20% -10% 0% 10% 20%
Positive: Occur more frequently than expected
0% 15% 30% 45% 60% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 88: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 4 RRA Afio 2015

Chi-Square Test for Assaciation: GRUPOS by CATEGORIAS ‘

Ejercicio 4 RRA - Aho 2016

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 =05

There is not enough evidence to conclude that there are
| differences among the outcome percentage profiles at the 0,05

\’s_ INe level of significance.
I P =10,791

Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannot conclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

[ GE
Average GC % Difference between Observed and
Expected Counts
PC
PC
Pl
Pl
ASC
ASC
AT
AT 67%
-30% -15% 0% 15% 30%
Positive: Occur more frequently than expected
80% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 89: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 4 RRA Afio 2016
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 4 RRA - Ao 2017

Summary Report
Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 > 0.5 There is not enough evidence to conclude that there are
! differences among the outcome percentage profiles at the 0,05
\’a_ ' No level of significance.

Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannot/conclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

I Gt
Average W GC
PC
]
ASC
AT
0% 25% 50% 75% 100%

Pl

ASC

AT

% Difference between Observed and
Expected Counts

-100% -50% 0% 50% 100%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 90: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 4 RRA Afio 2017

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 4 RRA - Aho 2018 !

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 >05 There is not enough evidence to conclude that there are
| ! differences among the outcome percentage profiles at the 0,05
ve DT — | No. level of significance.
|

Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannot/conclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

Pl

ASC

AT

Pl

ASC

AT

% Difference between Observed and
Expected Counts

-30% -15% 0% 15% 30%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 91: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 4 RRA Afio 2018

V.16.3. Analisis de Datos correspondientes al Ejercicio 4 RRA
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El analisis de datos correspondiente a este ejercicio no difiere del correspondiente al
realizado en 5.15.3.

V.17. Datos correspondientes al Ejercicio 1 RPoC

V.17.1. Categorias emergentes

Las categorias emergentes son las siguientes: EI: Empirismo ingenuo; PC: Prueba
Consumada; IPF: Intento de prueba fallido; AT: Ausencia de trabajo y aparece

una nueva denominada PCI: Prueba Consumada Inconsistente.

La categoria emergente PCI aglutina las frecuencias de los estudiantes que
realizaron la prueba, pero de una manera miméticaa otras que seguramente
realizaron en clase procediendo del modo siguiente, pero sin la argumentacion,

justificacion o explicacion que sostenga la secuencia de prueba realizada.
X<y=Xx-y<0=(x-y)(x+y)>0=x*-y?>0=x*>y?

Puede observarse que el estudiante ‘arranca’ de la hipétesis, realiza el pasaje
correspondiente en la segunda cadena argumentativa, y en la tercera por ‘razones
desconocidas’ realiza una inversion en el signo de la desigualdad, ‘como por arte
de magia’, y luego la continuacion del esquema argumentativo es simple pero el
momento clave precisamente es el anteriormente descripto y requiere de una

justificacion que, en caso de obviarse, la prueba carece de validez.

IPF: Intento de Prueba Fallido. Esta categoria emergente tiene las mismas
caracteristicas que en ejercicios anteriores. ElI procedimiento aqui desarrollado
por los estudiantes muestra situaciones que incurren en obstaculos propios de
algebra elemental y llegan a una falsa conclusidn, mientras que otros realizan una
argumentacién consistente que intenta llegar a una conclusion, pero que queda

‘trunca’, como se indican a continuacion:
2 2 2 2
X<Yy=>X-y<0=x"-y" >0=x">y

X<Yy=>X—y<0=x2 =2xy+ Yy <0= X"+ y* < 2xy

V.17.2. Tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 1 RPoC
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ANO

2013

2014

2015

2016

2017

GRUPO

GE

GE

GE

GE

GE

El i 12 3

1

i 10 1

PC.c/s.just.* 5

PC 5

IPF 2 11

0
0
PCI 10 |2 2
5
il

AT 2 3

2 3
2 3
8 9
5 4
4 3

IHT 18 |16 20

19 15 17 16 20

Tabla 16 de frecuencias correspondientes al Ejercicio 1 RPoC

V.17.3. Test de hipotesis correspondiente al Ejercicio 1 RPoC

Se detallan a continuacion gréficos con los datos asociados a las pruebas de hipotesis.

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 1 RPoC - Ao 2013

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

o 005 01 >0,5
,
Yes | No!
P < 0,001

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conc]ude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

0% 25% 50% 75% 100%

Figura 92: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 1 RPoC Afio 2013

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected
counts.

E

PCl

IPF

AT

% Difference between Observed and
Expected Counts

-100% -50% 0% 50% 100%

Positive: Occur more freguently than expected
Negative: Occur less frequently than expected
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio RPoC - Aho 2014

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

0 005 01 >05

Yes | No!
P =0,041

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can ccnc‘lude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average
El
PC 100%
PCl 100%
IPF
AT
0% 25% 50% 75% 100%

Figura 93: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 1 RPoC Afio 2014

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected
counts.

% Difference between Observed and
Expected Counts

E

PCl

IPF

AT

-100% -50% 0% 50% 100%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 1 RPoC - Aiho 2015

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

Differences among the cutcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conclude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average
Bl
PC 100%
pci
IPF
AT
0% 25% 50% 75% 100%

Figura 94: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 1 RPoC Afio 2015

0 005 0Ol =05 «+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
i No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each

value of CATEGORIAS and the average profile.
+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected

counts.

% Difference between Observed and
Expected Counts

PCI

IPF

AT

-100% -50% 0% 50% 100%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 1 RPoC - Ao 2016

Summary Report
Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 o1 > 0.5 + Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
Yes. i No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.
+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conclude there is an association between

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average GC
B
pC
pCl
IPF
AT

50% 75% 100%

Figura 95: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 1 RPoC Afio 2016

with the greatest % difference between observed and expected

counts.
% Difference between Observed and
Expected Counts
El
PC
PCI
IPF
AT
-100% -50% 0% 50% 100%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 1 RPoC - Ano 2017

Summary Report
Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 > 0.5 + Test: You can conclude that there are differences among the
| outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
Yes. i No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
| value of CATEGORIAS and the average profile.
+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conclude there is an association between

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average GC
El
PC
PCl
IPF
AT

0% 25% 50% 75% 100%

Figura 96: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 1 RPoC Afio 2017

with the greatest % difference between observed and expected

counts.
% Difference between Observed and
Expected Counts
El
pC
]
IPF
AT
100% -50% 0% 50% 100%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

V.17.4. Analisis de datos correspondiente al Ejercicio 1 RPoC
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Se formulan a continuacion las hipotesis nula y alternativa, respectivamente, a los

efectos de poder extraer una conclusion de las precedentes pruebas de hipdtesis.

Hipotesis nula: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de igual forma frente
a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento plausible o
conjetural.Hipdtesis alternativa: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y
aprendizaje experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de forma
distinta frente a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento

plausible o conjetural.

Las pruebas de hipotesis realizadas sobre este ejercicio permiten observar que, a lo largo

de los cinco afios, rechazan la hipotesis nula, evidenciando una diferencia en los grupos.

Se observa que, si bien existe diferencia entre los grupos, de forma similar a los
ejercicios por reduccion al absurdo (los dos primeros) y los ejercicios por induccién,
hay pocos estudiantes que pudieron consumar la prueba, mayor frecuencia en GE que en
GC. Hay muchisimos estudiantes de GE que realizaron la prueba tal como se describe
en el parrafo anterior en referencia a la categoria emergente PCI. Un ndmero similar de
estudiantes en ambos grupos realizaron IPF y también AT en un nimero mucho menor.
El reaparece en este ejercicio y es dominante como prueba en GC y con una infima

frecuencia en GE.

V.18. Datos correspondientes al Ejercicio 2 RPoC

V.18.1. Categorias Emergentes

Aqui la tabla de frecuencias difiere de la del Ejercicio 1 RPoC no apareciendo la
categoria PCl y PC.c/s.just.*, esta ultima porque ninguno de los estudiantes de ninguno
de los grupos realizo justificacion alguna en la secuencia argumentativa de la prueba.

Aparecen tres nuevas categorias emergentes a saber:

PCcH: Prueba consumada con heuristica. En esta categoria se aglutinan las frecuencias
de los estudiantes que realizaron la prueba partiendo desde el lado de la igualdad que
corresponde a la tangente de la suma de dos angulos y que se detalla su modo de prueba
en IV.3.5. pag.122.
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PCsH: Prueba consumada sin heuristica. En esta categoria se aglutinan las frecuencias
de los estudiantes que realizaron la prueba partiendo desde el lado de la igualdad de la
suma de las tangentes y que su desarrollo es lineal y no requiere heuristica alguna y

donde el detalle de su modo de prueba se encuentra en el pie de pagina 118 en 1V.3.6.

PRI: Prueba reducida a una identidad. En esta categoria se aglutinan las frecuencias de
los estudiantes que realizaron la prueba desarrollandola como la verificacion de una

identidad, como se detalla a continuacion:

@)+ 19(5) senEa;+senEﬁ;
tg(a)+t9(f) gi ) e SOS(@ cos(B) _ B
1—tg(a).tg(ﬂ)_tg( A 1_Sen(a)sen(ﬂ) tg(a+5)
cos(a) cos(f3)
sen(o:).cos((ﬂ))+cos((a)).sen(/?) ( )
cos(a).cos(f —ta(a+ (_)@sen a+pf —ta(a s
cos(a).cos(ﬂ)—sen(a)sen(/ﬁ')_tg( A cos(a +f3 tg(a+ )
cos(a).cos(f3)

V.18.2. Tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 2 RPoC

ANO 2013 2014 2015 2016 2017
GRUPO GE|GC |GE |[GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC
El 1 |5 1 i 1 5 2 5 1 5
PCcH 5 |0 4 0 5 0 4 1 6 0
PRI 5 |4 6 4 5 5 5 5 5 4
PCsH 5 |8 7 i 6 8 6 8 6 9
IPF 3 |2 4 il 2 1 2 1 1 i
AT 1 |1 1 il 1 1 i 0 1 i

Tabla 17 de frecuencias correspondientes al Ejercicio 2 RPoC

Observacion: La categoria IHT no aparece ya que ninguno de los estudiantes pudo
hacer esa identificacion. Esto se supone que puede deberse a que la estructura de
esta propiedad no propone una forma tradicional, ya que presenta directamente

una férmula.

V.18.3. Test de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 2 RPoC
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Se detallan a continuacion los graficos con los datos asociados a las pruebas de

hipdtesis del Ejercicio 2 RPoC.

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 2 RPoC - Ano 2013

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 >05 There is not enough evidence to conclude that there are
K differences among the outcome percentage profiles at the 0,05
Yes | i No level of significance.
P=0,123

Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannnt‘cnnclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

GE
% Difference between Observed and
Expected Counts
2]
100% PCcH
PRI
PCsH
IPF
AT
-100% -50% 0% 50% 100%
Positive: Occur more frequently than expected

0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 97: Prueba de hipotesis correspondiente al Ejercicio 2 RPoC Afio 2013

Ejercicio 2 RPoC - Afio 2014

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
o 005 01 >0,5

There is not enough evidence to conclude that there are
differences among the outcome percentage profiles at the 0,05

ysﬁ | No level of significance.
P = 0,061

Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannnt/ccnclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

% Difference between Observed and
Expected Counts
El
PCcH
PRI
PCsH
IPF
AT
-100% -50% 0% 50% 100%
Positive: Occur more frequently than expected
0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 98: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 2 RPoC Afio 2014
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Ejercicio 2 RPoC - Aho 2015

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

o 005 01 >05

P=10141 I

e | e

Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannot/conclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

El

100%

PRI

IPF

AT

0% 25% 50% 75% 100%

Figura 99: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 2 RPoC Afio 2015

Ejercicio 2 RPoC - Ao 2016

There is not enough evidence to conclude that there are
differences among the outcome percentage profiles at the 0,05
level of significance.

% Difference between Observed and
Expected Counts

:
PCcH

PRI
PCsH

IPF

AT

-100% -50% 0% 50% 100%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

Yo IR | -

|

Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannot conclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

El

PRI

IPF

AT 100%

0% 25% 50% 75% 100%

Figura 100: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 2 RPoC Afio 2016

There is not enough evidence to conclude that there are
differences among the outcome percentage profiles at the 0,05
level of significance.

% Difference between Observed and

Expected Counts
El
PCcH
PRI
PCsH
IPF
AT
-100% -50% 0% 50% 100%

Positive: Occur more freguently than expected
Negative: Occur less frequently than expected
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Elimina la fili

Ejercicio 2 RPoC - Aho 2017

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 >05 There is not enough evidence to conclude that there are
differences among the outcome percentage profiles at the 0,05
Yes I No. level of significance.
P = 0095

Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannot/conclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

GE
A 2% | :
eI ;}g% W GC % Difference between Observed and
Expected Counts
B 7% . B D
83% W GC
rest | b N —
[0%
PRI
PRI 56% i:'
4%
PCsH I:h
PCsH 0%
60%
1PF ‘
IPF 50%
50% AT ‘
" — " i et mre ety xpeces
%

Positive: Occur more frequently than expected
0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 101: Prueba de hipétesis correspondiente al Ejercicio 2 RPoC Afio 2017

V.18.4. Analisis de datos correspondiente al Ejercicio 2 RPoC

Se formulan a continuacion las hip6tesis nula y alternativa, respectivamente, a los

efectos de poder extraer una conclusion de las precedentes pruebas de hipdtesis.

Hipdtesis nula: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de igual forma frente
a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento plausible o

conjetural.

Hipotesis alternativa: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de forma distinta
frente a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento plausible

0 conjetural.

Las pruebas de hipotesis realizadas sobre este ejercicio permiten observar que, a lo largo
de los cinco afios, no rechazan la hipotesis nula, no evidenciando diferencia en los
grupos.Es claro no que hay diferencias, puede verse esto claramente en la tabla de
frecuencias. Esta vez esta distribuida la forma de probar. En GC predominé todos los
afios PCsH, no dandose en este grupo la categoria correspondiente PCcH. En GE, se
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distribuyen de forma equilibrada las frecuencias correspondientes a las categorias
mencionadas. EI se manifiesta mas en GC y menos en GE, mientras que la frecuencia
en AT es minima y equitativo en ambos grupos y todos los afios, mientras que IPF se da
un poco mas los primeros afios en GE, equiparandose en ambos grupos los tres tltimos
afios.Interesante es ver que el GC tratd de encontrarle la vuelta a la prueba desde el
costado que no requiere heuristica alguna y en el GE, a pesar de la Guia Secuenciada,
también trataron de buscar otras vias de menor complejidad.Las justificaciones, tal
como se expreso al comienzo de 5.18.1. estuvieron completamente ausentes por parte de
ambos grupos. Cabe destacar que en este ejercicio, el procedimiento llevado a cabo por
un importante nimero de estudiantes en ambos grupos mostré un camino diferente para
la consecucion de la prueba que escapd del camino de la heuristica necesaria si la

misma prueba se abordaba a partir de la tangente de la suma de dos angulos.

V.19. Datos correspondientes al Ejercicio 3 RPoC

V.19.1. Tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 3 RPoC

La tabla de frecuencias en este caso es muy similar a V.17.1. pero, sin la categoria
emergente PCI. Aqui el estudiante o probd con un ejemplo o mas o directamente

consumo la prueba o realiz6 un intento de la misma de manera fallida.

ANO 2013 2014 2015 2016 2017
GRUPO GE|GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC
El 2 10 1 9 1 12 i 11 1 9

PC.c/s.just.* 23|01 |2/4 |01 |13 |01 |14 |01 |1/5 |1/0

PC 3] 6 i 4 1 5

IPF 10 9 6 10 g 9

il 1 i
6 5 6
AT 3 3 4 4 5 2 5 8 5 4
IHT 11 |5 9 6 10 7 11 8 10 9

Tabla 18 de frecuencias correspondientes al Ejercicio 3 RPoC

V.19.2. Test de hipotesis correspondiente al Ejercicio 3 RPoC

Se detallan a continuacion los graficos con los datos asociados a las pruebas de

hipotesis del Ejercicio 3 RPoC.
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 3 RPoC - Ario 2013

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conclude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

El

IPF

AT

60%

0 005 01 >05 + Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
i No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
! value of CATEGORIAS and the average profile.
+ % Difference Chart: Look for long bars to identify ocutcomes

IPF

AT

with the greatest % difference between observed and expected

counts.
% Difference between Observed and
Expected Counts
-50% -25% 0% 25% 50%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 102: Prueba de hipotesis correspondiente al Ejercicio 3 RPoC Afio 2013

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS
Ejercicio 3 RPoC - Ano 2014

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conclude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

El

IPF

AT

100%

0% 25% 50% 75%

>05 + Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
— i No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each

value of CATEGORIAS and the average profile.
+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected

counts.

% Difference between Observed and

Expected Counts
El
PC
IPF
AT
-80% -40% 0% 40% 80%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 103: Prueba de hipotesis correspondiente al Ejercicio 3 RPoC Afio 2014
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 3 RPoC - Ario 2015

Summary Report

Comments

Do the percentage profiles differ?
0 005 01 =05
Yes i No!

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conqlude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

GE
GC

Average

IPF

AT

0% 25% 50% 75% 100%

Figura 104: Prueba de hipotesis correspondiente al Ejercicio 3 RPoC Afio 2015

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected
counts.

% Difference between Observed and
Expected Counts

IPF

AT

-80% -40% 0% 40% 80%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Chi-Square Test for Association: Outcomes by CATEGORIAS
Ejercicio 3 RPoC - Ano 2016

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

0 005 01

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conclude there is an association between
Outcomes and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

El

IPF

AT

0% 25% 50% 75% 100%

Figura 105: Prueba de hipotesis correspondiente al Ejercicio 3 RPoC Afio 2016

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected
counts.

% Difference between Observed and
Expected Counts

El

IPF

AT

-80% -40% 0% 40% 80%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected
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Chi-Square Test for Association: Outcomes by CATEGORIAS

Ejercicio 3 RPoC - Ario 2017

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 o1 >05 + Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

Yes [l N No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each

P= 0,016 value of CATEGORIAS and the average profile.

= = — + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.

Outcomes and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

I GE

Average 52% W GC % Difference between Observed and
5% Expected Counts
[ GE
ey SR
E 10%
pC
pC | 6%
14%
: e
AT 56%
44% -80% -40% 0% 40% 80%
%

Positive: Occur more frequently than expected
0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 106: Prueba de hipotesis correspondiente al Ejercicio 3 RPoC Afio 2017

V.19.3. Analisis de datos correspondiente al Ejercicio 3RPoC

Se formulan a continuacion las hipotesis nula y alternativa, respectivamente, a los

efectos de poder extraer una conclusion de las precedentes pruebas de hipotesis.

Hipotesis nula: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de igual forma frente
a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento plausible o

conjetural.

Hipdtesis alternativa: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de forma distinta
frente a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento plausible

0 conjetural.

Las pruebas de hipdtesisrealizadas sobre este ejercicio permiten observar que, a lo largo
de los cinco afios, rechazan la hipétesis nula, evidenciando diferencia en los grupos.

A pesar de que los grupos son diferentes, pero similarmente al Ejercicio 1 RPoC y los
de induccién y absurdo (los dos primeros) son pocos los estudiantes que consumaron la
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prueba y en GE y en un porcentaje de aproximadamente de un 20% a 30% en los cinco
afios. En GC hubo un solo estudiante todos los afios que hizo la prueba formal. Por otro
lado, IPF en GE aproximadamente un 50% todos los afios, mientras que en GC, se
observa un porcentaje menor. EIl fue el modo de prueba preferido para GC todos los
afios y en un porcentaje muchisimo menor lo fue para GE. AT fue equilibrado para
ambos grupos en todos los afios y en un porcentaje apreciable de aproximadamente un
20%.La identificacion de hipotesis y tesis fue equitativa en ambos grupos y en todos los
afos. Esto puede suponerse gque obedece a que la estructura del teorema no es tan
tradicional y el estudiante ve solo el objetivo como protagonista y que es el algebra de
las derivadas, olvidando que la hipotesis postula la derivabilidad de las dos funciones

intervinientes en el producto.

V.20. Datos correspondientes al Ejercicio 4 RPoC

V.20.1. Categorias emergentes

En este ejercicio aparecen una nueva categoria emergente y reaparece otra, ya
conocida, con nuevas connotaciones y que tienen las siguientes caracteristicas que

se detallan a continuacion.
EIF: Empirismo ingenuo fallido.

Esta categoria aglutina la frecuencia de todos los estudiantes que realizaron
inadecuadamente la verificacion. Realizar adecuadamente la verificacion del
teorema de Cauchy que propone este ejercicio requiere que se chequeen todas las
hipdtesis que postula el teorema para poder satisfacer la tesis del mismo. Los
estudiantes que se encuadraron en esta categoria, usualmente lo que hicieron fue
aplicar al ejemplo propuesto, la tesis que postula el teorema en cuestion sin el

chequeo de las hipotesis.
PCI: Prueba Consumada incompleta.

En esta categoria emergente se encuadran todos los estudiantes que llegaron a la
tesis y a probarla, pero omitiendo el chequeo de algunas de las hipotesis del
teorema de Rolle, que se aplica a la funcién auxiliar que contiene la tesis.
Usualmente lo que los estudiantes realizaron fue chequear que la funcién de la

hipdtesis asume imagenes iguales en los puntos de frontera del dominio de
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definicién de la funcién, ignorando la derivabilidad en el abierto y la continuidad

en el cerrado.

V.20.2. Tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 4 RPoC

ANO 2013 2014 2015 2016 2017
GRUPO GE |[GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC
El 2 1 2 il 2 il i 1 1 1
EIF 0 6 0 6 0 8 0 9 0 8
PC.c/s.just.* 2/13 | 0/6 |2/14 |0/7 |3/13 |0/6 |1/17 |2/6 |2/15 |2/5
PC 5 1 6 i i i 6 1 i 1
PCI 10 |5 10 6 9 5 12 i 10 6
IPF i 4 1 4 1 4 i 1 1 2
AT 2 3 1 2 1 il 0 1 1 2
IHT 16 |10 17 10 17 9 18 8 18 9

Tabla 19 de frecuencias correspondientes al Ejercicio 4 RPoC

V.20.3. Test de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 4 RPoC

Se detallan a continuacion los graficos con los datos asociados a las pruebas de

hipotesis del Ejercicio 4 RPoC.

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 4 RPoC - Ano 2013

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

0 005 o1 >05
Yes I No
P = 0,027

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conclude there is an association between

GRUPOS and CATE

Average

GORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

54%

50% 75%

100%

[ GE

EIF

PCI

IPF

AT

-1

Comments

+ Test: You can conclude that there are differences among the

outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each

value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected

counts.

% Difference between Observed and

00% -50%

Expected Counts

i

0%

50%

100%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 107: Prueba de hipotesis correspondiente al Ejercicio 4 RPoC Afo 2013
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Chi-Squa.re Test fPr Association: GRUPOS by CATEGORIAS
Ejercicio 4 RPoC - Aho 2014

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 o1 > 0.5 + Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.
Yes. i No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value cf CATEGORIAS and the average proﬁ_le. .
= S + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes

Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

% Difference between Observed and
Expected Counts

El

EIF

IPF

AT

-100% -50% 0% 50% 100%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 108: Prueba de hipétesis correspondiente al Ejercicio 4 RPoC Afio 2014

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 4 RPoC - Ano 2015

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 0057 01 >05 + Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

Yes. i No + Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value o‘f CATEGORIAS and the average prcfi_le. .

- — + % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
Differences among the outcome percentage profiles are significant with the greatest % difference between observed and expected
(p < 0,05). You can conclude there is an association between counts.

GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

% Difference between Observed and
Expected Counts
El
EIF
PC
PCl
IPF
AT
-100% -50% 0% 50% 100%
Positive: Occur more frequently than expected
0% 259 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 109: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 4 RPoC Afio 2015
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 4 RPoC - Ario 2016

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

0 005 01 =05
Yes| | No
P=0011

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can cunqlude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

0% 25% 50% 75% 100%

Figura 110: Prueba de hipotesis correspondiente al Ejercicio 4 RPoC Afio 2016

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected
counts.

EIF

PCI

IPF

AT

% Difference between Observed and
Expected Counts

-100% -50% 0% 50% 100%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 4 RPoC - Anho 2017

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

o 005 01 > 0,5
|
Yes | i No
| |

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conclude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

El

EIF

IPF

AT

0% 25% 50% 75% 100%

Figura 111: Prueba de hipotesis correspondiente al Ejercicio 4 RPoC Afio 2017

EIF

IPF

AT

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected
counts.

% Difference between Observed and
Expected Counts

-100% -50% 0% 50% 100%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

V.20.3. Analisis de datos correspondiente al Ejercicio 4 RPoC
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Se formulan a continuacion las hipotesis nula y alternativa, respectivamente, a los

efectos de poder extraer una conclusion de las precedentes pruebas de hipotesis.

Hipotesis nula: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de igual forma frente
a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento plausible o
conjetural. Hipotesis alternativa: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y
aprendizaje experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de forma
distinta frente a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento
plausible o conjetural. Las pruebas de hipotesis realizadas sobre este ejercicio permiten
observar que, a lo largo de los cinco afios, rechazan la hipétesis nula, evidenciando
diferencia en los grupos. La diferencia se resuelve en dos categorias relevantes: PC y
PCI. En GE, PC obtuvo una frecuencia entre 20% y 30% todos los afios, duplicandose
aproximadamente la categoria PCIl. En GC, resulta que en estas categorias estos
resultados mencionados en GE se van a la mitad aproximadamente. El es realizado por
muy pocos estudiantes todos los afios, superando ampliamente la categoria EIF
especialmente en GC. IPF tiene muy poca frecuencia en ambos grupos, siendo un poco
mayor los primeros afios en GC mientras que AT estuvo equitativo y en minimo
porcentaje en ambos grupos. La identificacion de hipotesis y tesis fue casi total en los
dos grupos y en todos los afios y aglutina las frecuencias de PC; PCI e IPF. Esto se
supone que obedece a la riqueza de las hipotesis que posee este teorema, y que estan

muy ‘marcadas’ y diferenciadas como suele ocurrir en un ‘teorema tradicional’.

V.21. Ejercicio 1 RV
V.21.1. Categorias emergentes
Aqui aparecen las siguientes y Unicas nuevas categorias emergentes.

PV: Prueba Visual. En esta categoria se aglutinan las frecuencias de todos los
estudiantes que realizaron una prueba netamente visual acorde a lo desarrollado

en el Capitulo 3, 111.4.4., Ejemplo 4, pagina 70.

PF: Prueba formal. En esta categoria se aglutinan todos los estudiantes que

realizaron la prueba de manera formal, ignorando cualquier argumento visual.
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PC.c/s.just.*: Esta categoria no aparece porque ya sea en las categorias PV o PF,

los estudiantes que realizaron PV para que esta sea efectiva, debe existir una ligera

explicacion que sostiene el diagrama visual. En el caso de PF, no se requiere

ninguna justificacion, directamente lo que se necesita es el desarrollo
argumentativo, que habla por si mismo.

V.21.2. Tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 1 RV

ANO 2013 2014 2015 2016 2017
GRUPO GE|GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC
El il il 1 il 2 1 il 1 0 il
PV 18 | 19 18 19 17 19 18 19 19 19
PF il 0 1 0 1 0 i 0 1 0

Tabla 20 de frecuencias correspondientes al Ejercicio 1 RV

V.21.3. Test de hipotesis correspondiente al Ejercicio 1 RV

Se detallan a continuacion los graficos con los datos asociados a las pruebas de

hipotesis del Ejercicio 1 RV.

0

Yes

Ejercicio 1RV - Ano 2013

Do the percentage profiles differ?

005 01

Summary Report

>05

No

P=0598

Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You canno‘t»mnclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Average

PF

34%

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

100%

0% 25%

Figura 112: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 1 RV Afio 2013

75%

100%

PF

Comments

There is not enough evidence to conclude that there are
differences among the outcome percentage profiles at the 0,05

level of significance.

% Difference between Observed and
Expected Counts

|

0% 50%

100%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected
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Ejercicio 1 RV - Ano 2014

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments

0 005 ol > 05 There is not enough evidence to conclude that there are
differences among the outcome percentage profiles at the 0,05

"““ i No level of significance.
Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You canmt'conclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

[ GE
W &C % Difference between Observed and
Expected Counts
El
PV
PF
100%
-100% -50% 0% 50% 100%
| Positive: Occur more frequently than expected
0% 25% 50% 75% 100% MNegative: Occur less frequently than expected

Figura 113: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 1 RV Afio 2014

Ejercicio 1 RV - Afio 2015
Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments

0 005 0l =05 There is not enough evidence to conclude that there are
differences among the outcome percentage profiles at the 0,05

\rs_ i No level of significance.
Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannot'conclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

GE
% Difference between Observed and
Expected Counts

GE
GC
El L]

PV
PF
-100% -50% 0% 50% 100%
Positive: Occur more frequently than expected
0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 114: Prueba de hipétesis correspondiente al Ejercicio 1 RV Afio 2015
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Ejercicio 1RV - Ario 2016

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments

0 005 01 >05 There is not enough evidence to conclude that there are
differences among the outcome percentage profiles at the 0,05

4 PR
Va_ | No. level of significance.
P=0,598

Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannot/conclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

GE
o % Difference between Observed and
Expected Counts
El
El
PV
PV
PF
PF
-100% -50% 0% 50% 100%
| Positive: Occur more frequently than expected
0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 115: Prueba de hipétesis correspondiente al Ejercicio 1 RV Afio 2016

Ejercicio TRV - Afio 2017 |

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments

0 005 01 >05 There is not enough evidence to conclude that there are
| differences among the outcome percentage profiles at the 0,05

Vﬁ_ | No level of significance.
|
Differences among the outcome percentage profiles are not

significant (p < 0,05). You cannct‘conclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

femr s0% % Difference between Observed and
Expected Counts
50%
E
B {o%
100%
2%
2% 50%
50%
PF
PF 100%
e -100% -50% 0% 50% 100%
Positive: Occur more frequently than expected
0% 25% 50% 75% 100% MNegative: Occur less frequently than expected

Figura 116: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 1 RV Afio 2017

225

Elimina la filigrana digital ahora


http://cbs.wondershare.com/go.php?pid=5482&m=db

V.21.4. Analisis de datos correspondientes al Ejercicio 1 RV

Se formulan a continuacion las hipotesis nula y alternativa, respectivamente, a los

efectos de poder extraer una conclusion de las precedentes pruebas de hipotesis.

Hipotesis nula: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de igual forma frente

a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento visual.

Hipdtesis alternativa: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de forma distinta

frente a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento visual.

Las pruebas de hipdtesis realizadas sobre este ejercicio permiten observar que, a lo largo
de los cinco afos, no rechazan la hipotesis nula, no evidenciando diferencia en los
grupos. Y esto es asi y se evidencia en la tabla de frecuencias y luego se refleja en los
datos obtenidos en las pruebas de hipotesis. Los dos grupos se desempefian de forma
similar, ya que ambos presentan una prueba visual como respuesta a la consigna
propuesta por el ejercicio, solo un estudiante todos los afios recurre a la prueba formal y

uno o dos a lo sumo en alguno de los grupos al empirismo ingenuo.

V.22. Ejercicio 2 RV

V.22.1. Tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 2 RV

La tabla de frecuencias y las categorias son idénticas a las desarrolladas en VV.21.1.

ANO 2013 2014 2015 2016 2017
GRUPO GE|GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC
El 1 i 0 il 0 1 0 1 0 2
PV 17 |19 17 19 16 19 18 19 19 18
PF 2 0 3 0 4 0 2 0 1 0
IHT 20 |18 19 17 20 20 19 18 19 17

Tabla 21 de frecuencias correspondientes al Ejercicio 2 RV

V.22.2. Test de hipotesis correspondiente al Ejercicio 2 RV
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Se detallan a continuacion los graficos con los datos asociados a las pruebas de
hipdtesis del Ejercicio 2 RV.

Ejercicio 2 RV - Afio 2013

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 >05

There is not enough evidence to conclude that there are
differences among the outcome percentage profiles at the 0,05

\rs_ | | No level of significance.
Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannct‘ccnclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

GE
o % Difference between Observed and
Expected Counts
El
El
PV
PV
PF
PF
-100% -50% 0% 50% 100%
| Positive: Occur more frequently than expected
0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 117: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 2 RV Afio 2013

Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 2 RV - Ano 2014

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 >05

There is not enough evidence to conclude that there are
. differences among the outcome percentage profiles at the 0,05
\res_ I | No level of significance.

|

Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannot»conclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average e % Difference between Observed and
Expected Counts
51%
2]
El 0%
100%
PV
PV a7%
53%
PF
PF 100%
e -100% -50% 0% 50% 100%.
Positive: Occur more frequently than expected
0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 118: Prueba de hipotesis correspondiente al Ejercicio 2 RV Afio 2014
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Ejercicio 2 RV - Ano 2015

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

0 005 01 >05

Yes | No
P=0072

Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannot»conclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the prafiles.

Average 4%
51%
Bl |0
100%
Y 46%
54%
PF 100%
®
0% 25% 50% 75% 100%

There is not enough evidence to conclude that there are
differences among the outcome percentage profiles at the 0,05
level of significance.

% Difference between Observed and

Expected Counts
o GE
" W GC
PV
PF
-100% -50% 0% 50% 100%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 119: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 2 RV Afio 2015

Ejercicio 2 RV - Ano 2_016 :

Summary Report
Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 701 >05 There is not enough evidence to conclude that there are
| differences among the outcome percentage profiles at the 0,05
va_ | L | | No. level of significance.
| P=0220 |

Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannot conclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

GC
Average 50%
0%
El {0
100%
v 49%
1%
°F 100%
3
0% 25% 50% 75% 100%

% Difference between Observed and
Expected Counts

PF

-100% -50% 0% 50% 100%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 120: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 2 RV Afio 2016
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Ejercicio 2 RV - Ario 2017

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 >05 There is not enough evidence to conclude that there are
, differences among the outcome percentage profiles at the 0,05
vg_ | i No level of significance.

Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannotrconclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

[ GE
GC i
femes 50% [ | % Difference between Observed and
Expected Counts
50%
[ GE
] W &
Bl {0%
1005
PV
2% 51%
49%
PF
PF 1005
0% -100% -50% 0% 50% 100%
| Positive: Occur more frequently than expected
0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 121: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 2 RV Afio 2017

V.22.3. Analisis de datos correspondientes al Ejercicio 2 RV

El andlisis para este ejercicio es analogo al Ejercicio 1 RV y fue realizado en V.21.3.

V.23. Ejercicio 3 RV

V.23.1. Tabla de frecuencias correspondiente al Ejercicio 3 RV

La tabla de frecuencias y las categorias son idénticas a las desarrolladas en V.21.2.

Figura 122 (izquierda) y Figura 123 (derecha): figuras realizadas por diferentes
estudiantes que muestran la prueba visual del criterio de la derivada primera para

la determinacion de minimo relativo.

La justificacion aqui es innecesaria, ya que en PF, es inmediata porque cada

eslabdn que se va agregando en la cadena argumentativa, cada una es consecuencia
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de la anterior. La justificacién en PV se considera como tal si hay una explicacion

de lo realizado, caso contrario se considera fallida.

ANO 2013 2014 2015 2016 2017
GRUPO GE|GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC
El il 2 1 il 1 1 il 1 1 0
PV 15 |18 14 18 15 18 16 19 17 19
PF 4 0 g i 4 1 3 0 2 i
IHT 19 |18 20 19 20 20 20 19 20 20

Tabla 22 de frecuencias correspondientes al Ejercicio 3 RV

V.23.2. Test de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 3 RV

Se detallan a continuacion los graficos con los datos asociados a las pruebas de
hipétesis del Ejercicio 3 RV.

Ejercicio 3 RV - Afio 2013

Summary Report

Do the percentage profiles differ? Comments

0 005 01l 05 | There is not enough evidence to conclude that there are
differences among the outcome percentage profiles at the 0,05

Yes! No level of significance.
P=0,100 |

Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You tannct‘ccntlude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

0% W GC % Difference between Observed and

Average
ag Expected Counts

A

GC
El L
El 33%
’ DI
PV 45%

55%

PF
PF 100%

0% -100% -50% 0% 50% 100%

ﬂ
]

Positive: Occur more frequently than expected
0% 25% 50% 75% 100% Negative: Occur less frequently than expected

Figura 124: Prueba de hipotesis correspondiente al Ejercicio 3 RV Afio 2013
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 3 RV - Afio 2014

Do the percentage profiles differ?

Comments
0 005 ol >05 There is not enough evidence to conclude that there are
differences among the outcome percentage profiles at the 0,05
. , P
\rs_ I | No level of significance.
P =10,205

Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannct‘ccnclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

A % Difference between Observed and
Expected Counts
El
El
PV
PV
PF
PF
-50% -25% 0% 25% 50%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 125: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 3 RV Afio 2014

Ejercicio 3 RV - Afio 2015
Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments
o 005 01

>05

There is not enough evidence to conclude that there are

| differences among the outcome percentage profiles at the 0,05
yg_ ! | No. level of significance.
| P= 0355

Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannot conclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

frmres % Difference between Observed and
Expected Counts
[ GE
& W GC
El
PV
PV
PF
PF
-50% -25% 0% 25% 50%
Positive: Occur more frequently than expected
0% 20% 40% 60% 80%

Negative: Occur less frequently than expected

Figura 126: Prueba de hipotesis correspondiente al Ejercicio 3 RV Afio 2015
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Ejercicio 3 RV - Ario 2016

Summary Report
Do the percentage profiles differ? Comments
0 005 01 >05 There is not enough evidence to conclude that there are
K differences among the outcome percentage profiles at the 0,05
vg_ | i No level of significance.
P=0,196 |

Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannot»conclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

GE
Average % Difference between Observed and
Expected Counts

El
El

PV
PV

PF
PF

-100% -50% 0% 50% 100%
| Positive: Occur more frequently than expected
0% 25% 50% 5% 100%

Negative: Occur less frequently than expected

Figura 127: Prueba de hipoétesis correspondiente al Ejercicio 3 RV Afio 2016

Ejercicio 3 RV - Ano 2017
Summary Report
Do the percentage profiles differ?

Comments
0 005 700 >05 There is not enough evidence to conclude that there are
| . differences among the outcome percentage profiles at the 0,05
ys_ | | TINe level of significance.
|

Differences among the outcome percentage profiles are not
significant (p < 0,05). You cannot»conclude there is an association
between GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the prafiles.

Average % Difference between Observed and
Expected Counts
I GE
2] W GC
El
PV
PV
PF
PF
-100% -50% 0% 50% 100%
Positive: Occur more frequently than expected

0% 25% 50% 75% 100% MNegative: Occur less frequently than expected

Figura 128: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 3 RV Afo 2017

V.23.3. Analisis de datos correspondientes al Ejercicio 3 RV
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El andlisis para este ejercicio es analogo a los Ejercicios 1,2 RV y fue realizado en
V.21.3.

V.24. Datos correspondientes al Ejercicio 4 RV

V.24.1. Tabla de frecuencias correspondientes al Ejercicio 4 RV

La tabla de frecuencias y las categorias emergentes son idénticas a las desarrolladas en
V.21.2. La justificacién en PV se considera como tal si hay una explicacién de lo
realizado, caso contrario se considera fallida. La prueba visual en general presentada por

los estudiantes consiste en lo siguiente:

Si la funcion derivada segunda es positiva, la funcién es convexa. Si la funcion es
convexa, resulta que, si en c¢ existe un punto critico, la tangente es horizontal en ese
punto, y en ese punto existe un minimo relativo (y esto surge por el trazado de una

figura que es producto del razonamiento generado por la visualizacion).

A continuacion, se muestran dos pruebas visuales realizadas por los estudiantes:

Figura 129 (izquierda) y Figura 130 (derecha): figuras realizadas por diferentes
estudiantes que muestran la prueba visual del criterio de la derivada segunda para

la determinacion de la convexidad de una funcion.

PPV: Pseudoprueba visual. En esta nueva categoria emergente se aglutinan aquellos
estudiantes que creen haber realizado una prueba visual consistente en un bosquejo
similar al que se muestra lineas atras, pero sin explicacion alguna. Resulta entonces que
es una falsa prueba visual, en virtud de la inconsistencia que resulta de la mostracion de

una figura sin explicacion.
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PV: Prueba visual. Se aglutinan en esta categoria aquellos estudiantes que realizaron la

prueba visual completa con la debida y necesaria argumentacion.

ANO 2013 2014 2015 2016 2017
GRUPO GE|GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC |GE |GC
El 3 5 1 5 1 i il 4 1 5
PV 8 6 9 6 10 6 8 6 8 6
PPV 2 8 1 i 2 g 2 8 3 6
PF i il 9 2 i 2 9 2 8 3
PC.c/s.just.* 25 10/ (2/7 |11 |25 |11 |27 |1/1 |2/6 |1/2
IHT 19 |18 20 19 20 20 20 19 20 20

PC.c/s.just.*: Unicamente para la prueba formal.

Tabla 23 de frecuencias correspondientes al Ejercicio 4 RV

V.24.2. Test de hipotesis correspondiente al Ejercicio 4 RV

Se detallan a continuacion los gréficos con los datos asociados a las pruebas de

hipétesis del Ejercicio 4 RV.

Ejercicio 4 PV - Ario 2013

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

0 005 01 > 05
Yes N No!
P=10,031

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can mnc‘lude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average s1%
49%

E 38%

I GE

0% 25% 50% 75% 100%

E

PPV

PF

Comments

« Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected

counts.

% Difference between Observed and

Expected Counts

-

:—

-50%

0% 50%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Figura 131: Prueba de hipotesis correspondiente al Ejercicio 4 RV Afio 2013
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 4 RV - Ao 2014

Do the percentage profiles differ?

Comments

0 005 o1 > 05
Yes | No|
P=0,007

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conqlude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

El

PPV

PF

Figura 132: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 4 RV Afio 2014

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected
counts.

El

PPV

PF

% Difference between Observed and
Expected Counts

-50% 0% 50%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Blhadli PRV PAdG 2015

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

0 005 01 >05

Yes i No
P=0,023

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can conqlude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

PPV

PF

0% 25% 50% 75% 100%

Figura 133: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 4 RV Afio 2015

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected
counts.

PPV

PF

% Difference between Observed and
Expected Counts

-50% 0% 50%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected
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Chi-Square Test for Association: GRUPOS by CATEGORIAS

Ejercicio 4 RV - Ano 2016

Do the percentage profiles differ?

Comments

o 005 01 > 05
Yes i No

Differences among the outcome percentage profiles are significant
{p < 0,05). You can conc:jude there is an association between
GRUPQS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

PPV

PF

Figura 134: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 4 RV Afio 2016

Ejercicio 4 RV - Aho 2017

El

PRV

PF

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected
counts.

% Difference between Observed and
Expected Counts

-50% -25% 0% 25% 50%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected

Summary Report

Do the percentage profiles differ?

Comments

0 005 01 >05

Yes iNo
7 |

Differences among the outcome percentage profiles are significant
(p < 0,05). You can ccn(:]ude there is an association between
GRUPOS and CATEGORIAS.

Percentage Profiles Chart
Compare the profiles.

Average

El

PV

PPV

PF

Figura 135: Prueba de hipdtesis correspondiente al Ejercicio 4 RV Afio 2017

El

PRV

PF

+ Test: You can conclude that there are differences among the
outcome percentage profiles at the 0,05 level of significance.

+ Percentage Profiles Chart: Use to compare the profile for each
value of CATEGORIAS and the average profile.

+ % Difference Chart: Look for long bars to identify outcomes
with the greatest % difference between observed and expected
counts.

% Difference between Observed and
Expected Counts

-50% -25% 0% 25% 50%

Positive: Occur more frequently than expected
Negative: Occur less frequently than expected
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V.24.3. Analisis de datos correspondientes al Ejercicio 4 RV

Se formulan a continuacion, las hipétesis nula y alternativa, respectivamente, a los

efectos de poder extraer una conclusion de las precedentes pruebas de hipotesis.

Hipotesis nula: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de igual forma frente

a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento visual.

Hipdtesis alternativa: La formacion recibida y el paradigma de ensefianza y aprendizaje
experimentado por dos grupos de estudiantes diferentes reacciona de forma distinta

frente a la propuesta de una prueba matematica que requiere un razonamiento visual.

Las pruebas de hipdtesis realizadas sobre este ejercicio permiten observar que, a lo largo

de los cinco afios, rechazan la hipotesis nula, evidenciando diferencia en los grupos.

La diferencia se hace esencial en el tipo de prueba presentada. GE presenta prueba
formal y prueba visual y apenas PPV todos los afios a diferencia del GC que presenta
poca prueba formal, mucha PPV y poca visual. En los tres ejercicios anteriores donde la
prueba visual no requeria de una argumentacion mas elaborada, o-al menos con una
explicacion mas detallada, los grupos resultaron sin diferencia, pero aqui esa diferencia
se impone desde GE vs GC. EIl es predominante todos los afios en GC frente a un
nimero minimo en GE. La justificaciobn sigue muy ausente mientras que la
identificacion de hipotesis y tesis ha sido casi total por ambos grupos todos los afios.
Debe destacarse que IHT aglutina las frecuencias de El; PF; PV y PPV.

Es notable que del analisis no se desprende la aparicion de las categorias: AT y PF,

aunque de caracteristicas similares a esta Ultima es la categoria PPV.
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CAPITULO VI
CONCLUSIONES
Y PROYECCIONES

“El aspecto mas triste de la vida actual es que la ciencia gana en conocimiento mds rdpidamente que la
sociedad en sabiduria”. Isaac Asimov
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V1.1. Cuestiones histdricas y epistemologicas

Es muy usual escuchar a profesores universitarios de Matematica expresar su asombro
ante un tipo de respuesta por parte de un estudiante frente a la consigna que propone la
prueba de validez de una proposicién. Esta respuesta generadora del asombro consiste
en la exhibicidon de uno o varios ejemplos como prueba. Esta accion se encuadra con la
evolucion y genésis historica de la prueba, acorde a lo expuesto en Il1.1. en el marco
teorico. Crespo Crespo (2007) manifiesta que el desarrollo matematico manifestado en
pueblos muy primitivos se relacion6 directamente con sus necesidades materiales. Esta
relacion, no es ajena a la realidad del pais y del mundo en el presente, ni tampoco al
contexto donde se encuentra inserto el estudiante posmoderno. El estudiante
posmoderno es ante todo una persona, y esta inmerso en un mundo tecnoldgico que
avanza de forma exponencial. Este joven necesita de satisfacciones y respuestas
instantaneas de la misma forma en que las obtiene cuando hace clic con el mouse de una
computadora o apenas roza la pantalla de un teléfono mévil y accede instantdneamente
a una informacion transfinita, literalmente ‘tiene al mundo en sus manos’. El proceso de
una prueba es lento, profundo y complejo, muy lejano a la inmediatez de la verificacion.
No se esta con esto gestando una apologia de las bondades del empirismo ingenuo de
Balacheff (2000) sino describiendo y contextualizando al estudiante posmoderno inserto

en la escena digital del mundo actual.

Cabe destacar que también de acuerdo a lo expuesto en 1ll.1. en el marco tedrico, la
Matematica en China, entre otros pueblos primitivos, tuvo clara preferencia por lo
concreto, aunque también en geometria fueron comunes en sus argumentaciones, las de
tipo visuales. Con esto, no es de extrafiar esa inclinacion evidente, manifestada por los
resultados obtenidos y desarrollados en el capitulo anterior, acerca de los estudiantes y
la prueba visual. Cabe preguntarse, ¢Por qué ante el avance tecnoldgico avasallante, la

persona tiende a recurrir a procesos aparentemente tan primitivos, en apariencia?

Parte de la respuesta, quedd manifestada en el parrafo anterior pero también se abre un

abanico de posibilidades y multiples cuestionamientos ante el mundo que viene...

Esta cuestion estd acorde con los resultados obtenidos en esta investigacion y
desarrollados en el Capitulo V. Los estudiantes del GC insertos en un curso tradicional
de Matematica sin una vision explicita del lenguaje y la epistemologia que le es propia a

esta ciencia, se apropian de sus estructuras en la forma mas rapida, simple y eficaz que
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le es posible: la verificacion o empirismo ingenuo. La verificacion, en el lenguaje
propio de los estudiantes iniciales consiste en expresiones y preguntas tales como:
‘reemplazo con nimeros’, ‘Profe, ;no es lo mismo si hago esto con numeros?’. Este es
el procedimiento mas simple y estandar en la vida cotidiana y la persona tiende a hacer
una analogia de todas sus acciones habituales en otros contextos, por ende, no sorprende
que recurra a estas acciones también en el ambito aulico. El estudiante tiene
convicciones y concepciones muy potentes sobre una Ciencia Matematica que consiste
segun su propio lenguaje ‘en hacer ejercicios’ en el peor de los casos; y en el mejor, que
permite resolver problemas que tienen que ver con la cotidianeidad, pero sea como sea,
su epistemologia es algo muy lejano y hasta inexistente y desconocido. La verificacion,
por lo tanto, resulta un método usual de la vida cotidiana y las ciencias facticas, y
probablemente la actitud esté asociada a este hecho. Como afirma Dreyfus (2000): “no
deberiamos esperar que nuestros estudiantes sean capaces de captar demostraciones
sofisticadas y de alto nivel, sin haber estado expuestos durante muchos afios al espiritu

de la justificacion y a la naturaleza del pensamiento matematico.”

En el GE, los estudiantes han sido instruidos especificamente en el conocimiento del
lenguaje y la epistemologia que le es propia-a la ciencia matematica, asimismo, no
tuvieron el tiempo suficiente de maduracién, como afirma Dreyfus (2000) como para
vencer prejuicios y concepciones adquiridas en el nivel medio y hasta en los niveles
iniciales. Su proceder es diferente frente a una consigna que requiere la prueba de
validez de una proposicion, asimismo reacciona utilizando el empirismo ingenuo
cuando no encuentra el camino para llevar a cabo la prueba, ganando las concepciones o
‘la comodidad’ a la hora de poder satisfacer un requerimiento, aun a sabiendas de que

no es el procedimiento adecuado.

Pero debe destacarse que, en los procesos de aprendizaje, el estudiante tiende a repetir
como a escala y en ‘un acelerado salto cudntico hacia atras en el tiempo’, los procesos
que histéricamente la humanidad necesito y experimento hasta llegar a las estructuras
conceptuales o procesos epistemoldgicos actuales. Es necesario conocer y respetar estos
procesos ademas de comprenderlos para encausarlos hacia las vias que en los contextos
de la ciencia actual se consideran adecuados o tener la flexibilidad necesaria y suficiente
para comprender nuevos procedimientos y acciones como la prueba visual, propia de la
cultura de videoclip (Economist.com, 2006) en que se encuentra inserto el estudiante

posmoderno.
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V1.2. Hipétesis de investigacion. Contrastacion con los resultados obtenidos.

Al comienzo de la investigacion se formularon las siguientes hipotesis de trabajo,
hipdtesis generadas a partir de la observacion experimental y cotidiana de la praxis
docente. A continuacién, se detallan nuevamente esas hipotesis y en cada una se
manifiesta la contrastacion o refutacion, de acuerdo a los resultados obtenidos, con los

comentarios pertinentes.

1) El desarrollo y evolucion del razonamiento del estudiante en
demostraciones matematicas, depende del paradigma del proceso de

ensefianza adoptado por el docente.

De hecho, las pruebas de hipotesis aplicadas a los resultados encuadrados en categorias
de las producciones de los estudiantes marcaron la diferencia esencial, salvo como antes
se menciond, en casos puntuales y esta diferencia radico en el tipo de prueba presentado
y adoptado por los dos grupos de estudiantes analizados en cinco cohortes distintas y a
lo largo de tres cuatrimestres, en cada una. Por un lado, un grupo con un paradigma de
ensefianza aproximativo, es decir, centrado en la construccion del saber por el
estudiante, y bajo los canones establecidos por-una ingenieria didactica sostenida en el
conocimiento del lenguaje y la epistemologia mateméatica como punto de partida para el
o los cursos iniciales de matematica en la universidad. El otro grupo, sostenido en un
paradigma de ensefianza normativo, es decir, centrado en el contenido y en la

transmision pasiva de ese contenido a los estudiantes.

2) Desde un paradigma de aprendizaje de tipo aproximativo, el estudiante es
capaz, en ciertos casos, de llevar a cabo de forma auténoma un
razonamiento puramente deductivo, que sigue la linea trazada por el

denominado método directo de demostracion de implicaciones.

De hecho, los resultados mas contundentes que mostraron las pruebas de hipotesis,
radican en los ejercicios que involucran el razonamiento deductivo de argumentacion
directa e inclusive los de argumentacion indirecta que siguen un desarrollo
argumentativo de tipo ‘lineal’, es decir, sin bifurcaciones ni giros en su camino, con esto
se hace referencia a la inexistencia de constructos o artificios que permiten la

consecucion de la prueba. Es decir, con la expresion ‘lineal’ se hace alusion a un
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camino que tiene un punto de partida en un dato de comienzo, usualmente, la hipotesis y
una proposicion objetivo, en referencia a como definen el razonamiento los
investigadores Codina Séanchez y Lupiafiez Gomez (1999). Cuando se hace referencia a
resultados contundentes, se refiere la cuestion a resultados que tienen que ver con
demostraciones claramente consumadas y realizadas en un nimero importante, en cinco
cohortes, respecto de los otros tipos de razonamiento implicitos en las demostraciones
propuestas en otros ejercicios. Cabe destacar que estos resultados fueron relevantes
especificamente en el grupo de estudiantes denominado experimental instruido en un

paradigma de aprendizaje aproximativo.

3) El estudiante no es capaz de llevar a cabo de forma autdénoma,
razonamientos en pruebas que requieren para su desarrollo construcciones

y artificios para llegar a la meta.

De hecho, los resultados obtenidos en las cinco cohortes con los ejercicios
correspondientes al razonamiento plausible o conjetural junto con los de razonamiento
inductivo y por el absurdo clasico (recuérdese los dos primeros ejercicios de los
correspondientes a RRA), son los que menos frecuencias presentan de pruebas

consumadas, a pesar de evidenciarse diferencias entre los dos grupos.

4) Cuando el estudiante generaliza, emplea el razonamiento inductivo y es
capaz de obtener la proposicion generalizada, pero es reacio a su proceso de

validacion.

De hecho, de acuerdo a los resultados obtenidos en el capitulo anterior, el estudiante
pudo generalizar con soltura, esto se evidencioé en ambos grupos y en las cinco cohortes,
pero no pudo hacer frente al método inductivo, simplemente porque no pudo
comprender su mecanismo que al momento especifico de la prueba puede ser tan 0 mas
simple que otras demostraciones que les fueron propuestas y que pudieron llevar a cabo,

pero que en el contexto del proceso de induccion no pudieron llevarlas a cabo.

V1. 3. Respuestas a las preguntas de investigacion

V1.3.1. Respuestas a las preguntas de investigacion referentes a los Objetivos
Especificos
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A continuacion, se escriben en negrita las preguntas de investigacion relativas a los
objetivos especificos y luego de la pregunta, aparece la respuesta acorde a los resultados

obtenidos de la investigacion.

¢ Qué considera el estudiante como hipdtesis para el desarrollo de una prueba y
como la utiliza?

El estudiante puede identificar la hipétesis y la tesis en una proposicion de tipo
‘tradicional’, es decir, Si p entonces g. En caso contrario, le cuesta mucho detectar estos
elementos, y a la hora de hacerlos, o lo hace erroneamente o lo ignora, posicion esta
Gltima como preferida, lo que posteriormente perjudica en el proceso de prueba. Esta
actitud estd acorde con lo expresado en el punto 2. de las hipdtesis de investigacion
contrastadas en VI.2.,, ya que el estudiante ‘se siente comodo’ frente a una
‘argumentacion lineal’ sin ‘sobresaltos ni giros artificiosos’ ‘en el camino’. En
Razonamientos inductivos, que han sido manifiestamente los menos comprendidos,
apreciacion obtenida primero a través de las producciones realizadas por los estudiantes
y luego por los resultados evidenciados por las pruebas hipotesis, resulta entonces que
aquellos estudiantes que pudieron llevar a cabo el proceso de validacién por induccion
en una proposicion de variable natural, supieron utilizar adecuadamente la hipotesis de
induccién en el momento preciso. Asimismo, no justificaron otros pasos de la cadena
argumentativa, pero si, pudieron sostener este momento clave que corresponde a la

prueba que le es propia al método de induccion matematica.

¢ Qué considera el estudiante como tesis para el desarrollo de una prueba y como la
utiliza?

El estudiante frente a estructuras que siguen el paradigma que Ibafiez & Ortega (2004)
establece en su parateorema de enunciados pueden identificar la hip6tesis y la tesis de
una proposicion a demostrar. La tesis claramente es tomada como la proposicion
objetivo, segun acuerdan Codina Sanchez y Lupiafiez Gdmez (1999). Es decir, que el
estudiante cuando es capaz de abordar una prueba, se enfoca claramente en esa
proposicion que es la meta a alcanzar. La utilizacion que hace de la misma, es
precisamente la mencionada, la considera como la meta, el objetivo final que tiene que

alcanzar luego de un desarrollo argumentativo.

¢Cuando el estudiante utiliza la justificacion y/o explicacion como sustento de la

argumentacion que sostiene a una prueba?
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El estudiante, en general evita o ignora la justificacion como puede verse en los
resultados de la investigacion vertidos en el capitulo anterior. En V.1. se muestran un
par de opiniones textuales sobre la justificacion y posteriormente en el resumen de los
resultados de la encuesta abierta se hace referencia a lo que los estudiantes manifiestan
adicionalmente sobre las dificultades encontradas con el proceso de justificacion. Pero
la justificacion se hace imprescindible cuando tiene que llevar a cabo una prueba visual
ya que, de lo contrario, carece de sentido. Es de destacar que tal explicacion y/o
justificacion es escueta pero contundente. Asimismo, pueden verse en el capitulo
anterior en los ejercicios 4 RDAD vy los ejercicios 3 y 4 RV algunas producciones
textuales escaneadas de los estudiantes, donde no aparece una explicacion coloquial
sino un grafico con cierto simbolismo representativo que opera de explicacion y/o
justificacion. La justificacion también se hace evidente en los ejercicios de induccion,
especificamente en el momento preciso en que en el proceso de validacién se hace
necesaria la utilizacion de la hipétesis de induccion como se manifestd en la primera
pregunta de investigacion en este parrafo. En aquellos estudiantes que son capaces de

llevar a cabo la prueba, hay una frecuencia relevante que lo lleva a cabo.

Recordemos lo que Codina Sanchez 'y Lupiafiez Gomez (1999) postulan sobre el
razonamiento en el marco teorico. Lo definen como un esquema organizado y orientado
hacia una proposicion objetivo o meta. Un discurso para ser considerado un
razonamiento debe estar centrado en ese objetivo y no especificamente en el contenido,
porque en caso de centrarse en esto Ultimo, tal discurso se convierte en una explicacion.
Lo que definitivamente mostro el estudiante a lo largo de todas sus producciones fueron
razonamientos, en general, se insiste, salvo casos puntuales, carentes de explicaciones y
justificaciones. De acuerdo a lo establecido por Azcarate Giménez y Camacho Machin
(2003) en el marco tedrico, los estudiantes tienden a realizar sus tareas de forma
espontanea, de acuerdo con los habitos adquiridos en la vida cotidiana, es decir que
elaboran sus respuestas a partir de los elementos de sus esquemas conceptuales
evocados por el contexto de la situacion, y no especificamente desde un esquema de
autoridad, rememorando el patron de razonamiento retorico postulado por Rigo, Rojano
y Pluvinage (2011). De ahi entonces que la justificacion sea una tarea esperada por el

profesor, pero dificilmente establecida por el estudiante.
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¢Como se relacionan las justificaciones que el estudiante realiza con las hipotesis
implicitas?

Como se expreso en el objetivo anterior, el estudiante en general evita o ignora la
justificacion que tiene que ver precisamente con las hipdtesis implicitas de la
proposicion a demostrar. Cuando lo hace, se atiene estrictamente a justificaciones
imprescindibles para el sostenimiento de la verdad de la prueba, pero omite otras que
completarian totalmente el espectro. Es decir, que este aspecto epistemoldgico de la
prueba es practicamente vacio. Recordemos lo postulado en el marco tedrico sobre la

justificacidn, tan asociada a la explicacién y al razonamiento.

El hecho de que el estudiante ignore u omita la justificacién durante el proceso de
prueba, en los casos en que lo lleva a cabo, esta haciendo referencia a que ignora la
trascendencia de lo que esto significa en cuando a la fundamentacion de la verdad
matematica que debe sostener, acorde con lo postulado con Hanna y Jahnke (1996)
como asimismo, esta ausente el estado epistémico al que aluden estos investigadores, y
también Rigo (2009) en virtud que el estudiante no cobra la verdadera dimension de lo
que estd realizando. Cuando puede llevar a cabo una prueba, la hace y utiliza las
herramientas que necesita como propiedades, por ejemplo, pero no siente que tenga que
efectivizar y mostrar esa accion que realiza como justificacion. Es interesante destacar
que, a nivel de la prueba visual, los estudiantes que la consuman, justifican su accionar
con una explicacion o justificacion que sostiene el diagrama visual presentado. En
muchos casos, este accionar también esta ausente de la prueba visual y es claro que ese
diagrama, en tal caso, carece de validez por no estar sostenido por una explicacion o
justificacion. Cabe destacar que en los ejercicios de argumentacion por el absurdo
(Ejercicios 3 y 4 RRA) donde el razonamiento sigue un camino ‘lineal’, es decir, que se
trata de un absurdo ‘predecible’ a diferencia del tradicional, el estudiante puede
justificar el accionar, ya que en caso contrario el proceso de la prueba carece de sentido.
Este proceder, debe destacarse, fue llevado por una importante frecuencia en ambos

grupos de estudiantes.

¢ Como llega el estudiante a la conclusion de una prueba?

Como pudo verse en los resultados de las pruebas de hipotesis del capitulo anterior, el
estudiante en general no reafirma la verdad de la proposicion al llegar a la meta, es
decir, a la proposicion objetivo. Llegan y punto. No lo muestran como un momento

trascendente. Se puede suponer que el estudiante lleva a cabo a la prueba como un
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ejercicio, de un caracter de mayor complejidad al habitual, ya que no se trata de un
simple ejercicio donde lo requerido es la aplicacion de un algoritmo. Puede considerarse
que lo toma como un problema ya que trasciende lo antes descripto, pero lo esperado
tanto en un ejercicio como en un problema es la justificacion del procedimiento
realizado, pero en la opinién de Segura y Chacon (1996), los sistemas tradicionales de
ensefianza en la educacion no dan al estudiante las herramientas para indagar, analizar y
discernir la informacion, que lo lleve a la verdadera toma de decisiones. Los
conocimientos impartidos son mas bien atomizados, memoristicos y no fomentan el
desarrollo de la iniciativa, la creatividad, ni la capacidad para comunicarse
efectivamente por distintas vias. Ocurre entonces que, el estudiante ingresante a la
universidad toma contacto con estos procedimientos por vez primera, y al momento de
ponerlos en préactica, tiene muy poco tiempo de maduracién y tiende a recurrir a sus
antiguas creencias y/o concepciones o también segun la terminologia de Perkins (1995)
a su conocimiento ingenuo, ganando las concepciones y creencias frente a los nuevos

conocimientos.

¢ Como utiliza el estudiante la justificacion en apoyo de una conclusion?
Como se dijo antes, no la utiliza en general, salvo en casos puntuales como en la prueba
visual y en casos particulares de la reduccion por el absurdo, por ende, en términos

generales la justificacion no juega un papel preponderante, en apoyo de una conclusion.

V1.3.2. Respuestas a las Preguntas de Investigacion referentes a Objetivos
Generales

¢ Qué actividades potencian los diferentes razonamientos que el estudiante utiliza
al realizar demostraciones?

¢ De qué depende la construccion de los razonamientos que utiliza el estudiante?

¢Como se vinculan los diferentes razonamientos que el estudiante construye con
las acciones de argumentar, justificar y explicar en demostraciones realizadas en

clase?

¢Como influye el paradigma de ensefianza adoptado por el docente a cargo de una
clase en la utilizacion que el estudiante hace del razonamiento en procesos de

prueba?
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Las preguntas precedentes estan muy relacionadas ya que el paradigma de ensefianza
adoptado por el docente influye en la utilizacion que el estudiante hace del
razonamiento en procesos de prueba, y como consecuencia, esto incide en la

construccion de los razonamientos que utiliza el estudiante.

De acuerdo a los resultados obtenidos en el capitulo anterior, puede verse claramente
que el paradigma de ensefianza utilizado por el docente en clase influye notablemente
en el estudiante desde sus concepciones a la posicion epistemoldgica adoptada por el
mismo. El estudiante formado desde un comienzo en el conocimiento del lenguaje y
ciertos rudimentos de la epistemologia matematica opera de una manera diferente a un
estudiante formado en un paradigma de aprendizaje que carezca de estas cuestiones.
Este ultimo puede llevar a cabo algunas acciones, pero de una manera distinta, ya que al
no haber sido formado e informado sobre estos contenidos, trata de alcanzarlos de
maneras no formales, y al momento de apropiarse, lo hace como puede. Esa accién
descripta como ‘se apropia como puede’, podria no ser la adecuada porque no tiene la
supervision del conductor del aprendizaje, e incluso podria ser una via de adquisicion:
internet, que también requiere de esa fiscalizacion, ya que el sujeto de aprendizaje se

encuentra en un proceso de formacion.

El estudiante que tiene la posibilidad de conocer ciertas cuestiones concretas que hacen
a la estructura del conocimiento matematico y su bagaje epistemologico, ademas de su
lenguaje puede discernir las acciones que necesita llevar a cabo frente a diferentes
problemas que se le presentan, por supuesto, que siempre va asociado a esto, el tiempo,
que juega un papel preponderante en el proceso madurativo de la persona que lo

necesita imperiosamente para poder internalizar conceptos, inexorablemente.

El proceso madurativo sumado al conocimiento epistemoldgico y a nivel de lenguaje de
esta ciencia, inciden completamente en la construccion de un pensamiento légico-
matematico que se da en el proceso de prueba, imprescindible para un estudiante
universitario de ingenieria. La actividad ‘demostrar’ como recurso no formal, sino
integrado a las actividades procedimentales de un curso universitario de matematica,
potencia de forma determinante el tipo de razonamiento requerido en estas carreras de

grado.

Las acciones de justificar, explicar y argumentar estan asociadas a la construccién de un

razonamiento l6gico-matematico, pero requieren de una cotidianeidad que el profesor
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en clase estimule a través del ejemplo, sus concepciones, su formacion y el tipo de
actividades procedimentales que construya en funcion de los estudiantes a quiénes van
dirigidas. Estos son factores indispensables a la hora del logro de un tipo de

razonamiento como el antes mencionado.

¢Como pueden generarse pautas de razonamientos a partir del trabajo realizado

por el estudiante en demostraciones matematicas?

Como resultado de este trabajo de investigacion, y producto de las reflexiones
generadas desde el marco tedrico, pasando por el metodoldgico y los resultados
obtenidos, producto del trabajo experimental, se generan las diferentes pautas que se

exponen en el parrafo siguiente, en virtud de ser el corolario central de este trabajo.

VI. 4. Pautas de Razonamiento utilizadas por estudiantes universitarios de
ingenieria en demostraciones matematicas

Como producto de los resultados obtenidos en el capitulo anterior puede observarse que
el estudiante puede llevar a cabo un razonamiento deductivo por argumentacion directa
y también por argumentacion indirecta. El estudiante es capaz de llevar a cabo un
razonamiento deductivo que siga una trayectoria ‘lineal’ sin giros ni artificios en el
camino que lo entorpezcan hacia la meta o proposicion objetivo. Crespo Crespo &
Farfan (2006) como resultado de sus investigaciones concluyen algo similar para
estudiantes de informatica, cabe destacar que su investigacion se orienta a observar
como la orientacion profesional influye en el tipo de argumentacion utilizado y su

comprensién desde una construccion sociocultural.

El estudiante puede también generalizar, pero no validar una férmula utilizando el
principio de induccion matematica. El estudiante no puede llevar a cabo un
razonamiento por reduccion al absurdo, entendiendo como funciona, pero es capaz de
desarrollar un razonamiento de este calibre de forma autonoma. Crespo Crespo &
Farfan (2006) observan estas cuestiones en estudiantes de profesorado de matematica
entendiendo que son capaces de comprender el mecanismo, caracteristicas y dificultades

en este tipo de argumentaciones.

Cabe destacar que el estudiante es capaz también de presentar una prueba visual con una
justificacidn adecuada que sustente esa imagen construida por el mismo, a mano alzada

0 a través del software.
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En base a estas cuestiones, surgen como consecuencia las siguientes pautas de
razonamiento presentes en estudiantes universitarios de ingenieria en demostraciones

matematicas, como corolario de esta investigacion.
Pauta de razonamiento deductivo por argumentacion directa

El estudiante universitario de ingenieria puede llevar a cabo un razonamiento deductivo
por argumentacion directa con un recorrido lineal, es decir, desde una proposicion
considerada como punto de partida (hipoGtesis) hacia una proposicion objetivo,
considerada como meta (tesis), sin giros ni constructos que operen de artificios que

obstruyan el recorrido lineal del camino de la prueba.
Pauta de razonamiento deductivo por argumentacion indirecta

El estudiante universitario de ingenieria puede llevar a cabo un razonamiento deductivo
por argumentacion indirecta con un recorrido lineal, es decir, desde una proposicion
considerada como punto de partida (negacién de la tesis de la proposicion original que
ahora opera de hip6tesis) hacia una proposicion objetivo, considerada como meta
(negacion de la hipotesis de la proposicion original que ahora opera de tesis), sin giros
ni constructos que operen de artificios que obstruyan el recorrido lineal del camino de la

prueba.
Pauta de razonamiento inductivo de generalizacion

El estudiante universitario de ingenieria puede llevar a cabo un razonamiento inductivo
que implicitamente requiere una generalizacion a partir de patrones 0 comportamientos

iterativos.
Pauta de razonamiento visual

El estudiante universitario de ingenieria puede llevar a cabo un razonamiento visual, es
decir, un razonamiento basado estrictamente en una visualizacion generada por el
estudiante a través de un diagrama a mano alzada, construido por el mismo, o un
software y como consecuencia de la observacion de la figura obtenida, generar una

justificacion y/o explicacion que permita sostener el valor epistémico de la prueba.

V1. 5. Proyecciones de la investigacion
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Los resultados obtenidos en la investigacion, y las pautas de razonamiento
recientemente expuestas abren un panorama amplio y novedoso para futuras

investigaciones.

Si bien en estudiantes de Ingenieria no interesa desarrollar la habilidad ‘demostrar’, es
importante que éstos puedan comprender y reproducir no textualmente, pero de forma
aproximada las pruebas de las proposiciones y teoremas que el curso de Matematica
requiera. Estimular el pensamiento I6gico—matematico no se logra solamente a través
de la fase procedimental de esta disciplina, segun manifiesta Dreyfus (2000), al
expresar que “las demostraciones — entendidas en sentido amplio — deberian estar
presentes de forma subyacente en todos los componentes del curriculo de Matematicas.
Esto no significa reproducir demostraciones de memoria, tomando el formalismo
bourbakiano, sino tener en cuenta como expresa Arrieta (1994) que ‘la aceptacion de
un teorema por la comunidad matematica se realiza mediante un proceso social en que
interesa mas la comprension y significado del mismo que el de la prueba rigurosa’.”
Esto lleva a pensar en la importancia de fortalecer en el estudiante de ingenieria, la
comprension de lo postulado por un teorema y la generacion de una “working proof”
(Resnick, 1992). Este investigador afirma que la matematica contemporanea esta
repleta de “working proof", esto es, pruebas informales, no axiomatizadas. En el &mbito
profesional matematico, las pruebas son deductivas pero no formales, se expresan
mediante el lenguaje ordinario completado con el uso de expresiones simbolicas. No
hay un estandar generalmente aceptado del grado de rigor y sistematizacion exigible a
una prueba matematica. Con mayor razon, el tipo de prueba para un estudiante de
ingenieria es el mencionado, donde el eje central de la misma sea la comprensién de la
proposicion y el razonamiento de sus principales argumentos. La prueba debe estar
despojada de formalismos bourbakianos que pertenecen a un paradigma ya fuera de
estos tiempos, inclusive para un estudiante de Matematica pura. Es de destacar que en
muchos casos es potable la incorporacion de pruebas visuales “visual proof* (Hanna,
1995). Ya que cuando sea posible, es esencial hacer ver al estudiante que este tipo de
pruebas es tan valida, como la que requiere de una construccién intelectual. Lo
fundamental radica en la construccion de pruebas que expliciten y clarifiquen, y
extrapolen lo mas fielmente posible ese “saber sabio a un saber &ulico” (Chevallard,
1998).
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En Argentina, desde fines del siglo pasado se inicié una tendencia a la supresion de
demostraciones rigurosas, en cursos de Matematica universitaria que utilizan esta
Ciencia como herramienta. Las demostraciones informales fueron tomando su lugar,
aunque no en la generalidad. La utilidad de la prueba matematica es el razonamiento
que se oculta detras de los eslabones argumentativos que constituyen la cadena de la

demostracion.

El ejercicio cotidiano de la demostracion, fundado en la practica habitual y natural de la
clase tedrica y préactica, es lo que realmente estimulara los diferentes tipos de
razonamientos que el estudiante universitario necesita desarrollar. Esta practica no
requiere del rigor de una prueba formal, sino de una prueba que arribe al objetivo, sin
pretensiones de estar encuadradas en un paradigma bourbakiano y que permita que el
estudiante pueda justificar cada eslabon de la argumentacion que constituye la prueba.
Las pruebas informales no requieren de artificios o construcciones complejas que
permitan el arribo a la tesis, requiriendo Unicamente de razonamientos simples que

establecen los eslabones de la cadena argumental de la prueba.

La comprension del desarrollo de la demostracion en su totalidad constituye el
verdadero objetivo del proceso de validacion de la proposicion y esto puede satisfacerlo
una prueba informal y también una prueba visual, esta ultima con mas énfasis ya que

esta claramente encuadrada en la cultura visual que se halla inserto el estudiante actual.

Independientemente del rigor de la prueba y de su valor epistemolégico, lo que interesa
realmente es que el estudiante pueda argumentar y como consecuencia, razonar ante el
valor de verdad de una proposicion, y a través de un razonamiento, aunque simple y sin
grandes pretensiones, de forma tal que este, no termine aceptando a esa proposicién

COMOo un axioma.

El estudiante posmoderno, retrasa cada vez mas el pensamiento formal, y aquellas
pruebas tan rigurosas del pasado, son cada vez menos accesibles a su pensamiento y a
través del mecanismo de la prueba informal se pretende impedir ‘la muerte de la
demostracion’. De esta forma, se pretende que el estudiante pase por el tamiz de la
demostracion, y no termine aceptando axiomaticamente la propiedad con la
conformidad de algunos ejemplos. Ese tamiz de la demostracion, si bien es carente de
rigor formal, tiene como fin, que el sujeto de aprendizaje pueda llevar a cabo un

razonamiento que exceda, aunque ligeramente, una simple justificacion.
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A continuacion, consideraremos, un ejemplo representativo de una prueba estructurada
formalmente y su version informal. Consideremos el teorema de la derivada de la
funcién compuesta o regla de la cadena, extraido de bibliografias tradicionales como

Calculus de Apostol (1980), volumen 1.
Se reproduce el teorema mencionado con detalle a continuacion:

Sea I un intervalo abierto, y sea f: 1 — R una funcion derivable en x, € I,y seag: R —

R, una funcién derivable en y, = f(x,), entonces:

F = gof:1 - R/gof(x) = g(f(x)) es derivable en x, y resulta: g’ (yo). f'(x0)/yo =
f (o).

prueba formal: Seah € R/x, € 1

Flxo +h) = FCxo) _ . g(fCxo + ) = g(f Cxo)

F'(xp) = lim

h h—0 h
9ot k)—g(o) . k.g'(yo) +k.y(k)
= lim = lim =
k-0 h k-0 h
k@) ry(R) ok |
= lim . = }grg)ﬁ(g (vo) +y(k)) =

ok . _ o /
= lim . im g'(yo) + limy (k)| = f"(x0). 9" (o)

~——
—f'(x0) =9'(¥o) -0

La prueba expuesta carece de justificaciones como en la generalidad de los textos
universitarios. Es tarea del estudiante encontrar esos argumentos que sostienen las

cadenas argumentativas.

En esta prueba, el sostenerse sobre las hipoOtesis permite generar a partir del cociente
incremental, la tesis que se quiere probar, teniendo en cuenta que si g es una funcion

derivable, también es diferenciable.

En la prueba informal, mas alla del artificio (elemental) de multiplicar y dividir por el
incremento de la funcion f, que permite la construccién de los cocientes incrementales
que se quieren llegar a establecer de la tesis, se halla presente como en la prueba formal.
El momento clave en el final, donde se llega a la tesis a partir de que los limites de los
cocientes incrementales hallados existen en funcion de argumentaciones que provienen

de las hipdtesis del teorema. Cabe destacar que la prueba informal que se presenta a
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continuacion esta dotada de una heuristica propia de un razonamiento conjetural o
plausible y esto se halla presente en la operacion de multiplicar y dividir por el
incremento de la variable dependiente. Se expone a continuacidn, la prueba informal de

la regla de la cadena, ya expuesta en el Capitulo I11 correspondiente al marco teorico.

F(xg + h) — F(x,) _ limg(f(xo +h)) — g(f(x))

F'(xo) = }li_r%

h h—0 h
_ limg(f(xo +h) —g(f(x)) flxo+h)— fxo) _
h>0 h fxo +h) = fxo)
 g(f(xo+h)—g(f(x)) . flxg+h)— f(xo) , ,
T G T h) = flry) A h = 9'(f (o). 1" (x0)

-g'(f(x0)) - f'(x0)

Esto es una realidad que dia a dia puede experimentar cualquier docente universitario
de Argentina, pero que también, dia a dia se va debilitando ya que la cultura visual del
estudiante cada vez mas dominante, convierte directamente la ritualidad en una
negacion a la reproduccion de pruebas cargadas de rigor. El estudiante posmoderno,
cada vez se va alejando de la ritualidad para abrirse a una nueva postura. Esa nueva
postura equivale a la no realizacion de lo requerido por el docente, en oposicion a la
actitud protocolar usual en las décadas pasadas. Esto invita a la reflexion de los
docentes, acerca del valor de la prueba informal y la prueba visual como agente eficaz y
seguro para el razonamiento del estudiante. Esto no significa generar una apologia del
facilismo y una cultura ligera. El estudiante, en definitiva, terminara haciendo lo pedido
por el docente, pero desde una obligacion y no desde la persuasion y el
desenvolvimiento en su propio terreno, que en definitiva es el terreno del hoy y de un

futuro muy cercano donde lo actual frente a lo cuantico sera prehistorico.

En el capitulo 111 del marco tedrico, fue expuesta la prueba formal correspondiente al
criterio de la derivada primera para la determinacion de la monotonia de una funcién,
especificamente se probo el caso de la derivada primera negativa y como consecuencia,
el decrecimiento de la funcion. Los resultados de esta investigacion ponen de relieve la
importancia de la imperante cultura visual donde se hallan insertos los estudiantes

universitarios actuales.
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Figura 136: Prueba visual del criterio de la derivada primera para la
determinacion de la monotonia de una funcion (en este caso particular:

decrecimiento)

La figura 136 muestra una prueba visual del denominado criterio de la derivada primera
para la determinacion de la monotonia de una funcion, en particular, el decrecimiento
de la misma. La grafica muestra una funcion decreciente donde se observa claramente
que cualquier recta tangente en cualquier punto de la misma, tiene una pendiente
negativa. Evidentemente, la funcién que se muestra en la figura precedente es
decreciente ya que presenta en cualquier punto, una recta tangente de pendiente

negativa, lo que es equivalente a una derivada primera negativa.

La investigacion presente pone de relieve algunas cuestiones trascendentes como las
pautas de razonamiento que utilizan estudiantes universitarios de ingenieria al abordar
demostraciones matematicas y la incidencia que el paradigma de ensefianza recibido por

el estudiante repercute en estos procesos.

Estas pautas, como consecuencia de las dificultades, procedimientos y realizaciones
observadas por parte de los estudiantes deja abierta una puerta para futuras

investigaciones.

Esa puerta abierta se puede traducir en algunas preguntas de investigacion como las

siguientes:

¢Cudl es el futuro de la prueba visual en los nuevos escenarios académicos de

aprendizaje?;

¢El razonamiento y la argumentacion, que rol jugaran en la estructura que conforma una

prueba visual?;
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¢Pueden considerarse eficaces los resultados de aprendizaje obtenidos en cursos donde

los desarrollos de pruebas formales tradicionales son sustituidos por pruebas visuales?;
¢Se puede considerar a la prueba formal en vias de extincion?;

¢Qué desafios plantean los nuevos escenarios académicos de aprendizaje en lo
concerniente a la prueba o demostracion de los teoremas que conforman las teorias

matematicas?

Estas preguntas de investigacion son algunas de las proyecciones que permite la
investigacion presente, y esas proyecciones son las nuevas pruebas e implicitamente los
nuevos razonamientos que se pueden poner de manifiesto en los nuevos escenarios
académicos, que no son los mismos que imperaron durante el siglo XX donde la
digitalizacion era apenas un suefio, que en apenas, la quinta parte de transcurrido este
siglo XXI ha sido un fenémeno arrasador y ha cambiado todos los conceptos que se
consideraban como definitivos en el siglo anterior. Hoy, estos conceptos, estan
expuestos a cambios constantes y a un vértigo tal como el vertiginoso movimiento al
que estamos expuestos todos, debido a la vordgine en que nos. sumerge este

impresionante cambio tecnoldgico que crece dia a dia.
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ANEXO

1. SIGLAS UTILIZADAS PARA SIMPLIFICACION E IDENTIFICACION DE LOS
EJERCICIOS UTILIZADOS COMO INSTRUMENTO EN LA FASE
EXPERIMENTAL DE LA INVESTIGACION

Nombres generales de los ejercicios

Ejercicio de razonamiento deductivo por argumentacion directa: RDAD

Ejercicio de razonamiento deductivo por argumentacion indirecta: RDAI

Ejercicio de razonamiento plausible o conjetural: RPoC

Ejercicio de razonamiento por reduccion al absurdo:RRA

Ejercicio de razonamiento inductivo: RI

Ejercicios de razonamiento visual: RV

A continuacion, se detallan las siglas y el detalle de los ejercicios en el orden en que

fueron aplicados a los estudiantes:

1RDAD: Ejercicio 1 de razonamiento deductivo por argumentacion directa

1RDAI: Ejercicio 1 de razonamiento deductivo por argumentacion indirecta

1RPoC: Ejercicio 1 de razonamiento plausible o conjetural

1RRA: Ejercicio 1 de razonamiento por reduccion al absurdo

1RI: Ejercicio 1 de razonamiento inductivo

2RI: Ejercicio 2 de razonamiento inductivo
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2RPoC: Ejercicio 2 de razonamiento plausible o conjetural

1RV: Ejercicio 1 de razonamiento visual

2RV:Ejercicio 2 de razonamiento visual

2RDAI: Ejercicio 2 de razonamiento deductivo por argumentacion indirecta

2RDAD: Ejercicio 2 de razonamiento deductivo por argumentacién directa

3RI: Ejercicio 3 de razonamiento inductivo

4RI: Ejercicio 4 de razonamiento inductivo

3RDAD:Ejercicio 3 de razonamiento deductivo por argumentacion directa

3RPoC:Ejercicio 3 de razonamiento plausible o conjetural

3RDAI:Ejercicio 3 de razonamiento deductivo por argumentacion indirecta

4RPoC: Ejercicio 4 de razonamiento plausible o conjetural

2RRA:Ejercicio 2 de razonamiento por reduccion al absurdo

4RDAD: Ejercicio 4 de razonamiento deductivo por argumentacién directa

3RV:Ejercicio 3 de razonamiento visual

4RV:Ejercicio 4 de razonamiento visual

3RRA: Ejercicio 3 de razonamiento por reduccion al absurdo

4RRA: Ejercicio 4 de razonamiento por reduccion al absurdo

265


http://cbs.wondershare.com/go.php?pid=5482&m=db

2. SIGLAS UTILIZADAS PARA SIMPLIFICACION E IDENTIFICACION DE LAS
CATEGORIAS EMERGENTES

GC: Grupo de Control
GE: Grupo Experimental

CATEGORIAS EMERGENTES

El: Empirismo ingenuo

PC: Prueba consumada

PCP: Prueba consumada parcialmente
IPF: Intento de prueba fallido

AT: Ausencia de trabajo

IHT: Identificacion de hipoétesis y tesis

Prueba.c/s.just.: Prueba con o sin justificacion

SCJ/CC: Pruebassin conclusion/ Pruebas con-conclusion

Fila k=0 presente: frecuencia de estudiantes que consumaron una prueba que
involucraba la definicion de igualdad de complejos en forma polar, especificando

en este estadio de la prueba que la definicion mencionada tiene sentido si k=0.

Fila k=0 fallida: caso contrario a fila k=0 presente

Gen:Generalizacion

Gensol:Generalizacion solamente

PISVi: Prueba incompleta sin validacion inicial
PCsuH: Prueba consumada sin uso de hipétesis
IPAF: intento de prueba avanzado fallido

P1: Prueba inconsistente

ASC: argumento sin conclusion

PCI: Prueba Consumada Inconsistente
PCcH:Prueba consumada con heuristica
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PCsH: Prueba consumada sin heuristica.

PRI:Prueba reducida a una identidad
PCI: Prueba Consumada incompleta
PV: Prueba Visual
PF: Prueba formal

PF: Prueba pseudovisual

267


http://cbs.wondershare.com/go.php?pid=5482&m=db

	A-PORTADA, PALABRAS PREVIAS Y AGRADECIMIENTOS.pdf
	B-PRÓLOGO.pdf
	C-ÍNDICE GENERAL.pdf
	D-CCAPÍTULO I.pdf
	E-CCAPÍTULO II.pdf
	F-CCAPÍTULO III.pdf
	G-CAPÍTULO IV.pdf
	H-CAPÍTULO V.pdf
	I-CAPÍTULO VI.pdf
	J-REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS.pdf
	K-ANEXO.pdf



