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Presentacion

Rosa Martinez — Maria Elena Ruiz

La concrecién de este libro nos ha permitido dar cuenta del largo proceso de construccion
conjunta realizado de problematicas sobre la ensefianza de la matematica. Trabajo conjunto
que significd avances y retos sumidos en un compromiso por la Didactica de la Matematica,
camino que iniciamos con Patricia Detzel y Marta Porras, estudiando y discutiendo durante
muchos afos. Esos debates y reflexiones nutrieron la elaboracion de este libro.

Queremos sefialar y reconocer las huellas del paso por la Universidad Nacional del
Comahue de las Profesoras Gema Fioriti, Dilma Fregona y Alicia Fernandez, cuyos aportes y
ensefianzas estuvieron presentes desde nuestros inicios, tanto en la investigacion como en la
docencia en formacion docente. Su presencia sigue siendo parte de nuestra historia, lo muestra

el Prélogo escrito por Dilma Fregona.

También destacamos con satisfaccion la incorporacion de jovenes profesores que
comienzan el recorrido de la investigacion en Didactica de la Matematica, como Emanuel Issa
Nufiez, Lucas Colipe y René Morari. Las profesoras-investigadoras y formadoras de docentes
de Institutos de Formacion Docente, Ethel Barrio y Analia Petich, integran también este equipo

sumando conocimiento, experiencia y compromiso que profundizan este trabajo conjunto.

Valoramos los medios y recursos que la universidad desting para la conformacién del
grupo de investigacion asignando carga horaria para los docentes-investigadores y subsidios a

los proyectos.

Nos es muy grato remarcar ademas, la incorporacion a este trabajo conjunto, de
profesores de escuelas secundarias durante varios afos, especialmente la de Juan Zambrano
desde 2012 y la de Joseé Cumin desde 2013, quienes han participado con gran compromiso y
responsabilidad a pesar de no contar con subsidios para este trabajo.



Rosa Martinez - Maria Elena Ruiz

El conjunto de condiciones, afios de trabajo, compromiso, incorporacion de jovenes,
profesores de aula, investigadores con experiencia, formadores de docentes, entre otras, nos
permiten expresar con alegria que las producciones conjuntas constituyen una via factible para

obtener logros que se reflejan en el aula de matematica de la escuela secundaria.

Asimismo este recorrido ha sido posible por las vinculaciones académicas con otras
universidades que, con la generosidad de las investigadoras, nos brindaron su experiencia y
saberes en distintos encuentros de estudio compartido. Nuestro reconocimiento especial a cada
una de ellas con el siguiente detalle de lo més sustancial de sus aportes. En primer lugar, con
Marta Anadon, de la Universidad de Québec, Canada, nos imbuimos de la perspectiva de
investigacion colaborativa. Discusiones, sugerencias, aportes de bibliografia, lectura atenta de
nuestros trabajos escritos han sido, entre otros, dispositivos que nos permitié profundizar en
esta tematica. También contamos con su mirada en el Epilogo de este libro. En el caso de Eva
Cid —Universidad de Zaragoza, Espafia — nos contactamos en el afio 2012 a raiz de su trabajo
sobre la ensefianza de los niUmeros enteros, una propuesta para el aula desde una perspectiva
que avanza para superar dificultades de aprendizaje. A partir de ese momento, iniciamos un
intercambio que continda hasta el dia de hoy. En el afio 2016, nos visitd en el marco de la
convocatoria del programa Misiones Inversas del Ministerio de Educacion de la Nacion; asi se
consolidaron los vinculos promoviendo reflexiones y discusiones, muchas de las cuales se
presentan en varios capitulos de este libro e incluso nos honra con un capitulo de su autoria.
Por otra parte, en el afio 2017 recibimos la visita de Nadine Bednarz —Universidad de Québec
a Montréal—, en el marco de la VIII EDIMAT (VIII Escuela de Didactica de la Matematica),
que se realiz6 en nuestra universidad. Su presencia favorecio una interaccion que permitid
profundizar aspectos tedricos de la perspectiva de investigacion colaborativa que veniamos
estudiando desde hace varios afios. Las jornadas intensas de estudio y discusion dieron sus
frutos, plasmados en este libro, como asi también su contribucion generosa con la escritura de

un capitulo.

Finalmente, sefialamos la satisfaccion de reflejar en este libro parte del proceso
realizado a lo largo de estos afios. Esperamos que este texto estimule y desafie a continuar y

profundizar e iniciar nuevas investigaciones.

Las compiladoras

Julio 2021
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Prélogo

Dilma Fregona

Es un honor para mi, como antigua integrante del grupo de investigacion en Didéactica de la
Matematica de la Universidad Nacional del Comahue, presentar la compilacion de trabajos
desarrollados en los altimos afios por muchos de quienes fueron mis compafieros de trabajo.
Los autores son docentes, algunos en posicion de investigadores en instituciones de educacion
superior y otros en posicion de ensefiantes de matematica en la escuela secundaria con
cuestionamientos acerca de la tarea de ensefiar y aprender matematica y con inquietudes

reflexivas para afinar las diferentes problemaéticas.

Este proyecto fue pensado como un aporte para discutir modos de construccién del
conocimiento en aulas e instituciones. Pensamos que puede ser una contribucion para los
desafios renovados que nos presenta la educacion, tomando en cuenta las condiciones y
restricciones que se dan en muchos establecimientos de educacion publica en nuestro pais, que,

a la luz de los intercambios con otros colegas de la region, no son especificos de Argentina.

Al momento de proyectar la publicacion del libro “Trabajo colaborativo entre
profesores de Matematica e investigadores en Didactica de la Matematica. Desafios y
problematizaciones en la adaptacion y difusién de una propuesta para la ensefianza de los
numeros enteros”, las premisas que guiaron el proceso son: incentivar a todos los miembros
del grupo para que participen en la produccion de al menos un capitulo en torno a dimensiones
que fueron centrales en su tarea. También buscaron difundir una de las corrientes actuales sobre
investigaciones colaborativas en lo que es una tendencia cada vez mas amplia en investigacion
en Didactica de la Matematica y otros campos de conocimiento. Cada capitulo fue enviado a
diferentes evaluadores en la busqueda de garantizar la calidad de las producciones difundidas.
Los evaluadores fueron elegidos por considerarlos especialistas reconocidos en las tematicas

abordadas en cada capitulo.

El libro esta conformado por 6 capitulos:
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Dilma Fregona

- En el capitulo 1, “De la problematizacion de una investigacion colaborativa a su
analisis y difusion: retorno a la conceptualizacion desarrollada y ejemplificacion a partir de una
investigacion colaborativa realizada con asesores pedagdgicos”, Nadine Bednarz presenta
algunos elementos claves de la investigacion colaborativa (IC), a través de la conceptualizacion
progresiva que ha desarrollado dentro de un equipo de investigadores comprometidos con esta
IC, enfocandose mas especificamente en el criterio de “doble verosimilitud” que impregna
dichas investigaciones en sus diferentes “fases”. Luego hace hincapié en una IC particular que
reunié a investigadores del GREFEM (Grupo de Investigacion sobre la Formacién en
Educacion Matematica) y Asesores Pedagdgicos (AP) en matematica para la escuela primaria.
Trae esta experiencia para ilustrar la manera en que toma forma la investigacion desde su
problematizacion hasta el andlisis y difusion de los resultados y, asi responder a la
preocupacion de doble verosimilitud que la caracteriza. Esta reconstruccion de la trayectoria
de una IC ilustra la riqueza de este proceso en las fases de co-situacién, co-operacién y co-
produccién, en su caracter dinamico y evolutivo. Mas concretamente, destaca que la
construccion del objeto de investigacion, su problematizacion, no se concibe de manera
definitiva, incluso antes de que se produzca la operacionalizacion de la investigacion.
Finalmente, esta reconstruccion pone de relieve otra forma de concebir la difusion de la
investigacion, en la que se le asigna importancia a la reflexion sobre la puesta en escena de los

resultados de la investigacion.

- En el capitulo 2, “Experiencia de trabajo colaborativo entre profesores de matematica
e investigadores en Didactica de la Matematica: de la problematizacion a los ejes de analisis
en la adaptacion de una ingenieria didactica”, Rosa Martinez, Analia Petich, Emanuel Issa
Nufiez y Maria Elena Ruiz, presentan algunos resultados de una investigacion en Didactica
de la Matemdtica, desarrollada desde una perspectiva colaborativa entre docentes
investigadores y docentes de matematica de escuela secundaria. Los autores, a partir de una
problematica en particular y apoyandose en desarrollos tedricos de la Didactica de la
Matematica, promueven el andlisis de procesos de ensefianza y de producciéon de
conocimientos matematico-didacticos que tienen lugar cuando un grupo de docentes de escuela
secundaria trabaja en colaboracion con investigadores para problematizar la ensefianza,
producir e implementar de manera conjunta propuestas, devenidas de una ingenieria didactica,
que tengan impacto en el aula. El trabajo que presentan da cuenta del proceso transitado a través
de construcciones, reconstrucciones y deconstrucciones colectivas que surgieron de las

discusiones y reflexiones. Las discusiones relacionadas con una actividad, con una secuencia,

12



Prélogo

con producciones de los alumnos en relacion a una situacion propuesta y con las interacciones
que ocurrieron en la clase, les permitié profundizar las nociones y los razonamientos ligados a
los problemas en juego y asi visibilizar el vinculo, “puente”, entre un producto de investigacion

y una mirada situada en el aula.

- En el capitulo 3, “La introduccion escolar de los nimeros negativos en un entorno
algebraico: razones y principios que la sustentan”, Eva Cid, nos relata su trayectoria en
investigacion en torno a la problematica de la ensefianza de los nimeros enteros. En su
investigacion, la autora retoma la nocion de obstaculo epistemol6gico propuesta por Brousseau
y la utiliza para establecer con mas precision las caracteristicas inmersas en los numeros
negativos. A partir de ahi, define una secuencia didactica de introduccion del nimero entero
en un entorno algebraico, que ayude a superar dichos obstaculos. La propuesta didactica busca
situar a los negativos desde el primer momento en el ambito algebraico y utilizarlos para iniciar
el algebra escolar dentro de la modelizacién-algebraico-funcional, poniendo de manifiesto la
ruptura epistemoldgica que supone el paso de la aritmética al algebra y facilitando la

comprension del 4lgebra como elemento de modelizacion de otras ramas de las matematicas.

- En el capitulo 4, “Problematizacion y asuntos que se vuelven problemaéticos en la
ensenanza de los nimeros enteros. Adaptacion de una propuesta”, Patricia Detzel, Maria
Elena Ruiz, Ethel Barrio, Lucas Colipe y René Morari, presentan conocimientos que
forman parte de una experiencia, en la que se estudia una propuesta de ensefianza de los
nameros enteros, planteada por Eva Cid. Los autores consideran aspectos que resultaron
relevantes a partir de cuestionamientos del objeto matematico involucrado y los asuntos que se
vuelven problematicos a la hora de su implementacion en aulas comunes de la regién. EI grupo
realiza un analisis matematico-didactico de tareas representativas de dicha secuencia didactica,
donde destacan/remarcan un trabajo de deconstruccion y de reconstruccion del objeto de
ensefianza al interior del grupo colaborativo. En este analisis reconocen la fertilidad de estudiar
y profundizar una propuesta de ensefianza disefiada en una investigacion que no es propia.
Ademaés sefialan la riqueza dentro de un espacio colaborativo, con relacion al analisis de la

gestion de las actividades para las clases.

- En el capitulo 5, “Lo colaborativo en accion, una experiencia sobre lo trabajado antes,
durante y después de su implementacion”, Juan Zambrano presenta un relato en el que analiza
y reflexiona su experiencia de trabajo conjunto con docentes investigadores a partir de estudiar,
adaptar e implementar una propuesta de ensefianza para un aula de escuela secundaria. Este

escrito da cuenta de la enriquecedora experiencia con relacion al estudio y adaptacién de una
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Dilma Fregona

propuesta elaborada por investigadores y la oportunidad del acompafiamiento para la
implementacion en el aula. Al mismo tiempo recupera aspectos de su trabajo docente que le

han permitido desempefiarse con mayor libertad y confianza.

- En el capitulo 6, “Reflexiones al revisitar un proceso de disefio y desarrollo de talleres
para la apropiacion de una propuesta proveniente de la investigacion didactica en la formacion
continua”, Rosa Martinez, Analia Petich y Ethel Barrio presentan analisis y reflexiones al
revisitar lo acontecido en talleres destinados a docentes de escuelas secundarias, cuya
intencionalidad consistia en reconocer la propuesta de Cid como una herramienta genuina que
ofrece mejores condiciones de ensefianza y mejores oportunidades de aprendizaje para los
alumnos. Esa revisita les permitio a las autoras analizar, desde un lugar de distanciamiento, los
aspectos centrales que conformaron las opciones didacticas desplegadas en el disefio y
desarrollo de los talleres. Asi, nos presentan un anélisis en el que destacan una dinamica de
problematizacion y de construccién de sentidos en juego que contribuyen a aproximaciones de
producciones de investigaciones. Desde este lugar, nos invitan a reflexionar sobre cuestiones
que viabilizan un acceso a los ndcleos centrales de la propuesta, actuando como indicadores

que intentan una asequibilidad de la misma en el terreno de las practicas de ensefianza.

En la seccion “Acerca de los autores” y “Acerca de los revisores”, se encuentran

disponibles las referencias académicas y de contacto.
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Capitulo 1

De la problematizacion de una investigacion colaborativa a su analisis y
difusion: retorno a la conceptualizacion desarrollada y ejemplificacion a
partir de una investigacion colaborativa realizada con asesores pedagdgicos

en matematical

Nadine Bednarz, GREFEM, Université du Québec a Montréal

Introduccion

En la década de los ‘90, se inicidé en Quebec, en el areca de educacion, un movimiento de
investigacion colaborativa (IC) que reunié investigadores y docentes. Esas investigaciones
cuestionaron las formas habituales de plantear preguntas de investigacion, de problematizarlas,
de posicionarse como investigador frente a los docentes involucrados en esas investigaciones,
de abordar la investigacion a partir de cuestiones relacionadas con sus précticas, de analizar
eso que se construye en la interaccion entre investigadores y docentes y de difundir los
resultados (ver sobre este tema Bednarz, 2015, 2013-a, b; Desgagné, 2007, 2001). Es aqui que
el lugar que ocupan los practicos” en el trabajo de investigacion, cuando est4 relacionado con
cuestiones de sus propias practicas, es cuestionado por estos investigadores quebequenses que,
de esa manera, adhieren al vasto movimiento de democratizacion de la investigacion que se
observa en otras partes del mundo (ver en particular Anadon, 2007, 2001; Callon y otros, 2001;
Darré, 1999; Dubet, 2007, 1994; Lyet, 2018, 2014, 2011; Mottier Lopez, 2015; Sebillotte,
2007, 2002; Van Nieuwenhoven y Colognesi, 2015; Vinatier y Rinaudo, 2015). Esta manera
de investigar se desarrolla con el objetivo de integrar el punto de vista de los practicos en temas
que les conciernen de cerca. Es asi que este enfoque de investigacion otorga un lugar central a
las acciones, observaciones y experiencias de los profesionales (docentes, asesores
pedagogicos, diversos actores del mundo de la educacion) en relacion a las preguntas que estos

profesionales se hacen. A su vez, este enfoque aporta una nueva mirada a esas preguntas.

1 Este capitulo ha sido traducido del francés por Marta Anadon, PhD, profesora emérita de la Université du Québec
a Chicoutimi, Quebec, Canada.

2 Nota de la traduccion: el término “praticien” ha sido traducido por préactico haciendo referencia a toda persona
que ejerce su ocupacion o profesion a partir de conocimientos que emergen de su propia préctica profesional y de
la utilizacion de medios practicos. En el texto los términos practico y profesional son utilizados como sinénimos.
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Nadine Bednarz

Es posible, a posteriori, a través de los multiples trabajos que han permitido aclarar este
enfoque de investigacion, percibir la extension y el alcance de este trabajo que no solo ha
trastocado las formas de abordar la investigacion educativa en cuestiones relativas a las
practicas, sino también, el tipo de conocimiento producido, cuyos resultados buscan llegar tanto
a las comunidades cientificas como a las profesionales (véanse en particular Bacon, Bednarz,
Hanin, Lajoie y Saboya, 2019; Bednarz, 2013-a, b; Bednarz, Maheux, Bacon, Saboya, Lajoie
y Thibault, 2019; Bourrassa, Bélair y Chevallier, 2007; Corriveau, 2013; Morrissette, 2012;
Mottier Lopez, 2015; Saboya, Bacon, Bednarz, Lajoie, Maheux, Bonin, Carbonneau, Emond,
Gareau, Lajeunesse, Morelli, Perron y Tourigny, 2019; Van Nieuwenhoven y Colognesi, 2015;

Vinatier y Rinaudo, 2015).

En este capitulo, volvemos, brevemente, a algunos elementos claves de este enfoque, a
través de la conceptualizacion progresiva que hemos desarrollado dentro de un equipo de
investigadores comprometidos con estas IC>, enfocandonos mas especificamente en el criterio
de doble verosimilitud que impregna la investigacion en sus diferentes fases. Luego haremos
hincapié en una IC que reuni6 a investigadores del GREFEM (Grupo de Investigacion sobre la
Formacion en Educacion Matematica) y asesores pedagogicos (AP) en matematica para la
escuela primaria. Esto permitird ilustrar la manera en que la investigacion toma forma desde su
problematizacion hasta el andlisis y difusion de los resultados y, asi responder a la
preocupacion de doble verosimilitud que la caracteriza. Nos parece fundamental aqui tomar en
cuenta la trayectoria que estamos reportando y de manera mas general, en cualquier analisis de
los aportes y repercusiones de la IC. En esto coincidimos con Mottier Lopez y Dechamboux
(2019), ya que nuestra conceptualizacion de la IC estd basada en una concepcion situada de la
actividad humana (Lave, 1988). Los conocimientos producidos en la interaccion entre
investigadores y practicos son conocimientos situados, no independientes de su contexto de

produccion y del rol estructurador que éste juega (ver al respecto Bednarz, 2013-b).

No podemos producir conocimiento sobre el objeto que se investiga sin tener plenamente en
cuenta, e inseparablemente, las condiciones de su produccion (Mottier y Dechamboux, 2019,

p- 3.

3 El equipo inicial que trabajo en esta conceptualizacion estuvo formado por Serge Desgagné, Université Laval,
Nadine Bednarz, Pierre Lebuis, Université du Québec a Montréal (UQAM), Louise Poirier, Université¢ de
Montréal, Christine Couture, Université du Québec a Chicoutimi (UQAC) (ver Desgagné y otros, 2001). A lo
largo del tiempo se han ido sumando otros colaboradores: Souleymane Barry, UQAC, Claudia Corriveau,
Université Laval, Mireille Saboya, UQAM (ver Bednarz, 2013-b, Barry y Barry y otros, 2013) o, en una reflexion
mas amplia sobre la investigacion participativa: Marta Anadon, Université du Québec a Chicoutimi (UQAC),
Lorraine Savoie Zajc, Université du Québec en Outaouais (UQO) y Jean-Frangois Maheux, Université du Québec
a Montreal (UQAM) (ver Bednarz y otros, 2012; Savoie-Zajc y Bednarz, 2007; Anadon, 2007).
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De la problematizacion de una investigacion colaborativa a su anélisis y difusion...

Este posicionamiento epistemoldgico nos lleva a interesarnos tanto por el proceso de
investigacion en curso, por sus diferentes fases, como por el conocimiento que resulta de este

tipo de investigacion (que es lo que tradicionalmente interesa a la comunidad cientifica).
1. Retorno a la conceptualizacion progresiva desarrollada

Desde la emergencia de nuestro trabajo de IC en educacion matematica, en lo que a nosotros
respecta, surge un doble interés: (1) el de iluminar el campo de la practica profesional en la
ensefianza de la matematica, esto es el campo de los docentes, recordemos que esta
investigacion se origind en Quebec en un contexto de formacion docente, con investigadores
también actuando como formadores; (2) el de establecer un acercamiento entre el mundo de la
investigacion y el mundo de la practica con el objetivo de producir conocimientos teniendo en
cuenta la realidad de esa practica y su complejidad (ver Bednarz, 2013-b). Nuestro trabajo nos
ha llevado gradualmente a aclarar los contornos de este enfoque de investigacion (ver Bednarz,
2013-a, b, 2015; Desgagné, 2007, 2001, 1998, 1997; Desgagné, Bednarz, Couture, Poirier y
Lebuis, 2001). Su conceptualizacion, desarrollada a posteriori, a partir de varios proyectos de
investigacion, llevados a cabo en el terreno con profesionales, permiti6 ir mas alla del simple
sentido comun a menudo asociado a la colaboracidn y aclarar los fundamentos que subyacen a
este enfoque, asi como lo que ¢l exige desde el comienzo de la investigacion hasta el andlisis y
la difusion. A continuacion, resumimos brevemente esta conceptualizacidon, cuya sintesis se
puede encontrar en varios textos (ver en particular Bednarz, 2015, 2013-a, b; Desgagné, 2007,
2001, 1998, 1997; Desgagné y otros, 2001). Este enfoque pone en juego un proceso conocido
como co-situacion, co-operacion y co-produccion de investigacion, que involucra a los
actores implicados en ella, investigadores y profesionales. Existe una cierta superposicion entre
estas distintas fases, que por lo tanto no pueden verse como unidades distintas, sino que deben
entenderse de manera procesual, destacando las relaciones constitutivas y dindmicas entre ellas

(ver figura 1 abajo). Veamos mas especificamente estas diferentes fases.
1.1 Proceso de co-situacion, co-operacion y co-produccion de la investigacion

(Qué entrada nueva y diferente implica trabajar sobre cuestiones vinculadas a la practica,
acercandolas a los actores directamente afectados por ellas? Desde el ingreso a la investigacion,
al término de una exploracion que puede extenderse durante mucho tiempo, los investigadores
y los profesionales acuerdan gradualmente un determinado objeto a investigar (ver, por

ejemplo, Barry y Saboya, 2015; Bednarz, 2013 -b; Elisme, Girardet y Mottier Lopez, 2021,
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Lapointe y Morrissette, 2017; Mottier Lopez y Dechamboux, 2019). Este objeto busca
considerar tanto las inquietudes de la practica como las del mundo de la investigacion, teniendo
resonancia para unos como para los otros. Lyet (2011) los llama objetos hibridos, capaces de
activar la colaboraciéon (ver también Marlot, Toullec-Théry y Daguzon, 2017). Hemos
mostrado, en un estudio sobre cuestiones de transicion entre niveles de ensefianza de
matematica (Corriveau, 2013), o sobre cuestiones de ensefianza de la matematica en clases con
alumnos con dificultades (Bednarz, 2013-c), como esta co-situacion lleva a elaborar preguntas
de modo diferente, a problematizar los objetos investigados de otra manera. Asi, en el primer
caso (transiciones entre niveles), trabajar con profesores de ambos niveles secundario y
postsecundario, lleva, al final de esta co-situacion, a trabajar no en una perspectiva de
comparacion entre niveles para entender discontinuidades, rupturas en la ensefianza de la
matematica de un nivel a otro (que es lo que se lleva generalmente a cabo en la investigacion
en didactica matematica, en la que los profesores estdn ausentes), sino de trabajar en la
articulacion entre los dos niveles desde el interior de la practica profesional desarrollada en
cada uno de esos niveles. La investigacion toma en cuenta la dimension implicita de las
practicas que solo los docentes son capaces de explicitar, con sus circunstancias,
intencionalidades, racionalidades. En el segundo caso (ensenanza en clases de alumnos con
dificultad), no son tanto las situaciones elaboradas, a partir de andlisis preliminares de las
dificultades de los alumnos y de las situaciones de ensefianza, lo que nos interesa (que ya han
sido realizados por varios estudios en didactica de la matematica en este ambito) sino la forma
en que se desarrollan estas situaciones, se transforman, a partir de diferentes recursos practicos,
asi como los argumentos esgrimidos en apoyo de esas modificaciones. Se trata, por
consiguiente, de una forma diferente de abordar la concepcion de situaciones de ensefianza que
esta en juego, llegando a esclarecer la ensefianza de la matematica en las clases de alumnos con
dificultades, desde el interior de esas clases. Aqui la voz de los profesores es esencial para
avanzar en la comprension de estas preguntas, que son significativas, que suenan tanto para los

investigadores como para los profesionales.

Estos objetos/preguntas co-situados toman forma gradualmente en reuniones
preliminares entre investigadores y profesionales. Esta co-situacion es también una
oportunidad para definir las primeras modalidades de funcionamiento, los primeros hitos que
orientaran el sentido de las acciones y la reflexion posterior. Varios investigadores se han
centrado en este proceso de co-situacion en la accion, desde el interior del proceso y han

destacado los desafios que se le plantean al investigador para alcanzar esta doble resonancia
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(ver Barry, 2013; Barry y Saboya, 2015; Bednarz, 2013- c; Corriveau y Bednarz, 2013;
Couture, 2013; Elisme y otros, 2021; Saboya, 2013).

El enfoque que se inicia, a partir de estos objetos de investigacion co-situados, tiene
como eje central una actividad reflexiva organizada entre los actores, lo que Davidson Wasser
y Bresler (1996) denominan una zona interpretativa compartida, un espacio de interfaz entre
los argumentos de unos y de otros, de complementariedad de experticias, con el objetivo de
desarrollar conocimientos relacionados con un campo de practica profesional. Es en este
espacio que se desarrollan, se cruzan, en torno a un determinado objeto a investigar, ligado a
la practica, las formas en las cuales unos y otros dan sentido a ese objeto, un espacio que
podemos llamarlo de red, de comprensiones permitiendo aclarar un fenémeno (Proulx, 2013).
Este momento de encuentro estd asociado a lo que hemos llamado la co-operacién de la
investigacion, es decir, el momento en el que el proceso de co-construccion del conocimiento
entre investigadores y practicos se vuelve de alguna manera operativo. Aqui, el investigador

inicia una larga relacion con los actores del terreno.

Algunos importantes fundamentos de esta conceptualizacion se basan en la
etnometodologia, de la que tomamos prestado, entre otras cosas, el concepto de reflexividad.
En el sentido etnometodologico (Coulon, 1993), la actividad reflexiva se “entiende como una
actividad donde, al cuestionar su practica, los miembros explican el "codigo" y "las reglas de

"9

funcionamiento"” (Desgagné, 2001, p. 68, traduccién libre del francés). Este significado se
aleja del sentido que abusivamente se le da en educacion, asociando en la accidon y sobre la
accion cuando se habla de reflexion. Se refiere, en términos de investigacion, a algo mas
fundamental ya que de hecho lo que esta en juego es que el investigador permita a través de un
cierto cuestionamiento practico, “la explicitacion de un "codigo de practica", resultante de una

co-construccion de significado entre investigadores y practicos” (Ibid, p. 68, traduccion libre

del francés).

Por lo tanto, este espacio de reflexion es el lugar donde los datos de investigacion se
constituyen en la interaccion entre investigadores y practicos, el lugar donde los profesionales,
al venir a alimentar el objeto investigado, estan llamados a jugar un papel esencial en el

desarrollo de conocimientos ligados a esa practica®. El investigador hace que lo explicito, de

4 Segln el angulo del cual se considere esta actividad reflexiva, ella puede ser vista como una actividad de
desarrollo profesional de actores comprometidos en ese cuestionamiento practico, pero también como una
actividad de produccién de conocimientos sobre un objeto compartido, investigados por los actores y alimentado
por unos y otros Es este Gltimo aspecto el que nos interesa mas particularmente en este capitulo y que
desarrollamos, sin negar que el desarrollo profesional es también una de las consecuencias de estas IC, en las que
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lo que se construye conjuntamente en este espacio reflexivo, el objeto central de su analisis.
Este proceso de co-produccion debe, por consiguiente, reflejar la voz de los participantes a la
investigacion, a través de los analisis que se deriven de ella, pero también a través de la difusion
de los resultados (volveremos sobre esto). El siguiente diagrama muestra estas diferentes fases

globalmente.

Fig.1. co-situacion, co-operacion, co-produccion, relaciones dinimicas

Co-situacion: Asegurarse, durante
la elaboracion de la problematica,
que el objeto se construye en la
interseccién de las preocupaciones
del medio de la practica y del
campo de investigacion,

Co-operacion: Asegurarse que
el dispositivo de investigacion
sea a la vez un lugar de
cuestionamiento practico y de
recoleccion de datos.

Co-produccion: Procurar, en la gestién
del andlisis y de la puesta en forma de
los resultados que la produccion de
conocimientos tome en cuenta el
encuentro entre investigadores y
profesionales. Procurar que esa gestion
tome una forma util a los profesionales
y a los investigadores.

Aqui conviene hacer una observacion, el prefijo co, nos recuerda Desgagné (2007), se

puede interpretar como:

Un requisito de participacion de los practicos en todas las fases formales generalmente asociadas
a la investigacion, es decir, la definicion de un problema (para la co-situacion), la eleccion de un
método de recoleccion de datos (para la co-operacion) y el proceso de andlisis que lleva a la
produccion de resultados (para la co-produccion). La idea es mas bien concebir que la empresa

seria posible interesarnos. Esta eleccion esta ligada a la preocupacion que tenemos por no reducir la IC a un apoyo
a los profesionales, a un sistema de formacion, y mostrar claramente la calidad, el rigor y la relevancia de este
tipo de investigacion, que tiene su lugar en educacion.
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de co-construccion (de conocimientos) tenga en cuenta, en cada etapa, las inquietudes de ambos
interlocutores y de los mundos que representan (p. 92, Traduccion libre del francés).

Los practicos (profesionales) se involucran en esta IC porque, ante todo, encuentran un
significado y perciben posibles repercusiones para ellos mismos (ver por ejemplo Bednarz,
Lafontaine, Auclair, Morelli y Leroux, 2009, Saboya y otros, 2019). EIl prefijo co se refiere
mas a “una actitud y una actividad de los participantes que permiten tomar en cuenta el punto
de vista de los actores (practicos e investigadores)” (Mottier Lopez y Dechamboux, 2019, p. 9,

traduccion libre del francés).

Un criterio clave de doble verosimilitud subyace en todo este proceso, en el que nos

centraremos en el préximo apartado.
1.2 Un criterio de doble verosimilitud que impregna la perspectiva de investigacion

A través de lo que precede, se puede percibir la preocupacion por tener en cuenta y dar cuenta,
a lo largo del proceso, las voces e inquietudes de las dos comunidades que participan en esta
IC. Aqui encontramos el criterio de doble verosimilitud tomado de Dubet (1994, 2007) que,

para el investigador, entrafiara un doble requisito.

(Esta verosimilitud) debe ajustarse a los estandares habituales de la profesion de socidlogo (de
investigador educativo en nuestro caso) que organiza y racionaliza datos, que recurre a otros
lugares que no sean su propio material y que esta sujeto a un requisito de no contradiccion.
También debe ser creible para (los actores del terreno), quienes se postulan como competentes y
no totalmente ciegos a lo que estan haciendo ya que cualquier accion requiere una actividad de
justificacion y denuncia (...). EI argumento esta dirigido a una audiencia dual: la comunidad
cientifica con criterio propio y los actores (practicos) que a su vez dominan otros datos (...). Al
colocarse en la articulacion de este doble requisito, el (investigador) se da a si mismo reglas de
argumentacion doblemente limitativas (Dubet, 1994, p. 249, traduccién libre del francés).

Este criterio de doble verosimilitud, que es la base del enfoque de la IC, cobrara sentido
de forma diferente en cada fase de la investigacion. Cuando el investigador se enfrenta al
esclarecimiento de un objeto de investigacion (co-situacion), el criterio de doble verosimilitud
surge de una doble pertinencia social. Este objeto co-situado debe satisfacer las
preocupaciones tanto de los practicos como de los investigadores, y resonar en ambas
comunidades. Aqui, el investigador estd llamado a ejercer una sensibilidad para tomar en
cuenta las preocupaciones de los demés a fin de satisfacer no solo sus propias preocupaciones

como investigador sino también las de los précticos (profesionales) con los que desea trabajar.

En el momento en el cual se constituye, se desarrolla una actividad reflexiva en relacion

con el objeto investigado (co-operacién),
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el criterio de la doble verosimilitud se convierte en un criterio de doble rigor metodoldgico, siendo
para el investigador el desafio de desarrollar un enfoque préactico de cuestionamiento que,
simultaneamente, hace de dispositivo de recoleccion de datos (Desgagne, 2001, p. 63, traduccion
libre del francés).

Aqui, el investigador ejerce una doble sensibilidad, el enfoque reflexivo debe permitir
tanto la recoleccion de datos sobre un objeto de investigacion, co-situado, vinculado a la
practica, como un cuestionamiento practico para los profesionales involucrados en esta

investigacion. La red de comprensiones de ambos lados es aqui un elemento central.

La doble verosimilitud, durante el analisis y difusion de los resultados (co-produccion),
es la doble fecundidad de los resultados. Esta doble verosimilitud influird efectivamente en
la forma de abordar el analisis, que debe dar cuenta de esa co-construccion, haciendo oir la voz
de los précticos en el conocimiento producido a partir de ese anélisis y reflejando los resultados
del encuentro entre investigadores y practicos. Ademas, esta doble verosimilitud se refiere, al
momento de plasmar ese conocimiento, resultado del andlisis, y de difundirlo, a las exigencias
de rigor y pertinencia cientifica de la comunidad de investigadores, pero también a las
exigencias de pertinencia de la comunidad de profesionales implicados, de esa manera estos

resultados repercuten en ambas comunidades.

El investigador, por lo tanto, estd llamado a ejercer una sensibilidad (...) en su analisis de datos
poniendo en juego las categorias de los practicos (las formas de hacer las cosas, las razones para
actuar, los recursos (...) explicitadas durante el proceso de reflexion) y las categorias de los
investigadores (las contribuciones en la construccion, las teorizaciones existentes o emergentes
gue se planteen sobre esta accidn de los practicos implicados con miras a estructurar elementos
de comprension y explicacion); Deberia (también) ejercitar una sensibilidad en el formato y la
difusién de los resultados para asegurarse que puedan ser comunicados, de una forma u otra, tanto
en la comunidad de practicos como en la de investigadores (lbid, p. 62, traduccion libre del
francés).

Volvemos ahora mas especificamente a un ejemplo de IC, con el objetivo de
documentar como esta doble verosimilitud se ejercié en la practica, durante todo el proceso.

Esta reconstruccion clarifica toda la complejidad y la riqueza de este tipo de investigaciones.
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2. Reconstruccion de la trayectoria de una investigacion colaborativa realizada con

asesores pedagdgicos en matematica

2.1. Puesta en contexto

De 2015 a 2018, un grupo de investigadores del GREFEM? realiz6 con asesores pedagdgicos
(AP) en matematica de escuelas primarias una IC destinada a esclarecer la resolucion de
problemas (RP)® en el contexto de ensefianza y del acompafiamiento de los docentes a esta RP

en el aula.

Recordemos brevemente, para situar este proyecto, el importante papel desempefiado
en Quebec por los asesores pedagodgicos (AP) en matematica y en general en el
acompariamiento de los docentes. Informan, apoyan, forman y acompafian a los profesores en
el dia a dia sobre cuestiones relacionadas con sus practicas. También estan asociados a la
implementacion de programas de estudio y, a menudo, los maestros y los directivos escolares
los ven como “recursos” en la implementacion de esos programas y, de manera mas general,
en el desarrollo de innovaciones. Al trabajar en el terreno con los profesores con el fin de crear
oportunidades de desarrollo profesional més cercanas al trabajo docente, los AP juegan un
papel clave (Darling-Hammond, Burns, Campbell y Goodwin, 2017, Duchesne, 2016, Kass y
Rajuan, 2012). Se trata de una profesion en la interfaz entre el terreno, la investigacion/
innovacion y las orientaciones educativas (Daele y Sylvestre, 2020, Lachaine y Duchesne,
2019). Sin embargo, pocos estudios han intentado comprender ese trabajo, desde el interior de
la practica profesional, a partir de sus problemas y cuestionamientos. Es precisamente el caso

de la ensefianza de la matematica donde los AP enfrentan desafios importantes. En este sentido,

> GREFEM es un Grupo de Investigacién en Formacién Docente de Matematicas. La IC a la que nos referimos
en este ejemplo involucrd, durante todo el proceso, a las siguientes investigadoras: Caroline Lajoie, Nadine
Bednarz, Mireille Saboya, Universidad de Quebec en Montreal y Lily Bacon, Universidad de Quebec en Abitibi
Temiscamingue. Vanessa Hanin, de la Universidad Catélica de Lovaina se incorpor6 al equipo durante el tltimo
afio del proyecto como investigadora postdoctoral y particip6 en el desarrollo de un coloquio, parte importante de
la co-produccion de esta IC. Jean-Frangois Maheux, investigador del GREFEM, también particip6 en algunas
reuniones y analisis. Esta investigacion fue financiada por el Consejo de Investigacién de Ciencias Sociales y
Humanas de Canada (CRSH, siendo la responsable Caroline Lajoie).

® La RP ha ocupado, y sigue ocupando, un lugar importante en la ensefianza de las matematicas y en el trabajo de
investigacion en didactica de las matematicas en relacion con la construccion de conceptos y el desarrollo de la
modelizacion. Varios programas de estudios en todo el mundo han adoptado esta orientacion. Es el caso de
Quebec, los programas han integrado durante mucho tiempo la RP tanto en sus propdsitos como en los medios
recomendados para acercar la ensefianza de las matematicas a los estudiantes. A lo largo del tiempo se le han ido
atribuyendo varias funciones (ver sobre este tema Lajoie y Bednarz, 2014): una funcién de aplicacién,
tradicionalmente reservada a los problemas, pero también de formacién, la RP participando en la construccion de
conocimientos nuevos, en el desarrollo de habilidades y procesos matematicos. Se la considera tanto una
modalidad educativa de apoyo al trabajo en el aula como un objeto de aprendizaje en si mismo. Finalmente,
participa en el desarrollo de habilidades para resolver situaciones problemaéticas, razonar y comunicarse en
matematicas, asi como en el desarrollo de competencias mas generales.
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la resolucion de problemas (RP) en el contexto de ensefianza, en la que se centro esta IC, es
uno de esos grandes retos a los que los AP se enfrentan VVolveremos a esto mas adelante, cuando
presentemos la trayectoria que nos llevo a escoger este objeto, la RP, en relacion con sus
trabajos de acompafiamiento.

Mas especificamente, los investigadores del GREFEM y ocho AP de matematica de
escuelas primarias, de cinco centros de servicios escolares que cubren diferentes regiones de
Quebec, participaron en esta investigacion. Estos ocho AP ejercen el acompafiamiento en
contextos muy diferentes: extension geografica variable de las regiones cubiertas, variedad en
el nimero de escuelas atendidas (entre 15 y 143 escuelas primarias), a menudo responsables
de varios expedientes (por ejemplo, matematica de nivel primario, preescolar y de
ortopedagogia; matematica en las escuelas primarias y secundarias; matematica y ciencias en
la escuela primaria). Como lo demuestran las entrevistas realizadas a cada uno de ellos al inicio
de la investigacion, el acompafamiento toma diversas formas: sesiones de formacion
organizadas sobre conceptos especificos; apoyo a largo plazo a los equipos escolares;
respuestas a las solicitudes puntuales de los docentes; presencia en las clases para impregnarse
mejor de lo que se estd haciendo, comprender la complejidad del trabajo docente y ajustar sus
acompafiamientos en consecuencia; experimentar problemas en clase con el docente; etc. Estos
AP, que tienen experiencia como profesores de escuela primaria (0 de escuela secundaria, en
un solo caso), tienen entre 6 a 26 afios de experiencia como AP. La formacién que poseen es
en educacion preescolar-primaria (para 6 de ellos), en educacion de recuperacion
(ortopedagogia) o en educacién secundaria (para 2 de ellos), es completada por otras
formaciones adicionales, lo que refleja la variedad de conocimientos adquiridos. Esta IC, que
reline a investigadores y asesores pedagogicos, da voz a los profesionales que hasta ahora no
han sido muy considerados en las investigaciones colaborativas. Su objetivo es desarrollar
nuevas comprensiones y trazar nuevos horizontes con respecto al trabajo de acompafiamiento
en RP.

2.2 La IC de su problematizacion a su analisis y difusion

2.2.1 Resefia de un objeto de investigacion co-situado

Este proyecto es el resultado del encuentro entre, por un lado, una necesidad expresada por los
AP en matematica de escuelas primarias, que buscaban aclarar su actividad profesional en el

tema del acompafiamiento docente y de la resolucion de problemas en el aula (RP), y por otro

lado, una reflexion iniciada por investigadores en educacion matematica sobre la RP (ver Lajoie
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y Bednarz, 2012, 2014, 2016). A continuacion, se detalla el camino que condujo a este

encuentro entre las preocupaciones de cada uno.

Una reflexion iniciada por dos de los investigadores del GREFEM (Lajoie y Bednarz) sobre
la RP en el contexto de ensefianza

El trabajo que comenzd en la década de 2000 llevo a dos investigadoras a centrarse en
la RP, uno de los conceptos fundamentales de la educacion matematica en Quebec, y en las
transformaciones que ha experimentado a lo largo del tiempo. Un analisis historico de los
documentos oficiales quebequenses desde 1900 hasta la actualidad (programas de estudio,
documentos educativos asociados, articulos publicados en revistas educativas que permiten
captar las reflexiones de un periodo determinado) permitié reconstruir su evolucion, identificar
los elementos utilizados, los elementos dejados de lado, las continuidades o rupturas. Mas
especificamente, el andlisis se centré en la naturaleza de los problemas propuestos para la
ensefianza en cada una de las épocas (pautas que orientan la eleccién de los problemas), el
papel que juega esa resolucién en la ensefianza de la matematica y los consejos dados a los
profesores. Este analisis destacd notablemente la naturaleza cada vez mas ambiciosa de las
funciones asociadas con la RP en la ensefianza a lo largo del tiempo (Lajoie y Bednarz, 2012,
2016) vy las clarificaciones casi inexistentes proporcionadas a los docentes para abordar esta

resolucion (Lajoie y Bednarz, 2014).

Una reflexion compartida con los AP en matematica durante una jornada organizada por ellos
y para ellos, seguin su propia demanda (3 de octubre de 2014)

Como se hace todos los afios, el dia previo al inicio del coloquio de los profesores de la
AMQ (Asociacion Matematica de Quebec) esta dedicado especificamente a los AP; en cierto
modo esa jornada constituye un momento para renovarse. Este dia es asumido por los propios
AP quienes determinan el tema, la organizacion de la jornada y escogen las personas que desean
invitar. Ese afio, los AP habian optado por abordar el tema de la resolucion de problemas (RP)
y los desafios que plantea; una cuestion importante en el contexto de implementacion del
programa de matematica de escuela primaria. Habian invitado explicitamente a una de las dos
investigadoras (Nadine Bednarz) como persona de referencia para animar el dia. El trabajo
analitico realizado con anterioridad sirvio de base para esta jornada, que la investigadora habia
estructurado en dos etapas: (1) una revision de la naturaleza de los problemas propuestos a lo
largo del tiempo, con el objetivo de comprender mejor los desafios actuales encontrados sobre

la resolucidn de situaciones problemas, darse ideas; (2) un retorno sobre los consejos dados a
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los docentes para acercar la RP a los alumnos en torno a la planificacion/preparacion, al proceso
de resolucion, al uso en el aula, un retorno sobre la resolucion. Esta jornada, alimentada por
investigaciones previas, estuvo intercalada con discusiones con los AP (no fue en modo alguno
una presentacion formal), que la nutrieron con sus propias reflexiones. A modo de ejemplo, al
inicio del dia se propuso la siguiente tarea: Antes de emprender este viaje en el tiempo, ¢qué
dirias, a la luz de tu practica, si tuvieras que responder a la siguiente pregunta: qué
indicadores sirven como punto de referencia para la eleccion de situaciones probleméticas
(SP) en la ensefianza de matematica? Esta tarea dio lugar a muchas discusiones sobre la
complejidad de las SP que se ofrecen a los estudiantes, los desafios que plantean a los docentes

y a su acompafiamiento.

Algunos AP que asistieron a este encuentro desean continuar la reflexion con los
investigadores.

A través de los temas tratados durante ese encuentro, ademas del de “consejos dados a
los profesores”, vino a sumarse un cuestionamiento real al que se enfrentaron los AP en sus
practicas de acompafiamiento, como pudimos observar durante un primer debriefing’ con un
pequefio grupo de AP, interesado en continuar la reflexion (diciembre de 2014). En ese
encuentro, se invocaron las dificultades experimentadas por los docentes en relacion con el uso
de situaciones problematicas en clase y su evaluacion, las solicitudes dirigidas por los docentes
a las que no siempre son capaces de responder como AP, o alrededor de las cuales ellos se
cuestionan. Si bien estos AP han desarrollado maneras de hacer para responder a esas
solicitudes de los docentes, sienten la necesidad de distanciarse de esas practicas espontaneas
y tener una idea mas precisa de lo que esta en juego, de las preguntas que surgen, con el fin de
apoyar su intervencion. También sienten la necesidad, como AP, de compartir sus experiencias,
siendo muchos de ellos los Gnicos AP en matemaética en su entorno escolar. Asi, la necesidad
de aclarar lo que cubre esa resolucién en un contexto de ensefianza, identificar los temas y
posibles enfoques, verlos con mayor claridad, es una preocupacion compartida por este grupo
de AP. Este cuestionamiento coincidié con nuestras preocupaciones como investigadores en
materia de RP, particularmente desde el angulo de una reflexion que queda por hacer frente a

lo que ella exige en un contexto de ensefianza.

" Nota de la traduccion: En inglés en el original.
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Reuniones preliminares que conduciran a la identificacion de un primer objeto de
investigacion co-situado

Los investigadores y los AP se van a comprometer en un proceso exploratorio sobre el
tema de la RP en el contexto de la ensefianza, un tema que tiene resonancia en ambas
comunidades. Para los AP, se trataba de ver claramente, de tomar distancia en relacion a sus
practicas de acompafiamiento a los docentes en la RP, de intercambiar con otros AP sus
experiencias a fin de identificar los desafios que plantea el RP en el contexto de la ensefianza
y avanzar sobre posibles consejos para los profesores. Para los investigadores, la complejidad
de resolver problemas matematicos en el aula relacionados con el aprendizaje de los alumnos
merecia atencion (Lajoie y Bednarz, 2012, 2014, 2016). Estos primeros encuentros permitieron
iniciar un trabajo conjunto y concretar un determinado objeto de investigacion co-situado,
teniendo resonancia para ambos, sobre el cual ambas partes deseaban avanzar: (1) en torno al
esclarecimiento de los desafios encontrados en RP (desafios en el contexto de ensefianza y
desafios de acompafiamiento) y (2) teniendo en cuenta esos desafios, tomando la forma en esta
etapa de consejos posibles para los docentes, sobre los que se deseaba avanzar.
Efectivamente, la primera problematizacion es definida en términos de desafios y consejos:
cuestiones establecidas intuitivamente como un cierto problema que se busca delimitar mejor
frente a las dificultades encontradas o percibidas (que afectan a la RP en el contexto de la
ensefianza y del acompafiamiento); consejos que buscan dar cuenta o tener en cuenta estos

desafios.

Las primeras modalidades de funcionamiento también se definen en torno a reuniones
de un dia que se extenderan a lo largo del afio. EI comienzo de la operacionalizacion de la
investigacion se pone en marcha. Como lo muestra el informe de nuestra primera reunion de
un dia (ver cuadro 1, primera linea), nos habiamos dado colectivamente como deber preliminar,
iniciar esta reflexién comun en torno a la resolucién de problemas (RP) cada uno debe pensar
en un consejo que nos importaba, que era importante para nosotros para dar a los docentes,
o por el contrario, un consejo que no queriamos dar, precisando por qué. Asi, desde las
primeras reuniones (diciembre de 2014 y junio de 2015), las modalidades de funcionamiento
del grupo toman la forma de deberes que nos asignamos colectivamente de una reunion a otra,
deberes que prolongan la discusién, la reflexion iniciada y sirven de trampolin para discusiones
posteriores; de notas tomadas durante la reunion por uno u otro (investigador o AP) permitiendo
hacer un seguimiento de lo dicho durante el encuentro; notas que luego se compartiran con

todos, pudiendo cada uno agregar, si es necesario, las reflexiones y cuestionamientos que
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puedan surgir de la lectura de esas notas. Se podria pensar a la luz de lo que acabamos de
describir que el proceso de co-situacion se detiene ahi, pero no es asi como lo veremos a

continuacion.
Un proceso de co-situacion que continlia

La co-situacion y la co-operacion se superponen parcialmente. La co-situacion de una IC debe
ser considerada como siendo potencialmente transversal, cuestionamientos, sucesivas
problematizaciones que conducen a re-situar, a lo largo de la investigacion, el objeto de
preocupacion compartido (Mottier Lopez y Dechamboux, 2019). Entonces, en la investigacion
con los AP, a través de un determinado recurso que ha sido iniciado en el primer afio (tomando
gradualmente la forma de un cuadro), recurso que constituye un soporte para la organizacion
de un determinado pensamiento colectivo sobre las RP en el contexto de ensefianza, es posible
ver como un determinado objeto de interés compartido es re-visitado (ver a continuacion el

fragmento textual).

Durante este fragmento, en el que los AP vuelven a este recurso en desarrollo, explican
a uno de los investigadores, que estuvo ausente durante las primeras reuniones, el cuadro que
ha sido desarrollado y la justificacion subyacente, en apoyo a la organizacion, a la

estructuracion de cierto pensamiento colectivo.

(AP5)® Al principio no teniamos eso (el cuadro). Yo fui un poco precoz con la idea de... queria
tener un diagrama... realmente necesitaba (un diagrama) (...)

(11) Necesitabamos estructurar un poco masy organizar. Las primeras discusiones iban en todas
direcciones y en un momento, sentimos la necesidad de estructurar, organizar, al principio
andabamos a tientas, quiero decir, era necesario un diagrama, es el AP5 el que lo introdujo.
Después de eso, pasamos a otras formas, habia dos o tres formas (...) y en un momento llegamos
al cuadro... completamos la informacion sobre un problema, sobre la historia de un problema,
es cuando hicimos la historia de un problema que tuviste...

(12) La idea del cuadro...
Un primer objeto co-situado sobre el que se centro el trabajo durante las reuniones es
explicitado, el de los desafios y el acompafiamiento a los profesores. Un primer refinamiento
de este objeto aparece también a través de la preocupacion por los ejemplos y referencias y la

toma en cuenta de dos planes, el de los docentes y el de los AP (y sus acompafiamientos).

11) Entonces ahi, cuando juntamos el trabajo de los subgrupos (investigador/AP, sobre la historia
del problema, desde la puesta en marcha hasta el retorno), sentimos la necesidad del cuadro, de

8 AP1, AP2, AP3...... designan los AP participantes en la investigacion y I1, 12, I3....los investigadores.
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ir (al cuadro) y alli estaba el desafio del acompafiamiento. Al principio solo era cuestion de
consejos. Luego, en algin momento, se agregd, bueno, también se necesitaria de ejemplos y
referencias. Bueno, poco a poco se fue enriqueciendo, pero al principio era un desafio-consejo.
Luego, después de eso, dijimos que si, pero esto puede ser mas para los docentes, y realmente lo
es para los AP...

Luego, este objeto es revisitado para explicitar no solo los desafios y consejos en ambos

planos, sino también aquello que llamaremos las tres etapas del problema en clase.
(AP4) En un momento dado hubo una discusion sobre la conduccion y ahi nos dijimos..., nos
dimos cuenta de que estdbamos todo el tiempo en el comienzo, todo el tiempo en la preparacion,
la planificacion. Entonces nos dijimos, vamos a ir a profundizar sobre lo que sucede en el aula,

y es de ahi de donde vienen los tres tiempos (del problema en clase, inicio, resolucién y
devolucion).

(AP3) La superposicion de la comprension de cada desafio, la vemos en cada una de las
reuniones donde nos decimos "ah, si pero deberia comprobarlo, porque eso no es del todo lo que
gueriamos decir..." agregamos precisiones (...)

(11) En otras palabras para responder a la pregunta (planteada anteriormente por 14), ese cuadro
fue un recurso en el desarrollo de nuestro pensamiento colectivo, fue un recurso. Ayud6 a
estructurar nuestro pensamiento a lo largo de las reuniones (...)

(14) Es lo que dijiste antes, hay un aspecto, solo para aclararlo, porque mencionas algo que me
hace pensar a eso y también va a servir por ejemplo para decir "bueno hay un hueco ahi y
entonces vayamos..."

(APs) si, si, absolutamente

(AP5) esto nos aporta un poco de retroalimentacion sobre los elementos

Entonces aparece una nueva reestructuracion del objeto con otros tiempos tomados en
consideracién, un antes y un después de la clase, poniendo en evidencia los vinculos entre estos

tiempos.

(AP3) Pero el después...

(AP4) Al después, lo descuidamos, pero resurgi6 hoy, hubo al menos dos o tres comentarios que
decian "bueno, tenemos que ir a ver qué pasa después".

(11) Lo que también pas6 es que estabamos, ti lo sabes, lo dijiste, estabamos mucho en el antes,
pero nos dimos cuenta de que cuando estdbamos en el durante, siempre estdbamos en
interrelacion con el antes. Entonces el antes fue bastante importante. Volvia cuando estdbamos
trabajando sobre la propia conduccion de la clase.
Este objeto sera revisitado nuevamente para que los principios rectores aparezcan mas
alla del acompafiamiento (que gradualmente se convertiran en consejos/gestos/pistas).

(AP3) si, y (eso permite el cuadro) clasificar y agrupar, pienso que asi es cOmo nacieron
basicamente los tres tiempos, por ejemplo. Y ahi, en un momento dado, llegamos a algo que no
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se clasifico en el tiempo. Dijimos "ah, eso es un principio rector”. Después de eso nos dijimos a
nosotros mismos "ah, estan los desafios de los APy estan los desafios de los profesores”
Entonces, desde la idea inicial, la de desafios y acompafiamiento para los docentes
(que buscamos aclarar sobre la resolucion de problemas en contexto de ensefianza), pasaremos
a algo méas amplio (desafios/problemas/nudos y acompafiamiento/gestos), poniendo en juego
paulatinamente los dos planos, el del docente de RP y el trabajo del docente, pero también el
del AP y el trabajo de acompafiamiento. La RP en el contexto de ensefianza se estructura poco
a poco en torno a lo que llamaremos “la historia del problema”, es decir, trabajar en el
problema: desde su puesta en marcha hasta su conduccién en clase (los tres tiempos del
problema en clase). Estos tres tiempos se enriquecen buscando el antes (preparacion,
anticipacion de la sesion) y el después (la retroalimentacion reflexiva sobre lo sucedido,
después reintroducida, si es necesario), de manera dindmica (poniéndolos en interrelacion).
Este trabajo se enriquece a lo largo del tiempo con ejemplos, referencias, esto es un boceto de
posibles vifietas para sustentar lo explicado y del que el AP puede inspirarse. Entonces, el
objeto comun de investigacion se vuelve mas claro y complejo al buscar multiples
dimensiones y multiples planos a considerar (la clase, los alumnos, el trabajo del docente, el
acompafiamiento del AP). Finalmente, se enriquece con principios rectores que de alguna
manera atraviesan este trabajo en RP y en acompafiamiento. Estos principios rectores abordan
la cultura matematica de la clase deseada, guiando a la vez el trabajo en RP y en el

acompafamiento (ver figura 2).

pistas de problemas, desafios y
acompafiamiento nudos

Los tres tiempos de
la historia del problema...

Antes
Durante
N Después
Principios o
rectores (de multiples planos)

Figura 2. Desde la blisqueda de consejos para los docentes hacia...

pistas de
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Entonces, la problematizacion y clarificacion del objeto investigado (ver Figura 2) no

se detienen en la primera caracterizacion, resultante de las reuniones exploratorias.

2.2.2. En el corazon de la actividad reflexiva y de los encuentros regulares entre
investigadores y AP

La investigacion se estructuro alrededor de diecisiete encuentros de reflexion de una jornada
cada uno (cinco en el primer afio, seis en el segundo y seis en el tercero). Estos encuentros
estaban organizados de manera a explorar diferentes facetas de la resolucién de problemas (RP)
en el contexto de la ensefianza y en el acompafiamiento a los docentes para esa resolucion, a
menudo partiendo de las tareas preliminares que el grupo habia asignado de una reunién a la
siguiente. (Ver cuadro 1 en Anexo). Ese cuadro traza la trayectoria de los distintos encuentros
reflexivos, retomando sus agendas, asi como las tareas preliminares que el grupo se habia dado.
Esta manera de funcionar, al igual que los temas tratados, se fue constituyendo progresivamente
de acuerdo con las reflexiones en las que estdbamos inmersos, en un proceso flexible y abierto
a preguntas nuevas que pudieran surgir. Asi, durante los encuentros, varios aspectos fueron
abordados: eleccion de problemas con el fin de trabajarlos con los alumnos o en el
acompafiamiento de los profesores; potencial de diferentes tipos de problemas para los
alumnos, para los profesores, para los AP; manejo de problemas en clase con todas las
exigencias que fueron puestas en evidencia durante los encuentros; preparacion para ese
manejo y anticipacion, retroalimentacion después del abordaje; construccion de un recurso que
ayuden a estructurar un determinado pensamiento colectivo en construccion; elaboracion de
vifietas para el acompafiamiento de los docentes; etc. El contenido de este cuadro revela
también diferentes aspectos que ilustran un co-compromiso de los diferentes actores, AP e
investigadores, en el proceso configurado en torno a esa RP: (1) El grupo se asigna
colectivamente tareas a efectuar entre las diferentes reuniones que permiten una continuacion
de la discusidn ya en curso, o la precedente. Estas tareas se aclaran colectivamente y aseguran
que la reflexion esté anclada en el campo de la préctica (ver, por ejemplo, los problemas que
traen unos y otros, provenientes de la investigacion, pero también de la préctica; o incluso las
experiencias realizadas en clase o en el acompafiamiento de los docentes, que son aportados al
colectivo IC); (2) En estas tareas preliminares, y la retroalimentacion que hacemos sobre ellas
durante las reuniones, todos se involucran de manera simétrica: los problemas discutidos
provienen por ejemplo tanto de los investigadores como de los AP, cada uno participa en la

discusion y se siente completamente a gusto al hacerlo, se crea un clima de confianza entre los
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interlocutores (ver sobre este tema Saboya y otros, 2019); (3) Las notas tomadas durante las
reuniones (por un investigador y un AP gue se turnan), son devueltas a los actores, mejoradas
(o ampliadas) por los actores si es necesario entre las reuniones y devueltas al grupo.
Percibimos a traves de esto, un cierto rol simétrico ocupado por unos y otros (Morissette y
Desgagne, 2009).

Los AP involucrados en este proyecto, se cuestionan sobre diferentes aspectos de esta
RP, caminan en este cuestionamiento, construyendo con los otros AP y los investigadores,
elementos de entendimiento ante determinados desafios puestos en evidencia, como nuestro
analisis lo mostrara mas adelante: por ejemplo la cuestion de la eleccion de problemas no
utilizados habitualmente por los docentes, como pueden ser los problemas sin datos numéricos
(Bednarz, Bacon, Lajoie, Maheux y Saboya, 2020), o la cuestion del control del problema en
clase y la reactivacion (o estimulos) por parte del docente de la variedad de estrategias, ritmos,
errores, etc. (Bednarz y otros, 2020; Bacon y otros, 2019). Los AP alimentan estos intercambios
apoyandose en sus experiencias profesionales, lo que Lessard (2008) llama una “inteligencia
del campo (de investigacion)”, arrojando asi luz sobre los diversos desafios encontrados en
relacion a la RP en el contexto de la ensefianza y el acompafiamiento de los docentes, pero
también sobre los modos de hacer las cosas Yy las finalidades de sus acompafiamientos y a través
de ellos, la profesion de AP. A lo largo de todo lo anterior, encontramos pistas sobre la forma

en que la doble verosimilitud impregna esta fase central de la investigacion.

Estos intercambios, que fueron objeto de una grabacién audio, constituyen el material
basico de nuestro analisis. Volvemos ahora a la fase de co-produccién de la investigacion, que
engloba tanto el proceso de analisis de ese material, como la difusion del conocimiento que

resulta de esta investigacion.
2.2.3. Andlisis restituidos a los actores: interpretaciones cruzadas

Los investigadores, que se comprometieron a hacer el analisis del material recopilado, afrontan
aqui el desafio de la doble verosimilitud; por un lado, el de reflejar un cierto encuentro entre
investigadores y AP y por otro lado, hacer oir la voz de los AP. Una perspectiva interesante,
utilizada en esta IC para responder a esta preocupacion de la doble verosimilitud, fue la de
involucrar a los AP en el analisis. Asi, se realizaron varios analisis parciales a lo largo del
camino, a medida que avanzaba el proyecto y al final del proceso, que fueron devueltos a los
actores durante las sesiones de reflexion. En este sentido, la co-produccion y la co-operacion

se superponen parcialmente. La restitucion de los analisis efectuados a los actores permitio
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cruzar las interpretaciones, afinarlas, ampliarlas, como lo veremos en los extractos que

retomamos a continuacion.

Para situar estos extractos, el analisis presentado a los AP se refiere a las entrevistas
que ellos respondieron al inicio del proyecto, en su lugar de trabajo. Una cierta
conceptualizacion de los investigadores, que se inspira en los conceptos de género y estilo®
(Clot y Faita, 2000), se superpone a la narrativa de los AP para obtener elementos de
comprension, que puedan clarificar la labor de AP desde el interior de su propia practica
profesional (para méas detalles sobre estos anélisis, ver Hanin, Lajoie, Bednarz, Saboya y
Bacon, 2021).

Estos elementos de comprension (ver figura 3) son devueltos a los AP, de manera que
ellos se empapen y puedan debatirlos, cuestionandolos, ampliandolos, pudiendo asi enriquecer

las primeras interpretaciones en un proceso de co-construccion que continda.

Figura 3—Los analisis presentados a los AP (vista global) de los que se desprenden las
caracteristicas comunes a su actividad profesional

{ El género profesional AP en matematica

t Marco global J

Préacticas de Un trabajo en diferentes
acompanamiento planos y una evolucién
compartidas de un plano a otro
Doble finalidad Un movimiento entre
comtin del varias posturas
acompariamiento profesionales
La promocién de una Acciones que se definen
determinada cultura en una determinada
matematica relacion con la institucién
Una articulacion de referencias Acciones
multiples (didéacticas y basadas en el
psicopedagdgicas) terreno

® Los conceptos de "género" y "estilo” permiten captar lo que esta en el orden de lo construido colectivamente y
sus variantes. El género se refiere a "la parte entendida de la actividad, lo que los trabajadores de un entorno
determinado reconocen (...) lo que les es comun y lo que los une en condiciones reales de vida" (p. 11), mientras
que el estilo da testimonio de los continuos ajustes y retoques, segun las circunstancias, el contexto y las
caracteristicas personales que “cada sujeto se interpone entre si mismo y el género colectivo que moviliza” (Clot
y Faita, 2000, p. 15 (traduccién libre del francés).
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La discusion da lugar, en este caso, a mas de tres horas de intercambios. Retomamos
algunos elementos significativos de esta doble verosimilitud en la accion sobre la que buscamos

dar testimonio.

La discusion comienza muy rapidamente, a partir de la presentacion de los conceptos
de género vy estilo, y permite a los investigadores recordar que ese estilo (un concepto que
presentamos al insistir en el hecho que no estaba necesariamente ligado a las personas, sino al
contexto) esta vinculado a las circunstancias que les parece importante tener en cuenta.

(AP3) en todo caso propongo decir que el género, y el estilo quizas también, esta condicionado
por el tipo de organizacion en la que trabajamos, asi que a veces queremos ponerle un color
pero me imagino que ustedes lo han tenido en cuenta porgue a veces hay orientaciones que son
tomadas por nuestros respectivos centros de servicio y que luego orientan un poco el ejercicio
de nuestras funciones.

Los AP, ademas, se reconoceran en las interpretaciones propuestas, que les otorgan una
vision compleja de su profesion, como vemos en las palabras de uno de los AP presentes (ver
extracto mas abajo). La discusion aqui se relaciona con las practicas compartidas de
acompafiamiento que surgen del andlisis: (1) considerar la puesta en accién y la reflexion de
los docentes como una palanca para el desarrollo de sus comprensiones y practicas; (2)
organizar el acompafiamiento en forma de bucles donde la observacion y/o experimentacion en
clase ocupan un lugar importante; (3) buscar en ese acompafiamiento el apoyo de los docentes;
(4) considerar que un acompafiamiento tiene éxito cuando encontramos rastros del mismo en
el campo.

(AP10)Y° Solo para meterme un poco en la discusion, eso me parece interesante, porque al no
estar entre los ocho (AP de la IC), tengo la impresion de que me grabaron a escondidas (risas
del grupo). Me parece interesante reunirnos de nuevo incluso a pesar de decir ok cuando
hablaron de situaciones... hay puntos que uno dice si... si... yo tal vez no lo haya expresado asi.
El ultimo punto que me parecié interesante de mencionar, se sabe que nos alegramos cuando
hay un rastro de nuestra intervencién, luego este rastro, lo encuentro realmente interesante
porque, les dije que a mis nuevas colegas (AP), yo sé que cuando damos formacién o cuando

hacemos acompafiamiento, no esperamos que todo esté ahi, pero cuando hay un elemento que
esta ahi, se gana.

En la discusion que sigue, la sutileza de lo que ven los AP bajo estos "rastros de
acompariamientos exitosos" se hard mas clara, bien lejos de lo que la gente a nivel institucional

espera de las huellas de un apoyo exitoso.

10 AP10 es un Asesor pedagdgico invitado por los otros asesores a este encuentro, él no participa a la IC.
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(12) Entonces les diré que los rastros (que surgieron del analisis) no siempre son del mismo orden,
a veces lo que se apunta es un cambio en la practica, pero otras veces es simplemente un cambio
de mirada. El profesor ya no mira las cosas de la misma manera.

Se destaca una sutileza en la nocién de huella, asociada a matices en el discurso del

profesor, que se pueden descomponer en diferentes cosas...

(AP10) Si en su discurso (el docente), hay un pequefio matiz cuando habla de eso, ahi dices,
bueno si...

(AP5) Escucha, si yo también puedo hacer dedo (a partir de la idea del otro) (...) entonces AP3
lo decia un poco (refiriéndose a lo que dijo anteriormente uno de los AP sobre la orientacion de
su centro de servicios), de acuerdo con las orientaciones de nuestras organizaciones, claramente
en nuestro caso, yo diria que todo el centro de servicio es sensible a (saber) cuales son los efectos
de nuestro acompafiamiento. Y ahi tenemos dos miradas, los docentes, esto es las practicas, luego
(los alumnos). Tu sabes que la mirada, se puede desglosar en distintas cosas, y los efectos en los
alumnos sigue siendo un gran paso, pero es indirectamente (que podemos hablar de un tal efecto).

(AP3) Es delicado, a veces es tan sutil en el discurso de los docentes.

Se cuestiona el efecto de esa huella en los alumnos, ponemos en evidencia atajos

inadecuados.

(13) Pero cuando dices (AP5) es indirectamente (que se puede hablar de un tal efecto), al fin de
cuenta eso repercute en un mejor aprendizaje para los alumnos, ese es el objetivo al fin y al cabo.

(AP5) Eso es, es por eso que nos levantamos por la mafiana

(AP3) Pero al mismo tiempo es delicado este aspecto porque es el elemento por el que me levanto
por la mafiana, pero hay algunos atajos que son inadecuados, del tipo "viniste a hacer
acomparniamiento en mi escuela, ah mis resultados mejoraron”. Encuentro dificil aislar esta
variable y ver el efecto en la ensefianza, entonces como lo llam6 AP10 a veces es tan sutil, es
solo en el discurso del docente que percibimos que la reflexion, su comprension es modulada,
pero de una manera minima, y yo encuentro que ahi vemos un impacto, pero, en todo caso, es
dificil de definir, de identificar con precision. Ademas, la otra cosa es que a menudo nos
encontramos en las practicas declaradas, entonces los docentes nos dicen lo que hacen, pero a
veces estan lejos de las practicas reales (...) uno tiene la impresion de que se estan produciendo
cambios en el terreno y finalmente Oops! estamos justo en el “aprendi bien la leccion”, asi
devuelvo lo que quieres escuchar, este elemento es sutil.

Esta huella sutil se establece con el tiempo y se ve en términos de comprension mas

que de éxito.

(12) Este es un elemento importante porque estamos en una sociedad que valora los resultados
centrados en la evidencia, por lo que vuestro centro de servicio también los valoriza, esta
centrado en los resultados la mayor parte del tiempo, y de hecho ustedes no trabajan
necesariamente en términos de resultados, estan trabajando de una manera mucho mas sutil, en
términos de cambiar elementos de comprension, haciendo que las personas ya no vean las cosas
de la misma manera, y esto no se ve necesariamente en lo inmediato en los gestos, no es
inmediatamente visible, es algo que es un camino a mas largo plazo.
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(AP6) Yo también voy en la misma direccion al decir que la idea de la extension (en el tiempo)
del acompafiamiento tiene un efecto completamente diferente. Quiero decir, a veces, lo vimos
incluso para nosotros en RP, todo el tiempo que nos tomamos para pensar, compartir,
intercambiar, probar cosas, nuestra actitud y nuestra evolucién se estiré en el tiempo y esa es la
riqueza de los cambios. Creo que cuando hablamos de huella en el terreno, a menudo se
relaciona con la duracion hasta cierto punto, no solo eso, sino, creo que es un factor importante.

(AP10) Estamos sobre la huella a corto plazo (en nuestros centros de servicio), pero hay muchas
huellas que se ven a largo plazo. Pienso en equipos que a veces no los ves desde hace un afio,
como es mi caso, y luego los vuelves a ver, te hablan de algo, y te decis "ah! esta idea germind
ahi, crecio mientras yo no estaba”. Cosa que no hubiese visto si la direccion me hubiera dicho,
viniste por tres horas, eso hay que arreglarlo (...). Hay un desafio en la huella, en el corto plazo,
a largo plazo, en lo declarado, en la préactica real, hay lo que llamaria un cambio dréstico, tal
vez un cambio sutil.

Reflexionar sobre cuéles pueden ser esas huellas se presenta como un cuestionamiento
importante.
(AP5) Si, sorprendentemente encuentro el interés, la palabra esta bien escogida, sobre las
huellas en el terreno, me parece que AP10 lo resaltaste un poco, las huellas no las describimos,
pero... ;qué pueden ser esas huellas? Qué pueden ser a corto plazo cuando te lo pones a pensar.
En algln lugar queremos que nuestro trabajo dé algo, tanto los investigadores como los AP y
los profesores, todos por igual, queremos que haya una influencia, que suceda algo. Qué es ese
algo, de lo més sutil, lo mas corto, lo més... me parece importante interesarse por lo que
esperamos de los docentes, en definitiva, de los alumnos. Luego un pequefio paréntesis para AP3
que introdujo la préactica declarada y la practica real, ese es el limite de nuestro proyecto,
estamos en la practica declarada también nosotros los AP, en la entrevista.
Huellas en lo que se dice opuestas a la accidn, una toma de conciencia que precede a la
accion.
(AP8) Podria haber agregado un pequefio elemento, me hace pensar que es gracioso s como Si
los adultos, primero verbalizamos luego, en segundo lugar nuestro cambio en la accién ocurre,
pero en los alumnos es lo contrario, lo hacen antes de ser capaces de verbalizar (...) pero decirlo
ya es un paso en la accién, es una toma de conciencia de que yo tendria que hacerlo, empieza a

germinar, eso es un poco como lo que dijo AP10, a veces escucho en el discurso, el discurso ha
cambiado, puede que todavia no haya cambiado en el aula, pero la semilla ha germinado.

Asi lo que precede deja ver un co-analisis que continGa en torno a un desafio central
para el AP, el de las huellas de un acompafiamiento exitoso, aportando una cierta densidad a
este concepto de huellas que no se puede reducir a un simple efecto sobre los estudiantes o un

cambio en las practicas docentes.

Esos debates sobre los analisis vienen a confrontar, a continuar, a enriquecer y

profundizar aquello que se dice en relacion a la profesion como lo muestra este segundo
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extracto en relacion a otra caracteristica comun del género profesional AP: las acciones

enraizadas en el terreno??.

(AP8) Cuando hablamos de eso (sobre situaciones profesionales que presentamos,
representativas para nosotros de lo que estdbamos haciendo en nuestro acompafiamiento), no
pudimos, CP5 y yo, poner mucho en el aula porque no habia suficientes recursos. Me parece
interesante en los extractos (retomados en el analisis que nos mostraste), se siente que hay un
esfuerzo por encontrar formas de acercarnos al terreno, sin poner, nosotros mismos, un pie en
el aula, sin estar ahi...

(12) Eso confirma que los estilos son en funcidon de las circunstancias (es aqui, porque no pudieron
poner un pie en el aula, que el terreno aparece como el lugar donde se proyecta el AP con el
docente).

Relativizar esta idea del terreno (y al no restringirla a estar en el aula) y abrirse a otras

formas de estar cerca del terreno sera entonces destacado por los AP.

(AP8) En otro orden de ideas, hay colegas de AP que estan en el terreno, pero yo cuestiono la
idea de que sea porque estas en el aula que sera mas relevante que si no estuviesen alli. Esta
bien estar en la clase, si, pero ¢Cudl es la intencion con la que estas en la clase? ¢ Qué obtienes
de ella'y qué haces después? Entonces esta idea de acercarnos al terreno no es solo poner un pie
en el aula, podemos acercarnos al terreno aungue no estemos en el aula... Pero no es unanime
en absoluto entre los colegas AP, creo que hay varias formas de acercarse al terreno.

A continuacion, se aclara una cuestion de credibilidad/equilibrio entre proximidad al

terreno y distancia en la intervencion del AP con los profesores.

(AP3) Claramente hay un desafio ahi, porque hay un problema de credibilidad de nuestra parte
cuando nos dicen “ustedes AP que trabajaban en el centro administrativo, o peor aun los AP que
trabajaban en el ministerio, eso esta alejado del terreno” ... Entonces entiendo lo que dice APS,
que no significa tener los dos pies en el aula para tener la realidad del terreno, pero por supuesto
hay que tenerlo en cuenta para tener un cierto reconocimiento de los docentes con quienes
trabajamos. Es como una especie de equilibrio entre esa distancia que es tan preciosa para tener
un ojo critico y una vez mas, con los pies un poco en el terreno para entender lo que se puede
hacer.

(AP8) Es una cuestion de equilibrio, eso es realmente AP3 porque tu puedes estar en el terreno
todo el tiempo y no ser capaz de tener esa mirada ‘““Dios mio, es bien compleja la clase, Dios
mio, todo lo que tienen que manejar” y finalmente no poder ofrecer algo interesante desde el

11 Aqui el analisis muestra que este anclaje en el terreno se caracteriza de diferentes formas dependiendo de las
circunstancias: (1) asi el terreno aparece, en algunos casos, como el lugar donde ellos mismos fueron profesores,
apoyandose en sus observaciones y experiencias como profesores; (2) el terreno es también el lugar donde el AP
se proyecta con el docente durante el acompafiamiento (proyectando al docente en su clase, con sus alumnos por
ejemplo al resolver un problema); (3) también es, en otros casos, el terreno del que queremos alejarnos para
mejorar (por ejemplo, en un contexto de resolucion de problemas (RP), donde la lectura del problema y el polo
de organizacién a menudo ocupa mucho espacio a expensas del polo matematico, el AP propondra problemas
abiertos que mostraran a los profesores que a veces se puede estar en el trabajo matematico sin necesidad de
lectura y organizacion); (4)finalmente el terreno es también un lugar de observacion, de experimentacion para
alimentar su apoyo (al elegir, por ejemplo, ir y experimentar un problema en una clase a fin comprender mejor lo
que esta sucediendo alli y devolverlo al grupo).
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punto de vista didactico. Es como ese equilibrio entre tener en cuenta el terreno, actuar en el
terreno y tomar distancia.

(AP4) Estar cerca de la gente, si, pero ya no estas al acecho (de algo interesante a nivel
didactico).

Se precisa un anclaje multiple en el terreno asociado a un acompafiamiento de

proximidad a ser cuestionado, y a una toma en cuenta de posibles en términos de intenciones.

(12) Eso muestra que el terreno es mas complejo y sutil (que estar en el aula), tener el terreno
presente puede tomar muchas formas.

(AP5) Me parece interesante lo que tu traes AP8 y también 12 cuando haces la distincion,
qgueremos tener en cuenta el terreno, queremos reconocer el terreno y lo podemos hacer de
diferentes formas. Existe la creencia (en nuestros centros de servicio escolar) de que nuestro
lugar mas efectivo y eficiente es con los estudiantes, esto es lo que ellos llaman acompafiamiento
cercano. Pero depende de lo que hagas con él.

(AP8) En las précticas efectivas de desarrollo profesional (de acuerdo a lo que piensan los
directores de los centros de servicios), hay que estar en clase, el AP debe estar en clase (...) ¢Qué
es un desarrollo profesional efectivo? Hay principios, uno de los principios es estar presente en
la clase. Creo que es necesario reflexionar sobre eso, hay sutilezas a tener en cuenta.

(AP5) Podemos ir a clase para ver qué pueden hacer los alumnos en una situacion, podemos ir
a clase para acompafiar a un profesor en una transicion en una practica en la que se siente un
poco menos comodo, puedo estar en clase para ofrecer una observacion a un maestro que desea
recibir una retroalimentacion. Hay todas estas razones y otras mas, pero si no esta claro cual es
mi intencion (...). El hecho de que esté en una oficina no significa que no esté cerca del terreno.

Esta credibilidad, esta relacion de confianza debe construirse con el docente (esto

surgira del analisis como concepto clave, organizando su actividad profesional como AP).

(AP8) ¢Voy a clase porque necesito un reconocimiento? ¢Por qué voy al terreno? Las acciones
en el terreno estan ligadas a nuestro rol y a nuestras necesidades.

(AP10) Hay como una relacion de confianza que tienes que establecer con los docentes, para
tener acceso al aula, hay (docentes) para quienes la relacién de confianza no es lo
suficientemente fuerte para que tu entres (en su clase), para otros es bueno, te diran puedes venir
a mi clase, luego estéd la limitacion cuando tienes treinta profesores. Esta credibilidad se
construye, no sucede de la noche a la mafiana.

(AP6) Se debe establecer una relacion de confianza con los profesores para hablar del terreno,
para que se produzca el intercambio, pero al mismo tiempo también se debe tener una actitud de
humildad frente a los profesores.

A través de este intercambio se hace evidente un importante desafio de su practica

profesional, la de la relacion con el terreno y su complejidad, esta relacion no puede reducirse

a estar en el aula, ella toma muchas formas dependiendo de las intenciones y circunstancias.

38



De la problematizacion de una investigacion colaborativa a su anélisis y difusion...

Detras de esta relacion con el terreno esta la credibilidad de la intervencion profesional del AP

con los docentes y la relacion de confianza que deben establecer paulatinamente.

Se puede ver claramente, en los ejemplos presentados, la importancia y la riqueza del
retorno del andlisis a los actores. Esto permite dar sentido a una determinada practica
profesional en el centro de la investigacion, enriquecer los primeros elementos de comprension
y desarrollar otros nuevos. Esta comprension es tanto para unos como para los otros, en el plano
de la investigacion a través de las enriquecidas interpretaciones que surgen, pero también para
los AP que continGian transitando este cuestionamiento practico sobre asuntos claves que el
analisis revela, por ejemplo la relacion con el terreno, expresando en esta ocasion las presiones
a las que estan sometidos (en lo que respecta a un acompafiamiento de cercania considerado
como el mas eficiente) y la reflexion que creen necesaria sobre este aspecto importante de su

trabajo.

Al terminar este proceso de IC, también estd la cuestion de la difusion de la
investigacion y la forma que debe tomar para llegar tanto a la comunidad cientifica como a la

comunidad profesional, en aras de la doble verosimilitud.
2.2.4 Difusion de la investigacion: el ejemplo de la elaboracion conjunta de un coloquio

La difusion de esta IC ha dado lugar a presentaciones y publicaciones en revistas o congresos,
en las que se han involucrado investigadores, pero también AP (ver en particular Saboya y
otros, 2020; GREFEM, 2019, 2017)'2. En uno de los casos, la forma original que adopté la
presentacion en el coloquio del grupo de didactica de la Matematica de Quebec (GDM) puso
en escena las voces de los investigadores y los AP sobre el trabajo de anticipacion en RP (ver
GREFEM, 2019). Pero no es esta experiencia la que queremos relatar aqui, sino aquella de una
difusion un tanto particular que refleja una preocupacion, por parte del grupo, por la
presentacion de los resultados del trabajo, dando cuenta de la IC y del proceso de co-

construccién que tuvo lugar alli.

12 M. saboya, N. Bednarz (investigadores) y A.M. Carbonneau (AP) presentacion en nombre del GREFEM y los
8AP: «Résolution de problémes (RP) en contexte d’enseignement: objet aux frontiéres de plusieurs
communautés» (“Resolucion de problemas (RP) en un contexto de ensefianza: un objeto en las fronteras de varias
comunidades™) 85° Congreso de ACFAS, Montreal, mayo de 2017 Enlace para visualizar las presentaciones:
http://lel.crires.ulaval.ca/oeuvre/periscope-les-passagesfrontaliers-boundary-crossing-entre-les-pratiques-
collaboratives-de
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El grupo investigadores/AP trabajo, durante el afio 2018-2019'% en el desarrollo
conjunto de un coloquio para todos los AP de matematicas elementales. Varias reuniones de
trabajo tuvieron lugar durante el afio, antes de la conferencia (3) y después de la misma (1). El
coloquio en si tuvo lugar durante 2 dias (21 y 22 de marzo de 2019). Reunio, ademaés de los 13
miembros del comité organizador (investigadores/AP), un investigador postdoctoral y 7
estudiantes de maestria y doctorado; unos sesenta asesores pedagOgicos de matematica
elemental de 37 centros de servicios escolares de todas las regiones del Quebec y 2
representantes del Ministerio de Educacion y Educacion Superior. Todos los elementos, desde
el disefio y el formato, los recursos, la organizacion y la ejecucion, hasta el retorno de los

resultados a los profesionales de la asesoria pedagogica, fueron pensados de forma colectiva.

Rapidamente le parecié importante al grupo de AP/investigadores, durante las
reuniones de disefio de la conferencia, con el fin de contribuir a la comunidad profesional, hacer
vivenciar el proceso mas alla de sus resultados (avances en relacion a la RP, a los desafios
puestos en evidencia, y un determinado campo de practica profesional, el de los AP), como se

muestra en el siguiente extracto:

(AP5) Si tomo en cuenta la conferencia que organizamos con nuestros comparieros AP, elegimos,
apenas una pequefia palabra de bienvenida porque 14 insistio, pero los precipitamos, era muy
importante para nosotros meterlos en un problema, por lo tanto, en la accién, para después
poder hablar de ello...

Esta implementacion en la accion lleva a los AP a retener cuatro problemas que fueron
propuestos desde el inicio de la conferencia y trabajados en equipos, luego se integraron en
talleres. Por ejemplo, estos problemas, junto con otros, forman el material basico de uno de los
talleres, centrado en el tema “Elegir un problema: ;Para quién? ;Por qué? ;Qué es "buen"
problema?”. La intencion de la actividad, definida conjuntamente, es reflexionar sobre el tema
de la eleccion de "buenos" problemas en el trabajo de RP en el aula, sobre las pautas detras de
las elecciones. Este taller se desarroll6 en 4 etapas: (a) en un primer momento, pedir a los
participantes que clasifiquen los problemas que se les han dado como "buen" problema para
AP; "buen" problema para el docente; "buen" problema para el alumno, problema que se tiraria
a la basura, especificando por qué, las razones de sus elecciones (carteles grandes permitieron
que los equipos vayan y coloquen sus elecciones, hagan un seguimiento de sus justificaciones);

(b) puesta en comun, la intencidn aqui es resaltar las indicaciones subyacentes a las elecciones

13 Nota de la traduccion: Se hace referencia al afio escolar ya que en Quebec las clases comienzan en el mes de
septiembre de un afio y terminan en junio del afio siguiente.
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realizadas y los matices, un buen problema, por ejemplo, para uno no es necesariamente bueno
para el otro; (c) luego solicitar que identifiquen las intenciones potenciales para explotar tales
problemas, un buen problema no es un buen problema en si mismo, todo depende de lo que se
haga con él; posteriormente (d) cuestionar ;,como desarrollar una cultura de eleccion de buenos
problemas con los profesores? La intencion de la actividad aqui es pensar en lo que podemos
hacer como AP en nuestro acompafamiento para desarrollar una cultura de eleccion de buenos

problemas (pensar en posibles vias).

En la base de la organizacion de este taller se puede ver claramente todo el trabajo de
disefio de la actividad, elaborado conjuntamente entre AP e investigadores, de precision de
intenciones, de concepcidn del material de apoyo. Diferentes tematicas tratadas durante los dos
dias seran construidas desde una misma perspectiva de puesta en accién, reflexion, poniendo
en juego varios planos, el de los alumnos, el docente y el del acompafiamiento, apoyandose en
el desarrollo de vifietas construidas por unos y otros, discutidas, re-trabajadas (ver figura 4 para
un ejemplo de vifieta, relacionada con la orientacion general de la gestion de la RP en el aula).
Se pensara en el posible uso de esas vifietas para que los demas AP reflexionen sobre los temas
tratados durante esta IC. Se mantendran y trabajaran los siguientes temas: eleccion de un
problema (;Para quién? ;Por qué? /Qué es un "buen"problema?); ¢Prepararse para llevar
adelante un problema en clase? (;Debemos prever todo? ¢;Hasta donde podemos arriesgarnos
ante lo imprevisto?); Involucrar a los estudiantes (;Si? ¢No? ¢Decir todo?); Enfrentar el error
(¢Compartirlo? ¢Explotarlo? ¢Evitarlo? ¢Provocarlo?); Facilitar un regreso a clase (¢Hasta

donde llegamos? ¢ Qué es lo que debemos guardar? ¢Sobre qué necesitamos volver?).
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@

Leer las dos vinetas
(Richard y Ricardo)

El problema del pie de gigante en la clase de RICARDO

Ricardo proyecta la ilustracion en TNI (pantalla
interactiva), distribuye una copia de la ilustracion
para cada pareja de alumnos. El toma muy poco
tiempo e invita a los alumnos a compartir alguna

observacion a partir de la imagen. Lee el breve

enunciado y le da a los alumnos un tiempo
individual para pensar en coémo responderan a la
pregunta. Anuncia que no acepta preguntas en un
grupo grande, sino que invita a los estudiantes a
compartirlas con sus companeros de equipo.
Durante la resolucion, Ricardo observa a sus
alumnos. Percibe varios obstaculos y hace una
devolucién en grupo.

¢Por qué crees que Ricardo esta tan satisfecho?

Responde la pregunta:
¢Qué es lo que justifica
que Richard y Ricardo
parezcan satisfechos?

©

Responde la pregunta:
Como AP, si tuvieras que ofrecer
retroalimentacion a estos
dos profesores, ¢ qué les dirias?

El problema del pie de gigante en la clase de RICHARD

Richard proyecta la ilustracion en TNI (pantalla
interactiva), distribuye una copia impresa de la
ilustracién a cada pareja de alumnos y lee el breve
enunciado. Presenta explicitamente, toma las
preguntas de los estudiantes y las responde dando
informacion a buscar. Llama la atencion de los
alumnos sobre el material que prepard para
ayudarlos (metros de madera, reglas de 30 cm...)
18 de sus 20 alumnos lograron encontrar el mismo
tamanio del gigante que habian previsto. Los dos
estudiantes que no obtuvieron la respuesta
esperada cometieron un error de calculo en la
multiplicacion. Aproveché para hacer un repaso con
todo el grupo sobre la mejor manera de multiplicar.

¢Por qué crees que Richard esta tan satisfecho?

Figura 4. Un ejemplo de vifieta

En cada uno de los talleres, la animacion es realizada en conjunto por un investigador
y dos AP, reflejando nuevamente el espiritu de la IC que animé todo el proceso. Al final del
coloquio, una presentacion de lo que surgié de nuestro proyecto se ofrecid involucrando a
ambas partes en la presentacion colectiva. En ella, se trataron los principios rectores que han
parecido importantes en el transcurso de esta IC y algunas pistas de apoyo que tienen sentido
para los AP. Desarrollar asi una cultura de investigacion matematica en el aula; considerar la
RP como una herramienta para la ensefianza, como una oportunidad de aprendizaje; desarrollar
una cultura en el aula en la que el error se considere positivo; apelar a la inteligencia de los
alumnos como jovenes matematicos; dejar espacio a los alumnos, aprender a callarse; atreverse
a pensar fuera de los lugares comunes, tomar riesgos y estar abierto a lo inesperado, constituyen

los principios rectores que surgen de este proceso de IC.

Elaborar problemas con los docentes, animar/co-animar un buen problema en clase,
jugar con diferentes tipos de problemas/una variedad de problemas, acompafiar a los docentes
en la eleccién de los problemas y en su analisis (anticipacion), reflexionar sobre lo que es un

"buen" problema, partiendo de los problemas que los docentes ya estan usando para ir mas alla,
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mostrar/experimentar cémo podemos hacer la RP de manera diferente, presentar versiones
contrastantes del mismo problema, hacer el ejercicio con los docentes, evaluar diferentes
problemas utilizando los criterios de evaluacion constituyen pistas de acompafiamiento,

resultantes de este trabajo conjunto.

Finalmente, trabajamos juntos en la elaboracion de un documento resumen, retomando
los elementos principales del intercambio y las discusiones durante el coloquio, que fue
enviado, junto con el material basico utilizado para el coloquio, a los distintos participantes,
difundiendo también el proceso de co-construccion que caracteriza a la IC.

Conclusién

Esta reconstruccion de la trayectoria de una IC ilustra la riqueza de este proceso de co-situacion,
co-operacion y co-produccion, su caracter dindmico y evolutivo. Méas concretamente, destaca
que la construccion del objeto de investigacion, su problematizacién, no se concibe de manera
definitiva, incluso antes de que se produzca la operacionalizacion de la investigacion, como
suele ocurrir en una investigacion habitual. Esta aclaracion, como en cualquier investigacion
participativa, se inscribe a lo largo del tiempo de manera transversal y evolucionando a través
del tiempo. La problematizacion del objeto de estudio es revisitada para tomar en cuenta el
encuentro entre miembros de las comunidades de investigacion y de practica y la forma en que

le darén sentido a lo largo del tiempo, modificando los contornos y los cuestionamientos.

Ademas, esta reconstruccion pone en evidencia que este espacio reflexivo es el lugar
de un retorno a los actores de los andlisis y de un entrecruzamiento de interpretaciones que
continlia. En esta forma de comprometerse en los analisis en IC, encontramos elementos

desarrollados por sociélogos como Dubet (2007).

La mas fuerte originalidad de (el enfoque) radica en el papel mismo de los investigadores que
analizan los debates y el trabajo (de los subgrupos, del colectivo) y (...) presentan sus analisis a
los actores y les solicitan que reaccionen. Si bien la mayoria de los manuales de metodologia
insisten en la neutralidad del investigador, identificado con una simple maquina de grabacion,
lo mas discreto posible, aqui el investigador entabla una discusion (...) con los actores luego de
largos debates (Dubet, 2007, p. 15). Esto requiere que el (investigador) sea capaz de debatir las
interpretaciones que producen los actores con el objetivo que ellos perciban el analisis que (la
investigacion), a su vez, les sugiere. (p. 45) (Traduccidn libre del francés).

Finalmente, esta reconstruccion pone de relieve otra manera de concebir la difusion de
la investigacion. De hecho, hay poca preocupacion por reflexionar sobre la puesta en escena de
los resultados de la investigacion, conformandose con las practicas actuales de la comunidad

cientifica. En aras de la doble verosimilitud, la IC modifica la idea misma que tenemos de la
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difusion del conocimiento. Difundir conocimiento en nuestra concepcion situada no significa
poner a disposicion o accesible un producto de investigacion, por ejemplo en nuestro caso las
cuestiones identificadas y documentadas en relacion con las RP en el contexto de la docencia
y el acompafiamiento al docente, o incluso lo que esta investigacion arroja sobre la profesion
AP. Se trata, desde la perspectiva de contribucion a la comunidad profesional de los AP, de
ofrecer a los actores la oportunidad de realizar una determinada reflexion en torno a esos
desafios y de ese acompafiamiento al docente, como lo vimos anteriormente, para que €sos
conocimientos tengan sentido en relacion con una determinada actividad. Ademas, en el caso
de la comunidad cientifica, de considerar las voces de unos y otros actores, las categorias de
unos y otros y un riguroso proceso metodoldgico que ha permitido dar cuenta de ello. Entonces
surge toda la riqueza de este IC y arroja una nueva luz sobre el campo de una préctica

profesional determinada.
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ANEXO

Cuadro 1. Todos los encuentros reflexivos (6rdenes del dia y tareas previas)

Afio 1 (2015-2016)

22 junio 2015

Para este primer encuentro que dio inicio a la reflexion sobre la resolucion de problemas y el
acompafiamiento a los docentes, nos dimos la siguiente tarea (en el encuentro preliminar de
diciembre de 2014): cada uno (a) piense en un consejo para dar a los docentes, un consejo que
es importante, el que €l (ella) quiera, o por el contrario que él (ella) desea no ver implementado
en absoluto, especificando por qué en ambos casos.

Discusion alrededor de estos consejos desarrollados por cada uno (a) durante la sesion.

28 octubre 2015

1. Volver sobre el informe del encuentro anterior (enviado previamente a cada uno) y las
reflexiones iniciadas por el grupo.

2. Discusion sobre la RP en el contexto de la enserianza y el asesoramiento para los docentes,
partiendo de 2 videos de funcionamiento de problemas en el aula (un ejemplo de
funcionamiento en clase de ler grado, y una experimentacion en el 6to afo, videos
desarrollados en el marco de investigaciones colaborativas anteriores con docentes de
primaria).

22 febrero 2016

Para este encuentro nos propusimos que cada uno planteara un problema sin datos numéricos
(problema que creemos obliga al analisis), un problema que serviria de base para la discusion.

1. Volver sobre el informe de nuestro ultimo encuentro y el esquema propuesto por uno de los
AP (APS5), que puede ayudar a conceptualizar donde nos situamos en nuestras
discusiones/reflexiones.

Recordamos en esta ocasion lo que habiamos alcanzado al final de nuestro ultimo encuentro
(los diferentes elementos focalizados en relacion con el trabajo sobre la RP en clase y el
acompanamiento de los docentes) y que pueden ayudar a replantear la discusion: eleccion de
problemas, ;sobre qué base?; Analisis de las soluciones y eleccion de las soluciones para la
devolucion; Articulacion sobre las soluciones de los alumnos; exploracion de estas soluciones.
2. Trabajo a partir de los problemas sin datos numéricos traidos por los diferentes
participantes

31 marzo 2016

Para este encuentro nos habiamos dado la tarea de que cada uno(a) traiga: un buen problema,
un “buen’ problema sin datos numéricos, un problema “atractivo” y “bueno”, para retomar las
palabras de AP4, que mereceria ser trabajado con docentes (se hablara en este encuentro de
problemas “seductores”, para retomar las palabras de los APS).

Podia tratarse de un unico problema... pero también podia tratarse de dos o tres problemas
diferentes.

1. Volver sobre el acta de nuestro ultimo encuentro y el esquema propuesto por APS5 y
modificado desde entonces.

2. Trabajo a partir de los problemas traidos por unos y otros.

27 abril 2016

1. Volver sobre la sintesis hecha a partir de los diferentes informes y formularios.
2. Volver a uno de los problemas traidos por AP4 (el truco de magia) (lo abordaremos de tal
manera para que se inscriba en lo que se ha discutido anteriormente).
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3. Trabajo sobre “buenos problemas” de nuestro banco. El trabajo se centrara en la puesta a
prueba del problema, ya que se ha destacado en la sintesis como una preocupacioén importante
para los APs.

4. La continuacion (orientacion deseada para la continuacion de nuestra colaboracion).

Afio 2 (2016-2017)

8 septiembre 2016

1. Presentacion del proyecto de investigacion y aspectos deontologicos.

2. Regresar a los resimenes del primer afio con el fin de enfocar los temas que queremos
investigar este aflo para ir mas alla, y la forma en que queremos trabajar.

3- La eleccion de problemas: volver sobre la participacion de dos de los investigadores en un
grupo de trabajo sobre resolucion de problemas en un coloquio. Esto puede ser la oportunidad
para comenzar a trabajar en uno de los temas que nos hemos enfocado, en torno a la eleccion
de los problemas.

4, Proyecto de coloquio en colaboracién dirigido a todos los AP de Quebec.

5. Una tarea previa a nuestro encuentro de noviembre (experimentar un problema en una clase
o con un grupo de docentes...)

17 noviembre 2016

1. Regreso en subgrupos, luego en grupos grandes, sobre el deber del 8 de septiembre con el
objetivo de aclarar cuestiones y consejos/gestos portadores. (Recordatorio del deber: hemos
considerado tres tipos de deberes: (i) experimentar un problema en una clase y documentar los
elementos importantes, (ii) acompafiar a uno o mas docentes ofreciéndoles problemas para
identificar desafios, (iii) partir de los problemas que los docentes ya estan utilizando y detectar
desafios).

2. Imaginar en subgrupo lo que hemos llamado la “historia” de un problema desde el momento
en que se elige para ser trabajado en clase hasta el momento en que se hace una sintesis, en
clase, de su resolucion por los alumnos.

3. Revision en el grupo grande sobre nuestras diferentes “historias” con el objetivo de aclarar
los problemas/desafios/nudos y los consejos/gestos portadores (aqui es donde va a aparecer un
cuadro que vendra a apoyar esta reflexion colectiva).

15 diciembre 2016

1. En subgrupo, imaginar la “historia” de un problema (se retiene el mismo problema para
todos, el problema del sandwich) desde el momento en que se elige para trabajarlo en clase
hasta el momento en que se hace un resumen en clase de su resolucion por parte de los alumnos.
2. Revision en gran grupo sobre nuestras diferentes “historias” con el objetivo de aclarar
problemas y consejos (que vienen a mejorar nuestro cuadro).

3. Volver a nuestras lecturas (cada uno habra leido uno o0 mas textos de su eleccién) con el
objetivo de aclarar problemas y consejos (y asi mejorar nuestro cuadro).

4. Un deber para la preparacion de nuestro encuentro del 15 de febrero.

15 febrero 2017

1. Presentacion en grupo numeroso de las diferentes historias del problema de los sandwiches
preparados en diciembre (en subgrupos) y discusion colectiva con el objetivo de aclarar
problemas y consejos/pistas/gestos portadores.

2. Volver a nuestras lecturas (cada uno habra leido uno o varios textos de su eleccion) con el
objetivo de aclarar cuestiones y consejos/gestos portadores/pistas (y por lo tanto de mejorar
nuestro cuadro).

22/23 marzo 2017
1°" dia — Miércoles 22 marzo 2017

1) Volver al problema de los sdndwiches.
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a) Trabajo en subgrupo sobre las diferentes historias del problema de los sandwiches
preparados en diciembre (en subgrupos). Preparacion: leer el informe de diciembre en la
seccion de su equipo.

Obijetivo: recordatorio del trabajo realizado y bonificacion sobre el durante (manejo en clase)
y el después (vuelta sobre el problema y vuelta a posteriori).

b) Presentacién en grupo de las diferentes historias y discusion colectiva.

Objetivo: Compartir y clarificar los problemas y los consejos/gestos portadores insistiendo
sobre el durante y el después (y por lo tanto modificar nuestro cuadro).

2) Discusion sobre el cuadro construido colectivamente en funcion de las lecturas.

Volver a las lecturas con el objetivo de aclarar problemas y consejos/gestos portadores (y por
lo tanto de mejorar nuestro cuadro).

Preparacion: Cada uno habra leido uno o mas textos de su eleccion y habra integrado (en color,
identificAndose por sus iniciales) en el cuadro de los elementos en relacidn con su/sus lecturas/s
(deber escuchado en febrero).

2% dia — Jueves 23 marzo 2017

3) Volver a algunos anélisis parciales realizados (sobre los problemas de los impuestos y del
pie de gigante) con el objetivo de enriquecer una vez mas nuestro cuadro en términos de
desafios y cuestionamientos.

Preparacion: lectura del texto producido para la CIEAEM (Comisién internacional para el
estudio y el mejoramiento de la ensefianza de matematicas) (presentacion en un coloquio) sobre
el problema de los impuestos.

4) Mirando hacia atras en el afio que esta llegando a su fin.

Sintesis sobre los consejos/gestos portadores a los docentes: ;Donde estamos? ¢Qué
consejos/gestos portadores se retienen?

5) Deseos para el afio que viene.

Intercambiar para despejar lo que queremos hacer el afio préximo.

Ya se han expresado deseos:

- Discutir el vinculo entre la formacion inicial y la formacion continua.

- Construccion colectiva de sesiones de formacion / acompafiamiento a los docentes.

- Las cosas podrian ser probadas sobre el terreno entre los encuentros

Otras posibles:

- Publicaciones/presentaciones conjuntas.

Afio 3 -2017-2018

25y 26 octubre 2017

1) Discusion sobre los analisis resultantes de una presentacion del grupo en Praga el pasado
mes de agosto titulada: "Two perspectives on diversity based on the Pedagogical Consultant’s
work on problem-Solving in a Teaching contex" [habiamos hablado en nuestro ultimo
encuentro sobre matematizacion y andlisis del problema de los impuestos; habiamos dejado en
suspenso el otro analisis realizado, esta vez, a partir de nuestras discusiones sobre el problema
del gigante]; discusion también sobre la presentacion conjunta investigador-APs realizada en
el marco del ACFAS (Asociacion Canadiense francesa sobre el avance de las ciencias) (sobre
el recurso desarrollado, el cuadro, como objeto de frontera).

2) Volviendo al informe de la Gltima reunion de marzo - ya hemos nombrado en marzo algunos
aspectos que nos gustaria profundizar en 2017-2018. ;Siempre es relevante? ;Ves algo mas?
(Siempre tenemos la intencion de probar las cosas sobre el terreno?

Preparacion: leer el informe de marzo con las preguntas anteriores en mente

3) Nuestro cuadro:

a) IS (investigador ausente el afio pasado) ley6 nuestro cuadro. Comparte con nosotros algunas
reflexiones y preguntas. Idem para APS.

b) En gran grupo: ;cémo podemos seguir trabajando en el cuadro para convertirlo en una
herramienta practica que podamos utilizar nosotros y posiblemente otros?

¢) En gran grupo primero, luego en grupos pequefios (dependiendo del posicionamiento de
cada persona): si tuvieras que elegir uno o mas elementos del cuadro en los que te gustaria
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trabajar este afio con los docentes, cual seria ese elemento (esos elementos) ;Por qué? ;Como
se le gustaria trabajar en ese elemento (esos elementos)? ;Por qué?

Preparacion: leer el cuadro con las dos preguntas anteriores en mente [b y c].

4) Trabajo (en subgrupos y, posteriormente, en grandes grupos) sobre un aspecto especifico
elegido por el grupo.

14-15 Marzo 2018

Nuestros diez desafios que surgen del cuadro ... (en relacion con nuestro deber — vease el
recordatorio mas abajo)

Vifietas que nos gustaria desarrollar en torno a esos problemas (en relacion con nuestro deber):
las formas que toman nuestras vifietas, su contenido (temas incluidos), su funcion (qué vamos
a hacer con ellas).

Simposio para los APs

Retrospectiva de nuestra presentacion en la conferencia inaugural sobre los roles de los
investigadores: reacciones suscitadas

Deber que nos habiamos dado. Basicamente, tuvimos que:

Hacer cada uno/una el mismo ejercicio que AP4 (que identificé diez problemas), ya sea
comenzando desde cero, o trabajando a partir del ejercicio de AP4. La lista de AP4 se adjunta
al presente mensaje.

Tomar las preguntas destacadas en los equipos en relacion con el problema del sdndwich e ir a
completar el cuadro de manera a tener en cuenta lo que salio.

Pensar cada uno/una, o en pequefios equipos, en una primera vifieta (para ilustrar un problema
y provocar la reflexion).

9-10 mayo 2018

Miércoles por la mafiana

1. Volver sobre los experimentos de AP5 en relacion con el pie del gigante y la tarea de APS
sobre el pie del gigante (los otros: escucha activa con el cuadro en mente).

2. Actualizacion del cuadro (las personas que trabajaron en el cuadro presentan su trabajo:
AP3 (adecuacion a los diez problemas); 12 y AP9 (de regreso y después); ...

Miércoles por la tarde y jueves por la mafiana

3) Presentacion de nuevas vifietas (AP4, APS, ...)

4) Trabajo sobre las vifietas (de marzo a mayo)

(i) Retorno en gran grupo: problemas afectados o no por las vifietas (a partir de marzo) (Cl y

C4..)

(i1) trabajo en subgrupos en torno a las siguientes cuestiones (véanse algunas lineas mas

adelante) sobre una vifieta (una vifieta por subgrupo, se tomaran idealmente diferentes vifietas)

(iii) regreso al gran grande

Algunas preguntas para guiar nuestro trabajo en subgrupos y colectivamente:

(Como usar las vifietas? ;Con quién? ;En que contexto? ;Con qué adaptaciones? ;Con qué

agregados (preguntas, opciones, imagenes)? ;Con qué tarea (por ejemplo, continuar el

intercambio)?

Jueves por la tarde

5) Resultados del proyecto

(Qué le ha aportado esto en su trayectoria personal/profesional?

(Como vamos con nuestra busqueda de consejos?

(Se han obtenido herramientas ttiles (cuadros, vifietas,...)?
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Capitulo 2

Experiencia de trabajo colaborativo entre profesores de matematica e
investigadores en Didactica de la Matematica: de la problematizacién a los

ejes de analisis en la adaptacion de una ingenieria didactica

Rosa Martinez - Analia Petich - Emanuel Issa Nunez - Maria Elena Ruiz

1. Introduccién

En este capitulo presentamos algunos resultados de una investigacion en Didactica de la
Matemaética, desarrollada desde una perspectiva colaborativa entre docentes investigadores (en
adelante DI) y docentes de matematica de escuelas secundarias (en adelante DA). Este trabajo
se enmarca en un objetivo de investigacion mas amplio, relacionado con explorar condiciones
bajo las cuales las nociones de la Didactica de la Matematica se constituyen en herramientas
para pensar su ensefianza. Asi, el posicionamiento de nuestras lecturas, interpretaciones e
intervenciones en estos espacios de trabajo colaborativo se apoyan en los desarrollos tedricos
de esa disciplina, concibiendo la relacién problema-conocimiento como medio para la
produccion de conocimientos, indisociable de los procesos de ensefianza de los objetos de
estudio. En otros términos, adherimos a la posicion epistemolégica de Brousseau (1986, 1998a,
1998b, 2007) seguln la cual se piensa la ensefianza como un proceso focalizado en la produccion
de conocimientos matematicos en la escuela y en la cual la dupla problema-conocimiento
adquiere preponderancia. Estas ideas se traducen como anclaje para la produccién de
conocimientos matematico-didacticos. Conocimientos que, en los espacios de trabajo conjunto,
se dan en una dindmica de construcciones y reconstrucciones en el que las interacciones con el
otro (entre DI-DA en el caso que nos preocupa) posibilitan reflexionar criticamente sobre ideas
y creencias, transformandolas a partir de acuerdos sobre los argumentos que se esgrimen. En
este sentido, en el trabajo colaborativo se entiende la ensefianza como un proceso dinamico
donde las interacciones cobran un papel clave mediante el caracter ciclico que otorga la

exploracion en el aula.
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En los ultimos afios hemos desarrollado estudios® en contextos de colaboracion con
docentes de matematica a partir de una problematica de ensefianza particular. Estos estudios,
posibilitaron vislumbrar que los espacios colectivos de trabajo —entre DA y DI- constituyen un
escenario favorable para abordar las cuestiones relacionadas con las practicas de ensefianza.
En esos espacios ha sido posible el estudio de producciones de investigaciones en Didactica de
la Matematica y su adaptacion en el aula, entendida como resignificacion en el dialogo con la
propia experiencia, con la lectura del contexto?. Desde este lugar compartimos cuestiones y
reflexiones de nuestro trabajo en el cual el proceso de colaboracién asume el desafio de atender
las preocupaciones que los participantes traen a la convocatoria y que se ajustan al criterio de
doble verosimilitud® que lo caracteriza. Las problematicas de la ensefianza de la matematica
que se abordan emergieron como inquietudes planteadas por los DA. Tratamos estas ideas en
el apartado 2 al referirnos a la trayectoria efectuada en la adaptacion de una propuesta de
ensefianza de los nimeros negativos en un contexto algebraico, proveniente del terreno de la
investigacion en Didactica de la Matematica. Experiencia de trabajo colaborativo que demandd
sumergirnos en la ardua tarea de apropiacion de una ingenieria didactica*® (ID) asi como
también en el estudio de sus posibilidades de implementacién en aulas de escuelas secundarias

de la region de influencia de la universidad®.

Nuestra investigacion colaborativa se inicia en el afio 2012. Nos contactamos con la
escuela secundaria CEM N°14 (ESRN N°14 en la actualidad) de la localidad de Fernandez
Oro, provincia de Rio Negro, con el objetivo de crear un espacio de trabajo conjunto con los
docentes de matematica de dicha escuela®. El propdsito era abordar problematicas que
conciernen a la ensefianza de la matematica, planteadas por ellos. La participacion de los
docentes en las reuniones de trabajo era voluntaria como asi también la eleccion de llevar

adelante la implementacion en sus aulas de la secuencia que se analizaba. A partir de 2013 la

! Proyectos de investigacion dirigidos por Mg. P. Detzel (2013-2016) y por Mg. R. Martinez (2017-2021), ambos
subsidiados por SeCyT de la Universidad Nacional del Comahue.

2 En ese sentido la adaptacion que se lleva al aula comporta produccion, apropiacion de los sentidos, construccion
de una intencionalidad, entre otros.

3 LLa doble verosimilitud (double vraisemblance) es un concepto que proviene de la sociologia y ha sido definido
por Dubet (1994) para hacer referencia a una doble optica en virtud de un objeto de preocupacidn, es decir a la
toma en cuenta de las preocupaciones de las dos comunidades o posiciones involucradas en este caso, la
comunidad DI y DA (Desgagné, 1997, 1998, 2001).

4 La ingenierfa didactica nace en el campo de la didactica de la matematica francesa y se centra en modelar
situaciones de ensefianza, para asi permitir el estudio de su funcionamiento en las aulas. M Artigue explicité y
formalizo la ingenieria didactica como metodologia de investigacion (Artigue, 1990).

5 Como region de influencia nos referimos a escuelas secundarias de Rio Negro y Neuquén cercanas a la sede
central de la UNCao.

6 Agradecemos a Juan Zambrano, Evelyn Savid y Franco Villafafie.
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institucion que alberga los encuentros es el CEM N° 15 de Cipolletti’. En el afio 2016, se
incorpora otro colegio, el J. M. Brentana®, también de la ciudad de Cipolletti. Este trabajo

continu6 hasta 2019, con modificaciones en la constitucién del grupo y escuelas participantes.

En el inicio del trabajo colaborativo, las reuniones en la escuela se abocaron a discutir
problematicas existentes en lo cotidiano del trabajo docente en relacion a la ensefianza de la
matematica. Luego, los participantes se dedicaron al estudio y analisis de la ID. Manteniamos
encuentros periodicos con una duracion aproximada de tres horas y media cada uno, cuya
frecuencia variaba de acuerdo a las necesidades que surgian del trabajo conjunto. Por ello, la
periodicidad de los encuentros fue cambiando; durante los primeros tiempos, eran quincenales
mientras que luego fueron 1-2 semanales, debido a la etapa de implementacion en el aula de la
adaptacion de la ID. Un DI designado como secretario registraba a través de anotaciones y/o
de grabaciones, los acuerdos, a modo de “memoria colectiva” que permitiria, en un futuro,
hacer una reconstruccion de los avances alcanzados. El resto de los participantes elaboraba sus
propios apuntes, los que en varias oportunidades tuvieron un rol preponderante, facilitando
aclaraciones o revisiones. Este trabajo conjunto, sostenido durante todos estos afios, dio lugar
a la construccién de vinculos afectivos que fueron aportando un clima de confianza entre los
participantes. La confianza alcanzada va mas alla de una familiaridad en el trato, tiene que ver
con estudiar con el otro sin prejuicio alguno. Creemos que esa confianza contribuy6 a que se
explicitara, como parte del trabajo conjunto, los argumentos de las decisiones tomadas por parte
de los DA, sin que sea considerado como un gesto evaluativo por parte del DI; por el contrario,

la confianza aportd animo®, apoyo, sostenimiento, energia para obrar, para accionar.

Ademas de las reuniones colaborativas, durante la implementacién el grupo de
investigacion realizé observaciones participantes que estuvieron a cargo de dos DI, de modo
tal que alguno de ellos sostuviera su presencia en la siguiente observacion, para garantizar asi
la continuidad entre las mismas. Estas observaciones de clases se registraron de modo

minucioso y sistematico, documentandose mediante anotaciones y/o grabaciones. A su vez, los

" Este cambio de institucion se hizo porque el profesor Juan Zambrano fue el primero que asumi6 el desafio de
implementar la propuesta adaptada en sus cursos de 1°y 2° afio de dicha escuela. En este mismo afio se incorpora
el profesor José Cumin de la misma escuela al grupo de estudio.

8 La implementacion en esta institucion en los cursos de 1° afio estuvo a cargo del profesor José Cumin quien,
como Yya dijimos, participaba del grupo de estudio desde 2013.

% Las palabras de uno de los DA otorga significado al respecto: Si algo parecia no funcionar, alentarnos entre
nosotros y buscar siempre la manera de continuar y cada vez mas convencidos de lo que estdbamos haciendo y
que los resultados que obteniamos eran muy satisfactorios. Fue muy importante el apoyo de todos y cada uno de
los integrantes del grupo para no claudicar en esta tarea bastante interesante en la que nos habiamos embarcado.
(José Cumin profesor, en la VIII Escuela de Didactica de la Matematica, 2017).
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DI manteniamos las reuniones habituales para analizar y reflexionar sobre el rumbo de la

investigacion.

En las discusiones que se fueron sucediendo, la construccion y reconstruccion colectiva
de las cuestiones de ensefianza evolucionaron en una dindmica interactiva creada por el
contexto mismo de la investigacion colaborativa. DI y DA iban precisando asuntos que se
problematizaban, que se retomaban teniendo en cuenta los conocimientos producidos. Estos
avanzaban segun las interpretaciones realizadas a medida que se entrecruzaban concepciones,
representaciones y percepciones de las acciones y sus impactos. Este trabajo conjunto nos llevd
como DI a desarrollar cierta vigilancia sobre las discusiones acerca de la estructuracion y las
conceptualizaciones implicadas en la ID; abordar una préctica de ensefianza constructiva; tener
en cuenta las necesidades de los DA y desarrollar préacticas argumentativas que expliciten las
razones de las decisiones. En este escrito hacemos foco en la colaboracion como un medio para
problematizar y producir conocimientos matematico-didacticos con relacion a los objetos de
ensefianza involucrados en la adaptacion e implementacién de una ID en el aula.
Problematizacion y produccién han configurado el leitmotiv que vitalizé nuestro trabajo, en
consonancia con la perspectiva de construccion de conocimiento. Reconocemos la complejidad
gue nos revisti6 como grupo investigador, distinguir aquellos rasgos caracteristicos de un
proceso de problematizacion, ponerlos en palabras transparentando ideas y, por medio y gracias
a la escritura, sistematizarlos y hacerlos inteligibles. La produccidn ocurre en esos procesos y
ella se incrementa cuando se desprende de lo acontecido, avanzando sobre descripciones o
anécdotas. Esperamos hacer eco de estas palabras en el apartado 3, en el cual organizamos un
analisis que confluye en dos ejes, los cuales presentan una particularidad otorgada por nuestra
Investigacion Colaborativa (IC,) a partir de reconocer algunas problematizaciones que tuvieron
lugar en el trabajo conjunto de estudiar la propuesta y realizar su implementacion adaptada.

En el proceso de problematizacion del conocimiento matematico, resulta notable la
toma en cuenta de los aspectos que aqui se juegan cuando se lo desmenuza. Discutir cuales son
los nucleos constitutivos de un cierto campo de ideas que se quiere ensefiar, concebir que el
objeto de ensefianza es el trabajo matematico y no solo la matematica, debatir las razones que
sustentan los argumentos convenidos, son aspectos claves que habilitaron ese desmenuzado
para el estudio y la apropiacion de una ID, en tanto propuesta que llega ya elaborada a nuestra
mesa de trabajo. Es primordial poder comprender las razones de orden epistemoldgico,
cognitivo y didactico contempladas en la ID para tener una interpretacion ajustada del sentido

que los autores quisieron darle. Por ello, los debates se impregnaron de un ir y venir entre
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vigilancia y adaptacidén-negociacion. Estas ideas se desarrollan en nuestro primer eje de

analisis, del apartado 3.

La colaboracidn se enriquecio y se consolidd ain mas a partir de las implementaciones
de las secuencias que fueron generando otras problemaéticas ligadas a la singularidad de las
puestas en aula. Cada exploracion, por sus particularidades, configurd ciertos sentidos de los
conocimientos de la propuesta, de perspectivas de la ensefianza y del aprendizaje que dieron
origen a otras preocupaciones de los DA vinculadas con la reconstruccion de su accion
didactica en vistas de la adaptacion en curso (Perrin-Glorian, 2019) y en funcién de sus

condicionamientos (Fregona, 1996; Robert y Rogalski, 2002) en juego.

El desmenuzado del conocimiento, mencionado para el eje anterior, no es exclusivo del
mismo; en este proceso de problematizacion se agregd la dimension de “lo situado”, que aportd
condiciones a la viabilidad de la adaptacion consensuada. Estas cuestiones son objeto de
discusion y de consideracion en el espacio de intercambio y de debate en colaboracion, ideas

que aunamos en el segundo eje de analisis comprendido en el apartado 3.

En esa dindmica interactiva, caracterizada por la reflexion y el debate, la
problematizacion del objeto a abordar (el conocimiento matematico a ensefiar) represent6 el
desarrollo de un cuestionamiento en un proceso de exploracion de lo posible, desde una mirada
cruzada en la que se utilizan los recursos de DI y DA (Bednarz, 2013). Las discusiones sobre
una actividad, sobre una secuencia, sobre producciones de los alumnos en relaciéon con una
situacion propuesta y con las interacciones que ocurrieron en la clase, nos convoco a
profundizar las nociones y los razonamientos ligados a los problemas en juego. Finalmente, la
produccidn de esos ejes de analisis nos permitié hacer algunos aportes en ese sentido con la
intencidn de visibilizar la colaboracion como puente entre producciones de la investigacion y
practicas de la ensefianza. Desarrollo que desplegamos como reflexiones finales en el apartado
4.

2. Acerca de nuestro trabajo colaborativo

Nuestro trabajo colaborativo asume un objetivo comdn que reune tanto los objetivos de los
investigadores, como las preocupaciones de los profesores participantes, lo cual ha
representado un desafio arduo para su desarrollo. Abordar la particularidad de este trabajo —
adaptacion e implementacion de una ID- significé apoyarnos en aportes de trabajos conjuntos
e investigaciones que indagan medios de apropiacion de producciones de investigacion. A

continuacion, ampliamos estas ideas.
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2.1 Marcos de referencia

El espacio colaborativo que formamos DI y DA nos permitio estudiar una ingenieria didactica
y su posible adaptacién e implementacion en el aula, como lo sefialado anteriormente. En este
sentido, Perrin-Glorian (2019) y Perrin-Glorian y Baltar Bellemain (2016) destacan la
importancia de estudiar la adaptacion de ingenierias didacticas en colaboracion, pues afirman
que se debe tener en cuenta el funcionamiento real de las clases y las necesidades de los
docentes. Incluso sostienen que, si en dicha investigacion fue considerada la complejidad de la
ensefianza en el aula, las condiciones para la difusion en las clases requieren ser estudiadas.
Las mismas autoras designan a esta aproximacion “ingenieria didactica para ¢l desarrollo y la

formacion” (abreviado como IDD).

Afrontar la problemética de la vinculacion entre investigacion y préacticas de ensefianza
desde este encuadre, supuso el estudio y la apropiacion de una ingenieria didéctica con
profesores ajenos a esa investigacion y adaptarla en funcion de sus particularidades. Este
trabajo permitio la produccion de mas conocimientos acerca de las practicas de ensefianza. A
la vez, posibilitd la identificacion de algunas condiciones que podrian aportar a la viabilidad
de la ID, integrando en ella elementos que forman parte de las practicas reales llevadas a cabo
por los profesores participantes. Asi, sus aportes han guiado tanto nuestras intervenciones en
los espacios de trabajo, como la tarea de reflexion y analisis sobre lo acontecido con relacién a

conceptualizaciones de distinta naturaleza inmersas en la ID.

Ademas, nuestra investigacion tom6 como referencia la perspectiva colaborativa
desarrollada por Bednarz y Desgagné (Barri y Saboya, 2015; Bednarz, 2009, 2013; Anadon,
2008; Desgagné, Bednarz, Lebuis, Poirier y Couture, 2001; Desgagné, 2001), en la que el foco
esta puesto en el trabajo conjunto entre investigadores y docentes sobre una problematica
compartida y siendo el trabajo reflexivo el eje central. Atender a los intereses de ambos grupos
participantes (DA y DI) es la base de este enfoque, lo que se conoce con el nombre de criterio
de “doble verosimilitud” (Dubet, 1994, citado en Desgagné y otros, 2001). Segun Desgagne,
este criterio implica, para el investigador que lleva adelante el proyecto, no solo estar
preocupado por el desarrollo del proyecto de investigacion sino estar constantemente atento a
las preocupaciones de todos los participantes que él considera como contribuciones a la
construccién de conocimientos para y sobre las practicas de ensefianza (Desgagné y otros,
2001). Dicho de otra manera, el investigador colaborativo estara siempre preocupado por tener

en cuenta las preocupaciones de las dos comunidades: investigadores y docentes.
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Este criterio toma matices diferentes, segun las etapas de la IC —desarrolladas a
continuacion— y permite advertir sobre cuestiones claves del funcionamiento de la
investigacion. Esta doble verosimilitud alerta, en primer lugar, a los DI y a los DA a reunir las
inquietudes de todos los integrantes al convenir una problematica que responda tanto a las
preocupaciones de la comunidad de investigadores como a la de los docentes, (doble

pertenencia social).

En el desarrollo del trabajo, alerta, en segundo lugar, a los participantes a estar
habitados constantemente por una permeabilidad en la actividad reflexiva, que contribuya a la
obtencion de datos que emergen de la interaccion, del cuestionamiento sobre la actividad

reflexiva de los investigadores y de los docentes (doble rigor metodoldgico).

Finalmente, la doble verosimilitud alerta a los participantes para el analisis de los
resultados, ella consiste en que la produccion de conocimientos tome una forma que sea Util a
los docentes y al mismo tiempo para el investigador (doble fecundidad de resultados, es decir
que los resultados engloben las categorias de ambas comunidades (doble fecundidad de

resultados).

El rol del investigador es complejo, necesita de algunos rasgos como cierta experiencia,
apertura a otras ideas, practica de escucha atenta, capacidad de formular preguntas
exploratorias, entre otros, para favorecer un desarrollo fructifero y permitir el sostenimiento de

esta doble verosimilitud a lo largo de todo el proceso (Bednarz, 2017).

Asimismo, nos parece interesante reconocer este criterio de doble verosimilitud, en
términos de doble sensibilidad, ya que permite a los involucrados entrar en un proceso de co-
construccién de conocimientos y llevar adelante la colaboracidn. Estos autores (Desgagné y
Bednarz), utilizan los conceptos de “sensibilidad tedrica” y de “sensibilidad practica” para
indicar las respectivas posturas de los DI y de los DA. Brevemente haremos referencia a estas
nociones, al solo efecto de ubicarnos para el desarrollo del analisis que presentamos
posteriormente. La nocién de sensibilidad practica del investigador, se refiere a reconocer el
punto de vista del docente, para quien lo real se presenta como un conjunto de situaciones
problemas presentes en el contexto. En este sentido la razon de actuar del investigador —
apoyado en su marco conceptual— sera puesta al servicio de una mejor comprension de la razon
de actuar del docente. La sensibilidad practica del DA hace referencia a un campo contextual,
a un conjunto de recursos y condicionamientos en los que se basa para juzgar la accién que

debe producirse en su practica. La sensibilidad tedrica del DI remite a un campo conceptual
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movilizado para examinar el objeto de cuestionamiento o para teorizar la accion practica. Por
altimo, la sensibilidad tedrica del DA alude a la actitud de apertura del docente hacia una
posicion de exploracién, de preguntas, méas vinculada a la investigacion (Barry y Saboya,
2015).

2.2 Nuestro recorrido en la construccion de la investigacion colaborativa

En el desarrollo de una IC, como ya mencionamos, se distinguen tres momentos en el curso de
una investigacién. En lineas generales, en una primera etapa llamada co-situacion, se retinen
investigadores y docentes, en un clima de dialogo y negociacion, para definir conjuntamente
un objeto de investigacion relevante para ambos grupos. Una vez que se logra conciliar el
objeto de la investigacion, se da lugar a la etapa de co-operacion. En ella, los DI disefian con
los docentes un espacio de estudio en el que la actividad reflexiva propicia una dinamica de co-
construccién que posibilita el cuestionamiento hacia la concrecion de los objetivos por los que
ambas comunidades concurrimos al espacio. En el transcurso de las reuniones reflexivas, los
datos que se van obteniendo y los resultados de la investigacion, deben dar lugar a
conocimientos matematico-didacticos, que sean fértiles tanto para los DA como para los DI. El
analisis de datos recolectados durante la co-operacion da lugar a la etapa de co-produccion. A
continuacion, distinguimos cada etapa dando cuenta de su funcionamiento a lo largo de nuestra

experiencia colaborativa.

2.2.1 Una problemética comun, el proceso de co-situacion

En pérrafos anteriores mencionamos la necesidad de transparentar los intereses y
preocupaciones de los DA y los DI por los cuales se participaria en una investigacion
colaborativa. Nos preguntamos aqui: ¢Cual es el interés de trabajar juntos DA y DI en esta
investigacion? ¢En qué sentido nos enriqguecemos ambos grupos compartiendo este proyecto?
Como ya lo expresamos, en el caso de los DA, sus inquietudes se centran en la ensefianza de
un conocimiento particular (la ensefianza de los nimeros enteros), preocupados por mejorar el
aprendizaje de sus alumnos. En el caso de los DI, nuestro interés se relaciona con aportar
elementos que permitan crear nexos entre una ID, proveniente de una investigacion del ambito
de la Didactica de la Matematica, y practicas de ensefianza singulares. Surgié asi la inquietud

respecto a ¢ Como desarrollar una investigacion que satisfaga esos intereses?

En el proceso de consensuar la definicion del objeto de estudio, la participacion de los

DA fue sustancial en términos de relevar una problematica propia de sus practicas de ensefianza
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de la matematica. De esta manera, en esa definicion debimos atender a las preocupaciones de
ambas comunidades, DA y DI, en un juego de negociaciones que permitié co-situar un objeto

de investigacion comun a los intereses de docentes e investigadores (Barry y Saboya, 2015).

En los inicios de dichas negociaciones, los DA, movilizados por la voluntad de actuar
para mejorar los aprendizajes de sus estudiantes y teniendo en cuenta las particularidades de
sus contextos de trabajo, compartieron inquietudes en relacion a los errores en la manipulacién
de los signos por parte de sus alumnos a lo largo de toda la escolaridad secundaria;
preocupacion que atafie también a los DA que ensefian en los cursos superiores. Asi, la temética
se fue configurando a partir de considerar los intereses de todos los DA participantes alrededor
de la dificultad observada en los alumnos para apropiarse de las reglas de los signos al sumar
y multiplicar nmeros positivos con negativos, que es una cuestion que se plantea en todos los
cursos. En este sentido los fragmentos que transcribimos a continuacion muestran esta
preocupacion:

DA1: (docente de 2° afio, CEM N°14) (...) los alumnos tienen dificultades por ejemplo con la

suma y resta de numeros enteros. Les doy ejemplos de la “vida real”: el numero negativo para
registrar una deuda y no da resultado (Diario, 01-03-2012).

DAZ2: (docente de 4° afio, CEMN°®14) (...) podemos abordar los enteros y sus operaciones porque
su ensefianza plantea dificultades que trascienden a la ensefianza de la matematica en todo el
nivel medio (Diario, 10-03-2012).

Esas inquietudes resefian en qué medida llegamos a consensuar el objeto de estudio
conjunto: la problemaética de repensar la ensefianza de los nimeros enteros. En este punto,
se juega para el desarrollo de nuestra IC el criterio de doble verosimilitud, en términos de la
doble relevancia social en el proceso de co-situar un objeto de investigacién que responde a las

preocupaciones de DI y DA.

La demanda de los DA no solo reconoci6 dificultades de aprendizaje de sus alumnos,
sino que sefial6 cierta preocupacion con relacion al abanico de recursos que disponian desde
hace tiempo, referentes a la temética en cuestion, y que no terminaba de hacer eco en sus aulas
para ayudarlos a superar esas dificultades detectadas. Al organizar el trabajo y partiendo
entonces de esta idea manifestada por los DA de cierta insuficiencia o incompletitud acerca de
los recursos bibliogréficos para pensar sus clases, se convino en embarcarnos en la basqueda
de materiales en el campo de la Didactica de la Matematica sobre ese tema de ensefianza. En
esa busqueda, llegamos a los trabajos de investigacion desarrollados por Cid (2000, 2002,
2015); Cid y Bolea (2010); Cid y Ruiz-Munzén (2011), que plantean introducir los nimeros

negativos en un entorno algebraico, trabajos que se ponen en consideracion en la mesa de

65



Rosa Martinez — Analia Petich — Emanuel Issa — Maria Elena Ruiz

trabajo. Algunos de estos aportes bibliograficos aluden a los obstaculos epistemoldgicos, otros
a las dificultades que presentan los alumnos, otros abordan los limites de la ensefianza de los
nameros enteros en contextos de las magnitudes. Asumimos que nuestro ofrecimiento podia
ser aceptado o no, y, en este ultimo caso, estabamos abiertos a relanzar la bisqueda hacia otras
posibilidades. Conforme se sucedian las reuniones, las lecturas y discusiones dejaron ver que
la propuesta en consideracion era bien recibida en el grupo de trabajo. En términos de la doble
verosimilitud, los DA se vieron reflejados en los argumentos que originaron la ID en cuestion
y, para los DI, aunque era una propuesta desconocida en su especificidad, su relevancia esta en
el marco de referencia y en las perspectivas de la ensefianza y el aprendizaje compartidos. Mas
aun, compartimos con las autoras los fundamentos epistemologicos y didacticos y la
caracterizacion del hacer matematico como un trabajo de modelizacion (Chevallard, Bosch y
Gascon, 1997) que se plasman en la ID que elaboraron.

La interpretacion de la perspectiva de la propuesta no es sencilla, porque efectivamente
requiere producir una ruptura en las concepciones pre-existentes para poder admitirla. Fue
necesario abrir paso a discusiones y estudios de los fundamentos epistemoldgicos de la misma
(en el apartado 3 desarrollamos més detalladamente estas cuestiones). Es asi que en el espacio
colaborativo redefinimos el objetivo a alcanzar en los siguientes encuentros, abocandonos
entonces a estudiar y analizar dicha propuesta para su implementacion en los cursos de los
docentes dispuestos a hacerla. Nos propusimos realizar una adaptacion de la misma para
llevarla al aula y analizar los resultados de su implementacion. Durante ese proceso los
docentes estuvieron acompafiados por el grupo investigador. Asi, el embarcarnos en el proceso
de adaptacion de esta propuesta, nos permitid, como investigadores, entrar en contacto con la
I6gica del aula y con las ideas que los docentes ponian en juego en su trabajo. Por otro lado, se
dio lugar a que los profesores se ubiquen en mejores condiciones para gestionar la propuesta
en el aula, gracias a los estudios a priori que realizamos y a los analisis de la relacién de los
problemas propuestos con el conocimiento a ensefiar. Al respecto uno de los DA, en su
participacion en una ponencial® expresé lo siguiente: El andlisis de la secuencia
anticipadamente, que nos permitio estudiar los problemas con posibles respuestas que los
estudiantes podrian hacer, aunque la realidad aulica no siempre era la esperada, nos daba

seguridad sobre el conocimiento que estadbamos trabajando (DA 2: grabacion 22-09-2017).

19 os integrantes del proyecto (tanto DI como DA) participamos en la VIII Escuela de Didactica de la Matematica
a través de una ponencia denominada “Problematizacion del conocimiento matematico en un espacio de trabajo
colaborativo”. Esta se desarrollé en 2017 en la ciudad de Neuquén, Argentina.
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Como se observa, en el proceso de definicién de un objeto sobre el cual investigar
conjuntamente, dimos cuenta de las preocupaciones de los dos grupos, los docentes y los
investigadores, atendiendo asi, a uno de los principios de la investigacion colaborativa, la doble
verosimilitud. Precisamente, la doble relevancia social, segin entendemos, estuvo dada, del
lado de los DA en obtener, a partir del trabajo conjunto, una propuesta adaptada a sus aulas en
funcion de sus necesidades originales, mientras que para los DI, al acordar un trabajo de esta
envergadura posibilito crear un puente, a partir de un mismo discurso construido sobre la 1D,
en la medida que dicho discurso soporte los fundamentos epistemoldgicos, cognitivos y

didacticos, que a la vez considere las problematicas escolares.

2.2.2 Una dindmica de trabajo conjunto, el proceso de co-operacion

Una vez definida la problematica, comenzamos a preguntarnos ;,Como recolectar datos que nos
permitirian documentar el proceso de investigacion manteniendo los intereses de los DA y los
DI, en los términos de una doble verosimilitud? ;Como definir los roles de cada uno? ;Cuales
serian los pasos a seguir? En esta etapa fue importante evitar los posibles deslizamientos que
pueden darse, por ejemplo, caer en la postura de experto o de formador y olvidar el objeto de

investigacion.

Avanzamos en el estudio de los fundamentos de la propuesta contrastdndolos con
nuestras ideas e intentamos revelar como estas cuestiones viven en los tipos de problemas que
las componen. Ese trabajo estuvo atravesado por los marcos de referencia que cada uno traia a
los encuentros de estudio. En el recorrido, no siempre lineal, se fue configurando un
intercambio de avances, retrocesos y detenciones que nos llevaron a cuestionar no solo las
conceptualizaciones matematicas sino también las didacticas. El estudio conjunto nos permitié
vislumbrar que la propuesta estudiada se sostenia en un trabajo constructivo de ideas que, hasta
el momento, eran reglas mnemotécnicas en la ensefianza habitual, como la regla de los signos
de la multiplicacién de enteros, para citar un ejemplo. Las detenciones, en muchas ocasiones,
se produjeron cuando no comprendiamos claramente el nexo entre los fundamentos y las
actividades que presentaba la propuesta. Circularon en las reuniones expresiones como:
Volvamos a la idea de diferencia, que juega un papel importante en la I6gica de la propuesta,
aunque aun no terminamos de comprenderla (DI4: Diario 06-05-2013). Se progreso con
entendimientos limitados, los que luego se volvieron a retomar. En ese sentido entonces una
alarma se instalo para ahondar/reformular la cuestion que nos permitiria avanzar en

comprension. Ademas, en el seno del grupo se utilizaron las mismas palabras para referirnos a
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cuestiones diferentes: resolver problemas, diferencia para interpretar un sentido de la resta
distinto al de quitar, entre otras. Se propuso registrar los acuerdos en un intento de esclarecer
ideas, compartir vocabulario y disponer de un lugar al que se pueda recurrir para traer a la
memoria dichos acuerdos. Otras detenciones estuvieron relacionadas con la implementacion,
pues las producciones de los alumnos y las intervenciones docentes nos devolvian nuevas
preguntas, nuevas interpretaciones que requerian posicionarnos en un proceso de analisis y

reflexiones que demandaba mas tiempo.

Los registros de las reuniones se volcaron en un diario que representaba, como ya lo
hemos mencionado, la memoria colectiva. Este diario se coloco en una carpeta de Dropbox
compartida donde todos los integrantes del proyecto tuvieron acceso (tanto DI como DA). De
esta manera, el documento se enriquecia con los aportes escritos por cada participante, que se
distinguian en general con escritos de diferentes colores. Asi, a partir de interpretaciones de
pasajes de los encuentros y preguntas que se abrian, quedaban plasmadas las distintas
concepciones y puntos de vista. Este documento de texto, ademéas era una herramienta
importante pues se concebia como un apoyo, tanto para las personas que no pudieron asistir a
lareunion, pues les permitia ponerse en sintonia con el estado de conocimiento del grupo, como
para comenzar la reunion siguiente y de esta manera evocar las cuestiones claves gque estaban
circulando y poder asi seguir la I6gica de la secuencia de actividades y no perder de vista los

objetivos.

A lo largo del estudio, muchas veces nos detuvimos para comprender cOmo eso que se
dice, se traduce en la propuesta con los problemas. Por ejemplo, cargar de sentido la frase: “los
programas de calculo aritmético* (PCA) se transforman en objeto de ensefianza, en el marco

de la modelizacion algebraica”, nos llevo muchas veces a revisitar la siguiente cita:

(..) en la modelizacion algebraica se entiende que el enunciado del problema describe un
sistema acerca del cual se quieren obtener ciertas informaciones y las relaciones algebraicas
gue se establecen son el modelo algebraico (...) Ahora los programas de calculo se convierten
en un objeto de estudio, y el medio para estudiarlos es el célculo algebraico (Cid y Ruiz
Munzon, 2011, p.3).

¢ Qué significo para nosotros, como grupo, darle sentido a esa idea? Esto nos llevod a
profundizar la nocion de modelizacion y el rol de los PCA en la construccion de los nimeros

negativos. En el desarrollo de los distintos encuentros, a partir de actividades que nos

1 Chevallard (2005) le da el nombre de programa de calculo aritmético (PCA) a una cadena de operaciones
aritméticas que se realizan a partir de los datos de un problema.
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propusimos —lectura de articulos, resolucion de actividades— se generé una dinamica no
planificada de reflexion, dando lugar a una reapropiacion personal de esas situaciones e
interacciones, a proposito de interpretaciones que se hacen, y de experiencias que se comparten,
propiciando que cada participante explicite su propio punto de vista. Esos puntos de vista que
se discuten e intentan prevalecer vienen desde distintos lugares. Por una parte, de los
investigadores-profesores coordinadores con sus marcos de referencia subyacentes y sus
interrogaciones. Por otra parte, de los docentes con sus bagajes de conocimientos, sus practicas
de ensefianza y las restricciones y recursos de sus acciones especificas. Los DA, traen como
excedente de vision en relacion a los investigadores, un saber de experiencia relativo a la
ensefianza de la matematica en las escuelas y conocen las condiciones y posibilidades actuales
del trabajo docente. Los conocimientos que movilizan y producen estan situados en la
complejidad de sus précticas, siendo los referentes de validacion y apropiacion critica del saber
académico. Los DI, a su vez, tienen como excedente de vision las teorias y metodologias a
partir de las cuales analizan, interpretan y comprenden las practicas escolares vigentes,
problematizandolas y desnaturalizandolas (Fiorentini, 2011). En este sentido, la intencién del
trabajo colaborativo también subyace a la interaccion entre las précticas de ensefianza y la
investigacion. De ahi la idea de co-construccion de un saber en una zona interpretativa

compartida entre investigadores y docentes (Bednarz, 2013).

Esta adaptacion conjunta posibilit6 la explicitacion de los diferentes puntos de vista en
los cuales era necesario acordar y negociar significados, confrontar posturas didacticas para
enriquecer el analisis. El desafio colaborativo se concretizé en la medida en que las dos logicas,
el investigador con una sensibilidad practica y el docente con una sensibilidad teorica, se
cruzaron en el desarrollo de la actividad reflexiva. La légica del cuestionamiento, como medio
para desarmar los significados atrapados en la frase del ejemplo mencionado precedentemente,
junto a las vinculaciones que se hicieron en torno a las practicas de ensefianza, dieron lugar a

una permeabilidad que viabilizé la entrada a una gestién de co-construccion.

Algunas de estas discusiones tenian que ver con la organizacion de la implementacion
en el aula. Se seleccionaron problemas para el aula, se los distribuyeron en dias de clase, se
previeron momentos de cierre, se explicitaron aspectos a destacar en cada clase en funcién de
los problemas a utilizar. Asimismo, también se organizaron cémo acompafiar al profesor en el
aula, se discutieron el rol que cumplirian los observadores (se registraron y grabaron las clases),

se hicieron analisis de lo observado, se consideraron y se decidieron cambios. Las
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transcripciones siguientes ilustran algunas intervenciones del docente en dos reuniones y dan
cuenta de como él preveia el funcionamiento de la propuesta en su curso:
DAL: (docente de 1°afio 2°division, CEM N°15) (...) ves la propuesta, resolvés los problemas ...
pero qué pasa si no lo hacen...entonces necesitamos pensar, imaginar qué puede hacer un

alumno... pensar como lo puede llegar a hacer un alumno, es complejo y entre todos algunas
ideas surgen... (Registro grabado, 05-03-2013).

DAL1: (docente de 1°afio 2°division, CEM N°15) (...) la tarea 02, sélo iria con el item A, pues lo
que se involucra en el B podria paralizar a los chicos. Es la primera actividad y si no les sale
tendrian una actitud negativa para con el trabajo, entonces me parece que no iria (Diario, 04-
04-2013).

Estas intervenciones muestran el conocimiento que el docente tiene de sus alumnos, sus
limites y posibilidades, como lo dijimos anteriormente los DA traen un excedente de vision en
relacion a los DI, que al compartirlo con el grupo colaborativo dieron lugar al estudio y
discusion en relacion a la razon de ser de la tarea O en la propuesta. En el caso de los DI, esas
intervenciones nos interpelaron para analizar y comprender las practicas escolares,
problematizarlas y ponerlas en tension con los problemas sugeridos en la propuesta que
estdbamos implementando y las decisiones que se fueron tomando al respecto. Con este hilado
de ideas, se fueron fundamentando los posicionamientos hasta la toma de una decision en

conjunto.

Ese proceso, que se fue gestando en los encuentros de trabajo, nos permitié decir que
la experiencia dio lugar a reflexiones, interpretaciones, preguntas e intercambios de unos y
otros que se iban sucediendo. Conforme se avanzaba estableciendo lazos conceptuales, a través
del paso del tiempo, la dinamica de trabajo se encauzaba hacia una perspectiva analitica, la cual
queda manifestada en la siguiente expresion de un DA: cuando se empieza a trabajar la
propuesta en conjunto es cuando se empieza a dar ese doble rol de docente e investigador
(DAZ2: grabacion 22-09-2017).

No obstante, reconocemos diferencias en términos de fuerzas que guiaron, de algin
modo, las reflexiones: fuerzas de naturaleza epistemoldgica y fuerzas vinculadas a la
exploracion del funcionamiento de dicha propuesta que proviene de un trabajo de

investigacion.

12| a tarea 0 es la actividad inicial de la secuencia de actividades de Cid y Ruiz- Munzén (2011). Busca mostrar
los limites del conocimiento aritmético para dar respuesta a ciertos tipos de problemas. El inciso b exige manipular
ciertas relaciones algebraicas que hacen al docente dudar de la pertinencia del mismo.
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A partir de nuestra experiencia, entendemos que la problematizacion es sustancial como
modo de funcionamiento que permite una actividad reflexiva, dando lugar a una dinamica de

co-construccion que posibilita la concrecion de los objetivos de cada grupo.

2.2.3 Los desafios de la difusion, nuestro proceso de co-produccion

En la perspectiva colaborativa que hemos desarrollado entre investigadores y docentes de
escuela secundaria, se ve reflejada la postura del investigador no solo a lo largo de los procesos
de co-situacion y de co-operacion, sino también en el momento del analisis y la difusion. Nos
referimos a la sensibilidad préctica del investigador necesaria para respetar en cada momento
el criterio de doble verosimilitud. ¢De qué trataria la sensibilidad del investigador en la etapa
de la difusion de los resultados de la investigacion? ;Qué forma adquiere el criterio de doble
verosimilitud en esta etapa? ¢En qué, la sensibilidad practica del investigador, puede enriquecer
la participacion de los docentes?

Para referirnos al desafio de presentar los resultados integrando las preocupaciones de
los docentes y de los investigadores de manera que sean creibles para ambas comunidades,
retomamos la doble fecundidad de los resultados en relacion al criterio de doble

verosimilitud.

A lo largo de los afios de trabajo en colaboracion, fruto del estudio, de las
implementaciones en las aulas y de los analisis que de ello se derivaron, se fueron construyendo
una serie de conocimientos de diferente naturaleza. Esto dio lugar a un proceso que no es lineal
en el tiempo, pues los nuevos conocimientos que se generaron se reinvierten, originando
nuevos objetivos de trabajo conjunto, de la mano de la resignificacion de viejas ideas y de la
necesidad de indagacion en los encuentros y en las implementaciones en el aula. Proceso que
permitio diversas elaboraciones con distintos alcances y profundizaciones a partir de las cuales
emergieron producciones de distinta indole. El adquirir cierto estado de conocimiento en
cuanto a la tematica fue posibilitando una organizacion para producir resultados?e.
Producciones que impactan, en mayor y/o menor medida, en diferentes espacios profesionales,
la formacién inicial y continua y el ambito de investigacion, motorizados por los

requerimientos propios que impone un proyecto de investigacion subsidiado por una

13 Del trabajo conjunto se produjeron publicaciones de articulos en revistas especializadas, ponencias para ser
presentadas en congresos y Escuelas de Didactica de la Matematica y talleres que se fueron desarrollando con la
intencién de difundir en la comunidad educativa conocimientos y experiencias.
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institucion. La elaboracion de este capitulo junto a los otros que conforman este libro forman

parte de esta Ultima etapa de co-produccion.

En el apartado siguiente presentamos un analisis para visibilizar, al menos asi lo
esperamos, la problematizacién y la produccién involucradas en la colaboracién que

constituyen la esencia de nuestro trabajo.

3. La colaboracién como medio de problematizacion y produccion

Las discusiones que se dan en los espacios de trabajo conjunto corresponden, en general, a
episodios que plantean los DA como, por ejemplo, el cierre de una clase, la significacion de
ciertas técnicas de célculo, la evaluacion, que dejan al descubierto la complejidad que reviste
implementar una propuesta de ensefianza cuando es una produccion del &mbito investigativo.
Al sumergirnos en el analisis de estas cuestiones comenzamos a transitar un proceso de
comprension de la complejidad de la tarea docente a partir de visibilizar la problemaética
involucrada en la apropiacion de las ideas claves de la nueva propuesta y la problematica de su
puesta en aula que requiere adaptaciones, modificaciones, restricciones, cuestionamientos
sobre perspectivas de ensefianza y de aprendizaje, en funcion de las condiciones reales en la
que se aborda. Los debates y las reflexiones ocurrieron desde una perspectiva que sostiene y
promueve la construccién de conocimientos por parte de todos los actores involucrados
(estudiantes, DA y DI).

Este apartado pretende dar cuenta del proceso llevado a cabo en esas discusiones antes
mencionadas, que ha sido costoso poder reconocer, para los DI, el nuevo conocimiento
producido, como resultado del trabajo conjunto. Reconocer y cargar de sentido los aspectos
estructurantes de la propuesta nos demandd muchos afios de estudio y de procesamiento de
ideas, de idas y vueltas de sucesivas adaptaciones e implementaciones que se iban
consensuando y que requerian instalarse en la escuela durante tiempos prolongados, de
aproximadamente dos periodos lectivos, distribuidos una parte en 1° afio y otra parte en 2° afio
del nivel secundario. En este camino, siempre hemos intentado no perder de vista la
construccién de significados sobre los sentidos en juego en la propuesta y el lugar del estudiante
como productor. Esta tarea fue habilitando la construccién compartida de un marco de
referencia, cimentando asi una cierta cultura didactica explicita entre D1 y DA. Marco didactico
comun, que si bien es compatible con el marco didactico inicial de los investigadores, es

diferente y esta nutrido de otros aspectos.
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Para presentar esta experiencia, distinguimos dos ejes de analisis —ni exhaustivos ni
disjuntos, ni sucesivos— a partir de considerar ciertas problematizaciones de los espacios de
trabajo colaborativo que consideramos potentes por las discusiones y reflexiones que se
fortalecieron en significados en torno a ellas. Para estos ejes, hemos tenido en cuenta, por un
lado, la reconstruccién de la relacion problemas de la propuesta-conocimientos (Artigue, 2004)
en la que se basa esta ingenieria didactica. Por otro lado, el reconocimiento y relevamiento de

condiciones didacticas de los analisis a-priori y a-posteriori de las implementaciones.

El primer eje, Disposicion a la deconstruccion de ideas, esta asociado a la comprension
de las dimensiones epistemologica, cognitiva y didactica de la propuesta. Nos focalizamos en
comprender y problematizar las relaciones entre la ensefianza y el aprendizaje a la luz de la
explicitacion de relaciones didacticas. Este eje busca una mayor comprension acerca del
andlisis de las selecciones realizadas por Cid y Ruiz-Munzén (2011) y Cid (2015),
contrastandolo con lo que va sucediendo en la implementacion en el aula. Este estudio conjunto
que desarrollamos, muchas veces de manera sinuosa, vislumbra en qué sentido dichas
selecciones contribuyen a avanzar sobre los aspectos constitutivos del objeto matematico

ndmeros enteros.

El segundo eje, Conjuncidn/enlace con el caracter situado, tiene que ver mas con el
terreno, con lo que sucede en el aula pues hay elaboraciones que se construyen en relacién al
contexto, en funciéon de las producciones de alumnos y de las intervenciones docentes.
Hacemos foco en conceptualizar el accionar docente para instalar el conocimiento que se tiene
en la mira, es decir se referencia en como leer las necesidades que se desprenden de la puesta
en aula por parte de los DA. Tarea que ha requerido conceptualizaciones que se alzan luego de
construcciones amasadas a base de discusiones, reconstrucciones de sentidos en juego que no
solo se refieren a los conocimientos de la propuesta, sino a perspectivas de la ensefianza, del

aprendizaje.

¢ Como desarrollamos estos ejes de analisis a proposito de nuestro trabajo colaborativo
y con esta propuesta de ensefianza de los numeros enteros en el contexto algebraico?
Desglosamos cada uno de los ejes a partir de la seleccion de problematizaciones que

consideramos fértiles para dar cuenta de las cuestiones mencionadas.

Nuestro interés, como ya lo anticipamos, estuvo centrado en la produccion de
conocimientos matematicos-didacticos a propdsito de adaptar una propuesta de ensefianza. En

este marco colaborativo aparecieron mdltiples cuestiones, de distinta indole, matematica,
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didactica, social, pedagogica, institucional... que fueron delineando los intercambios en las
distintas reuniones de trabajo. Cuestiones del tipo: (Coémo se involucra la idea de nimeros
enteros en los problemas? ¢Como nos referimos a los conocimientos que se van armando si
aun no estan blanqueados como tales? ¢Por qué la vinculacion con lo algebraico? ;Como se
gestiona/advierte la ruptura con lo aritmético? (Como se ven esas cuestiones en lo que
tradicionalmente se hace y su diferencia con esta propuesta? ¢(En qué medida los
procedimientos de los alumnos van dando cuenta del trabajo matemaético que se pretende? nos
Ilevaron a debatir y asi construir/reconstruir sentidos, comprender mas las elecciones que se

iban sucediendo.

En ese sentido, es importante sefialar, como primeras aproximaciones de nuestra
experiencia colaborativa, que los analisis, reflexiones, debates que acontecieron en esos afios
de trabajo generaron acuerdos, tensiones, idas y vueltas, avances y paradas. Esos intercambios
permitieron que cada uno de nosotros vaya visibilizando ciertos asuntos sobre la ensefianza que
configuran redes de conceptos, sentidos, significados, representaciones, ideas que se
reconstruyen y amplian. Aspectos que se convierten en problematicos cuando se acepta el
desafio de construir una adaptacion de una propuesta —producto de una investigacion— cuya
dindmica de trabajo involucra cierta concepcién de la ensefianza. A continuacion,

desarrollamos cada eje de analisis.
3.1 Primer eje de anélisis: disposicion a la deconstruccion de ideas

En lineas generales, un producto de investigacion se puede reconocer como accesible cuando
se estudian en profundidad las relaciones matematicas implicadas y se hipotetiza acerca de
cémo retomarlas e inscribirlas en conceptos méas generales (Ver 2.2.1 Una problematica
comun...). Ese estudio es el que asociamos a este eje pretendiendo una comprension de las
dimensiones epistemoldgica, cognitiva y didactica de la propuesta. En el camino de bldsqueda
de dicha comprensién estos conocimientos se tensionan con nuestras presuposiciones, los
conocimientos previos..., que se movilizan en el desarrollo de los andlisis de los fundamentos
de los problemas. Lograr una integracion de objetos y relaciones con otros aprendizajes,
configuraron sucesivas y diversas apropiaciones cuyos matices se manifestaron en términos de
deconstruccion de ideas, procesos que, ademas, se ven atravesados por cuestiones personales,

institucionales, posiciones en el grupo de estudio, entre otras.

Una primera aproximacion a la propuesta, en la senda de comprender los sentidos

implicados, se hizo a partir de estudiar e identificar las opciones esenciales que conforman la
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organizacion matematica que la sostiene. ;En qué medida las discusiones contribuyeron a
analizar, desmenuzar, el meollo de la propuesta en términos de naturaleza epistemoldgica,

cognitiva y didactica?

Tomamos como puntos de partida los fundamentos epistemoldgicos®* en los que se
apoya la ingenieria didactica. La no congruencia entre el conocimiento matematico-didactico
habitual arraigado sobre los nimeros enteros y el planteo de la autora (Cid, 2015), nos llevé a
fuertes interpelaciones, cuestionamientos internos en el plano cognitivo. Mientras que, en el
plano didactico, la propuesta estudiada se caracteriza por un funcionamiento del sistema de
ensefianza basado en la Teoria de las Situaciones Didacticas (TSD) (Brousseau, 1998a) y la
Teoria Antropologica de lo Didactica (TAD) (Chevallard, 2005), que promueven la produccion
de conocimiento matematico problematizando la propia actividad matematica en las aulas. Este
funcionamiento tensiona las practicas habituales de ensefianza de un conjunto numérico
basadas en una secuenciacion de contenidos que comienza con una caracterizacion de dicho
conjunto, para seguir luego con el orden y posteriormente plantear la operatoria

correspondiente.

En este sentido, y a partir del planteo anterior, caracterizamos este eje como Disposicion
a la deconstruccion de ideas porque el proceso de trabajo conjunto nos permitié desarmar ideas
construidas, ideas instaladas en nuestro repertorio matematico/didactico a proposito del objeto

de ensefianza desarrollado en la propuesta.

Adaptar una ingenieria didactica lleva a distintas problematicas que ponen en tension
la dupla conocimiento matematico/conocimiento didactico. Varias cuestiones atraviesan esa
tensién y han permanecido, con mas o menos intensidad, a lo largo del tiempo en nuestro
trabajo conjunto. Del lado del investigador, una cuestion se refiere a como traccionar entre el
acompafiamiento de un proceso de aproximaciones a una ID y la faceta de formacion
movilizada en esta perspectiva, en términos de permeabilidad, a partir de entender inquietudes
e incertidumbres de los DA entrecruzadas con los propios intereses de producir conocimientos
matematicos/didacticos en relacion a las practicas de ensefianza. Del lado del docente, se juega
una necesidad de vivenciar/experimentar una puesta en marcha en sus aulas, sobre
elaboraciones provenientes de la investigacién, en términos de permeabilidad sobre cierta
apertura, a partir de un trabajo de acompafiamiento y entonces observar/estudiar su

plausibilidad. Otra cuestion que reconocemos es el papel que jugaron, en las discusiones, los

14 Ver Cid, 2015, p. 255.
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conocimientos propios que condicionaban la comprension y que nos parecen relevantes de
explicitar puesto que son parte del proceso que se da cuando se conviene en estudiar una ID
para el aula. En ese sentido, el acompafiamiento fue dificil en muchas ocasiones. Los avances,
lentos y provisorios, estuvieron atravesados por esta tension. La posibilidad de un trabajo de
largo alcance junto al hecho de que en cada afio lectivo volviamos a rever, debatir, reflexionar
sobre las elecciones implicadas en la adaptacion/reformulacion nos ha permitido evolucionar
en esos aspectos. Afos tras afo, el trabajo se reformulaba con nuevas aproximaciones de la
propuesta llevada al aula y ello nos posibilitaba reflexiones mas profundas y mejores
desentrafiamientos de la secuencia, parados en aspectos conceptuales que hacen al objeto de
ensefianza. Volver a discutir esas cuestiones con afios de experiencias de aula nos permitid
avanzar en resignificaciones. Creemos que, al adaptar una propuesta, emergié como necesidad
del DI el ejercicio de una especie de “doble vigilancia epistemoldgica”: hacia el conocimiento
mismo en el marco de los fundamentos de la propuesta de investigacion y hacia el rol de
acompariante en la reflexién, el cuestionamiento, la argumentacion. En palabras de Barry y
Saboya (2015): el desempefio del DI implicaria atender a la sensibilidad didactica que se juega

en este proceso (p. 11).

Para el analisis de este eje presentamos dos asuntos que, a nuestro entender, reflejan la
problematizacion como dimensién estructurante del desarrollo del trabajo colaborativo, a partir
de debates sobre aspectos relativos a los sentidos en juego de los objetos matematicos
involucrados. En primer lugar, bajo el apartado “Entre practicas habituales y nuevas en torno
a las reglas de calculos”, presentamos un analisis que nos lleva a mostrar rasgos de lo
colaborativo que permitieron desentrafar las significaciones imbricadas en técnicas de calculo
que se ejercitan en la ensefianza de estos nimeros, inscriptas en una ruptura cognitiva que
deviene de abordar dos universos juntos: lo numérico y lo algebraico. En segundo lugar, en la
seccion “Emergencia de nuevas significaciones en torno a la idea de nimero”, hacemos alusion
al debate y reflexiones desplegadas al desarmar la idea de nimero, a partir de comprender los

objetos algebraicos que emergen y los objetos aritméticos que cambian su significado.

3.1.1 Entre précticas habituales y nuevas en torno a las reglas de calculos

Una cuestion que atraveso al grupo de trabajo en reiteradas ocasiones ha sido el tratamiento de
las reglas de célculo que conlleva la propuesta. Nos referimos a discusiones que involucran la
suma de nimeros enteros en su vinculo con el calculo algebraico que esta propuesta postula, y

con modos tradicionales de hacer el calculo.
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Los primeros intercambios permitieron advertir en la regla “sumar y restar es lo mismo
que” —correspondiente a la suma de enteros y que se construye en la propuesta— un corrimiento
de la tradicional regla de los signos: “para sumar dos niimeros enteros se restan sus valores
absolutos y se coloca el signo del que tiene mayor valor”. La problematizacion en torno a esta
regla de célculo® tiene que ver con adentrarnos en el proceso de deconstruccion de ideas
matematicas que subyacen a la regla de célculo tradicional: ;Qué limitaciones'® comporta la
regla tan usada con relacion a la idea de nimero negativo en danza? ¢ Como desentrafiar toda
la riqueza de los sentidos en juego subyacentes en la nueva regla y no pasar a reemplazar una
por otra? ;Qué aspectos son necesarios cargar de sentido? No nos interesa el cambio de una
regla por otra en forma algoritmica, no queremos que s6lo se cambie el discurso y se hable en
términos de “sumar y restar es lo mismo que”. El desarrollo de los sucesivos encuentros de
trabajo estuvo guiado por la busqueda de explicaciones para que ese cambio de discurso esté

en consonancia con los fundamentos de la propuesta.

El analisis que compartimos sobre los objetos de ensefianza que emergen de las
actividades, configuro, segiin creemos, un nudo central que permitio ir tocando el vinculo fuerte
de la propuesta con el trabajo algebraico. Mas precisamente, aludimos a las discusiones, traidas
por los DA, a proposito de anticipaciones realizadas del tratamiento de un procedimiento de
resolucion muy frecuente en las practicas habituales: “separar negativos por un lado y positivos
por el otro y luego restar los resultados”. Dicha inquietud favorece profundizar el debate al
asumir la complejidad que implica la comprension de aspectos epistemoldgicos implicados en
una regla. En ese sentido, los intercambios interpelan a los DI en sus respectivos roles de
coordinacion del espacio de trabajo, pues la cuestion pone en vilo los fundamentos de la
propuesta y, a los DA en sus roles de gestores del espacio-aula, al tensionar esta nueva
perspectiva con la arraigada a deconstruir. Asi, las discusiones rondan alrededor de estos
interrogantes: ¢Qué tiene que ver la técnica de separar negativos y positivos con el algebra
involucrado en la propuesta? ¢ Se puede usar esta técnica? ¢ Por qué se descartaria si hasta ahora

funciona? ;Qué problematica matematica/didactica hay en torno al uso o no de esa técnica?

En las interacciones colaborativas, se comenzd a alojar la idea de revisar algunos modos

de hacer ligados a practicas de ensefianza habituales. Empezaron a resonar en estos espacios

15 Esta idea se trata en el capitulo 4 de este libro: Problematizacion y asuntos que se vuelven probleméticos en la
ensefianza de los nimeros enteros.
16 para ampliar sobre el tema sugerimos visitar Cid, 2015, cap. 4.

77



Rosa Martinez — Analia Petich — Emanuel Issa — Maria Elena Ruiz

que, aunque no habia aun comprensiones claras, se ponia en riesgo el sentido del negativo en

la propuesta. El siguiente didlogo ejemplifica lo expresado precedentemente:

(.)

DAL: (Como pensaron ir dejando lo que se quiere que los alumnos aprendan? Porque los
problemas estan planteados en un contexto.

DA3: Cuando fui armando el afio pasado, iba aclarando qué queria de cada problema, y después
del problema 5, tengo registrado que alli era conveniente fijar los conocimientos que nosotros
consideramos mas relevantes. Por ejemplo, en uno de los problemas que bajaban, bajaban,
bajaban, eso se representa con el signo menos, o perdia, perdia, gasté, gaste, ... ;Qué haciamos
con esas cantidades? Las fuimos sumando todas porque en todos los casos bajaban, o gastaban,
y ¢Cémo quedd la expresion final? Quedd —20, entonces las cantidades se suman y quedaban
con el mismo signo de la operacion. En otros casos como el de las figuritas, perdié 9y después
recupera 7 ¢Como queda? Perdi6 lo representamos con un —, gané con un +, ¢ Qué paso con la
operacion? Vamos viendo cuando lo hacemos y qué; si lo hacemos al cabo de las 5 tareas 0 a
medida gue vamos trabajando con cada una.

DAL: Claro porque todos estos problemas apuntan a lo mismo, entonces ver qué se rescata y
cuando. Porgue tal vez uno por uno no tendria sentido.

(.)

DAL: Lo que digo, es que se esta trabajando con los enteros, pero ¢ Como saben que son nimeros
enteros?

DA4: Porque nadie les dice.
DI1: No estan los nUmeros enteros asi presentados.
DI3: Estan los nimeros con signos adelante.

(.)

DAZ2: Esto que ellos se tienen que dar cuenta de los numeros de igual signo se suman... dos
positivos se suman, dos negativos se suman.

DAS3: Esas cositas asi no sé...
DI1: No estamos con nimeros negativos.

DI4: Nosotros estamos siguiendo lo que proponen los autores y eso recién lo formalizan en la
tarea 13.

()
DI3: Porque una pregunta de los chicos podria ser: ¢cémo baja baja, baja lo voy a sumar?

DI1: Eso ni se lo cuestionan! Primero bajaron 5, después 4, entonces ¢,cudntos bajaron? Bajaron
9, es natural. Decir que resto 5 y luego resto 4 es restar 9 es natural...no se necesita... porque
no esté el negativo!

(Extracto del Encuentro N° 4, grabado 04-04-2013)

Este dialogo deja ver la influencia de conocimientos de una préactica habitual de los

enteros que aparecen tensionando la fluidez en la toma de decisiones, pues hay términos que
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molestan®’ en el analisis de un procedimiento de resolucion, a propésito de la matriz algebraica
que sustenta la propuesta. La coordinacion de ese intercambio por parte de los DI se sostiene a
veces con silencios, otras veces con intervenciones direccionadas hacia el caracter
epistemoldgico de la propuesta (Estan los nimeros con signos adelante, no estamos con
nlmeros negativos). Hay aqui un viso de cdmo tensiona, en el grupo de trabajo colaborativo,
las ideas de la ensefianza tradicional con la perspectiva de la propuesta. Es decir, traer a la mesa
de trabajo ese posible modo de calcular y proponer su consideracion, pone al descubierto ideas
arraigadas que se oponen a la perspectiva de Cid (2015).

Mas adn, destacamos el rol de la variable tiempo (un afio de trabajo conjunto,
mencionado en las palabras de DAL: Cuando fui armando el afio pasado, iba aclarando qué
queria de cada problema), que deja ver vaivenes en el camino de la comprensidn, al asignarle,
en el modo de referirse, diferentes sentidos a la regla de calculo. Cuestiones que en el decir de
los intercambios entre DA se reconocen a partir de expresiones como... esas cositas asi no sé
como respuesta a dos positivos se suman, dos negativos se suman. En esos intercambios se
podria traslucir un proceso de deconstruccion en el marco de elecciones para el aula, aunque
se deja entrever que, en términos contextuales, el discurso sigue persistiendo Las fuimos
sumando todas porque en todos los casos bajaban, o gastaban, y qued6 -20, entonces las
cantidades se suman y quedaban con el mismo signo de la operaciéon. En este analisis
reconocemos una apertura de uno de los DA, (DA3: Esas cositas asi no sé) que, desde la
investigacién colaborativa, se manifiesta como una sensibilidad tedrica por parte del DA en
tanto se refiere a la “(...) «disposicion» del profesional a «salir» momentaneamente de su
practica, a interesarse por la investigacion, por las perspectivas teodricas puestas por el
investigador” (Barry y Saboya, 2015, p. 11). Interpretamos que el DA sale momentaneamente
del discurso habitual de esta regla de célculo pues esta preocupado al reconocer que el uso de

dicha regla infecta la l6gica de la propuesta (DA3: Esas cositas asi no sé).

Las discusiones, reflexiones y acuerdos en los encuentros de trabajo tuvieron por
intencion favorecer didlogos para develar el vinculo entre el funcionamiento algebraico y la
idea de numero entero implicada. Intentar visibilizar ese vinculo nos llevo a la necesidad de
elaborar argumentos que cuestionen el uso de esa técnica en relacion a la propuesta. La

busqueda de ese esclarecimiento fue sostenida por el analisis que los investigadores condujeron

17 Con términos que molestan nos referimos a la practica habitual que remite relacionar el “bajan”, con sumar
negativos, que aqui no est& admitido porque alin no se dio entrada a los enteros. Mientras que est4 admitido asociar
“bajan” con restar, a partir de lo que se hace para resolver el problema.
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en términos de entrecruzar los argumentos epistemologicos que las autoras consideran (Cid y
Ruiz Munzon, 2011; Cid, 2015) y las interpretaciones que van surgiendo de los debates. Pues,
las intervenciones de los DI pretendieron ir negociando un discurso anclado en practicas
tradicionales (¢Cémo baja, baja...? ¢baja lo voy a sumar?) con otro vinculado
epistemologicamente a la regla de calculo algebraica (bajaron 5, después 4, entonces ¢ Cuantos
bajaron? Bajaron 9, es natural... Decir que resto 5 y luego resto 4 es restar 9 es natural...).
Para los investigadores el debate alrededor de una inquietud que los DA trajeron a partir de un
procedimiento posible de sus alumnos, alertdé sobre la complejidad que reviste pensar esa
propuesta, producto de una ingenieria didactica, para sus aulas. Complejidad que se manifestd
por el camino a transitar al ir reconociendo los fundamentos que la sustentan y a la vez ir
desarrollando ciertos aspectos que den cuenta de un accionar docente favorable en ese sentido.
El trabajo colaborativo habilitd un camino enriquecedor para tratar esa complejidad al construir

con otros el sentido de los objetos matematicos en juego en la propuesta.

Es en la adaptacion de las actividades y en las fases de analisis, a priori y a posteriori
que, parafraseando a Perrin-Glorian (2019, p. 6), la colaboracién entre todos resulté esencial y
permitié hablar realmente de accion conjunta con aportaciones diferentes de los actores que

contribuyeron a enriquecer el analisis.
3.1.2 Emergencia de nuevas significaciones en torno a la idea de nimero

La propuesta conlleva una idea de nimero*® que no se dispone y su elaboracion es abordada
minuciosamente por un conjunto de numerosas actividades, en un juego de
contextualizacion/descontextualizacion, que posiciona al algebra como el medio para el
surgimiento de los nimeros negativos. El trabajo con esas actividades porta una serie de
conocimientos provisorios e implicitos, necesarios de abordar en los encuentros de trabajo,
pues los conocimientos propios en relacion a practicas de ensefianza de los enteros suelen estar

alejados de la perspectiva epistemoldgica de la propuesta estudiada.

En estos espacios comenzaron a darse discusiones alrededor de la provisoriedad de los
conocimientos, ¢Cuanto tiempo se sostendria la gestacion de los nuevos nimeros anclados en
el contexto de los problemas? En otras palabras, nos interpelaba cuanto tiempo es necesario
sostener de manera implicita los numeros negativos. Esta cuestion esta atravesada por los

condicionamientos docentes propios de la institucion y del sistema escolar, tefiida con las

18 Ver capitulo 4 de este libro: Problematizacion y asuntos que se vuelven problematicos en la ensefianza de los
ndmeros enteros...
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particularidades de lo situado que desarrollamos en el item siguiente. Las reuniones estaban
imbuidas de planteos cotidianos relativos a las trayectorias escolares de los alumnos vy el
proyecto de ensefianza cuya continuidad®® podria verse afectada. EI tiempo de implementacion
de la propuesta no necesariamente es coincidente con el tiempo que dura un ciclo lectivo, y
esto suma otra preocupacion en torno a la regulacion de los conocimientos provisorios, ya que,
en algunos casos, podrian quedar pendientes de desarrollo para el proximo afio. Planteos del
tipo ¢ CoOmo asoma el nimero negativo en los problemas de la propuesta? ; Como reconocemos
la travesia del nimero entero en ella y en las producciones que surgen al resolver los
problemas? guiaron las discusiones e intercambios en los encuentros entre DI y DA. Las ideas
que surgieron del analisis llevan a reconocer que una ampliacion de la idea de numero tiene
asociado un camino de aspectos provisorios y constitutivos del objeto que es necesario asumir

colectivamente.

Con la intencion de abocarnos a qué opciones podriamos considerar con relacion a la
provisoriedad de los conocimientos, los encuentros de trabajo se dedicaron a indagar cuéles
son los criterios epistemoldgicos que subyacen a esta génesis escolar del nimero, de manera
que nos dé indicios?® acerca de como abordarlos. Para ello se puso en marcha un dialogo entre
las miradas de DI y de DA con respecto a la significacién de numero involucrada. El
cuestionamiento llevo a poner en vilo en la mesa de trabajo dos ideas fuertes, la primera que el
objeto aritmético resta empieza a mutar, y la segunda que en el algebra no hay condicion previa
para realizar el calculo de una resta. Abordar esos asuntos nos llevé a preguntarnos: ¢Qué
aporta interpretar la resta como diferencia, con relacion a la idea de numero? ¢ Qué papel juega

el algebra en todo eso?

Las ideas referidas a inquietudes sobre la concepcion de numero fueron tema de
discusiones en distintos encuentros que abarcaron varios afos. En esas instancias se percibe un
esfuerzo de reconstruccion de nociones matematicas movilizadoras de ideas algebraicas que se
venian gestando a través de los analisis de los problemas, facilitando iluminar otro costado de
los objetos, dificil de apreciar. Lo laborioso del debate, en este caso, muestra la complejidad
de la aprehension de la propuesta y las sucesivas aproximaciones a ella que tuvieron lugar en

el trabajo colaborativo a la vez que abri6 las puertas a la produccion matematico-didactica

19 Nos referimos al DA que manifiesta su preocupacion en relacion a la incertidumbre por la continuidad, para el
préximo ciclo, en aquellos cursos que no estarian a su cargo.

20 Cuestion que también hace explicito el DA, en su relato, haciendo evidente la necesidad de esclarecer este
desafio asumido en relacion a la apropiacion de la I6gica de la propuesta (Ver capitulo 5, de este libro: Lo
colaborativo en accién, una experiencia sobre lo trabajado antes, durante y después de su implementacion).
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sobre las tematicas en cuestion. Creemos que las interacciones colaborativas generaron buenas
condiciones para reconstruir la idea de numero, al vislumbrar en las discusiones nuevos
costados de estos objetos, vinculados a la idea de resta como diferencia y al calculo algebraico

como germen del nimero negativo.

La hoja de ruta que comienza con el uso de la letra para la escritura de expresiones y
termina con la entrada triunfal del nimero negativo no fue lineal. En ese recorrido, los debates
requirieron varias veces retomar ideas, establecer acuerdos provisorios, reformular inquietudes
(bueno todo este esfuerzo en clase con las actividades, sostener el trabajo algebraico... ;A
cambio de qué si todavia no hablamos de negativos?). Esas interacciones colaborativas,
apoyadas en relecturas y analisis (a prioriy a posteriori) de las primeras implementaciones en
aulas, segun entendemos, hablan de una suerte de confluencia de un proyecto comun con
distinguidas particularidades. Por un lado, para el DI significaba jugar un doble juego de
captura de ideas que no le son propias y, a la par, resguardar/sostener la vigilancia
epistemoldgica de su puesta en aula. Por otro lado, para el DA, significaba cargar sobre sus
espaldas la complejidad de la relacion entre el conocimiento a ensefiar y lo producido por sus
alumnos. En otros términos, ese recorrido tuvo diferentes aproximaciones a las
conceptualizaciones implicadas en la secuencia de problemas para todos los que
participabamos de los encuentros. Particularmente para los DI, representd un abordaje de una
vasta densidad, la dinamica de problematizacion fue permanente, otorgandole al trabajo
colectivo una especial relevancia como posibilitador de mayores comprensiones. Abordaje que
fue facilitado por el extenso tiempo de trabajo transcurrido y por la riqueza de los intercambios
que se fueron sucediendo. El itinerario y las relaciones consecuentes de la triada expresion
algebraica/diferencia entre expresiones/nimero negativo, fueron vertebradores de la
problematizacion mencionada. La gestion de coordinacién de los encuentros en los que se
dirimia los objetivos de la clase en relacion a los problemas a abordar, fue laboriosa, puso en
vilo la propia reconstruccién de ideas, para los DI, con respecto a las nuevas concepciones. No
olvidemos que, para ese desarrollo de los encuentros, el hilo conductor del célculo algebraico
y numeérico, en términos de objetivos-problemas, conocimientos-procedimientos posibles,

debia guardar coherencia con las ideas epistemologicas subyacentes.

Explicitar este primer eje de analisis, nos permitié transparentar la complejidad
intrinseca en la gestion y tratamiento de las ideas nodales de la propuesta, en el sentido de
problematizar aquellas condiciones que favorecerian que una ID pueda llegar al aula. Estas

reflexiones pretenden dar cuenta de avances y logros con relacion a nuestros propositos de
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investigacion y destacar que el fortalecimiento de las ideas construidas se apoya, en gran
medida, en la oportunidad que el grupo de trabajo tuvo en el ir y venir con el aula a lo largo del
tiempo. Si bien esta tarea resulta ardua y costosa, ya que la estructuracién de la ID colisiona
fuertemente con nuestros propios conocimientos acerca de esos objetos, asumimos el
compromiso y la responsabilidad de llevarla adelante por considerarla valiosa en términos de
su contribucion a la ensefianza. Esa complejidad abarca ideas de indole epistemologica,
cognitiva y didactica, que han podido abordarse en el espacio de trabajo y convenir en una
adaptacion que toma en cuenta las necesidades de los DA (Perrin-Glorian, 2016). Frente a la
necesidad de comprensidn, entramos a un juego matematico-didactico involucrado en una ID
externa y para ello nos adentramos en un proceso de
construccién/deconstruccién/reconstruccion de concepciones. Asi, nuestro desafio de la
coordinacion transité un desarrollo problematizador en relacion a la reconstruccién de ideas,
con varias paradas revisadas y ampliadas a partir de las interacciones colaborativas.
Entendemos que las reconstrucciones conceptuales se ponen en funcionamiento a través de
discusiones que facilitan reconocer ciertos rasgos algebraicos. Por ejemplo, en los posibles
procedimientos, en las ideas que los DA consideraron en los cierres, en las posibles
interacciones fomentadas en la clase, en los sentidos en juego respecto de los ndmeros
negativos que los DA impulsaron en la clase, en las interpretaciones que se hicieron de las
producciones de los alumnos. Es decir, se evolucioné en la idea de namero al amplificar el

andlisis sobre su concepcién y la gestion de la clase de ese objeto.
3.2 Segundo eje de analisis: conjuncién/enlace con el caracter situado

La propuesta objeto de estudio reviste cierta complejidad, no solo respecto al planteo original
mencionado en el eje anterior, sino que conlleva una probleméatica mas, la estructura que
soporta la propuesta le es propia a la autora (Cid, 2015), el nacleo duro lo produjo otro, y
entonces cabe preguntarnos en qué medida responde a los cuestionamientos de los DA. En ese
sentido nos planteamos qué asuntos de una ID se necesitan poner en marcha para que se adapte
a los requerimientos propios de un docente. Dicho de otro modo, en palabras de Sadovsky,
Itzcovich, Quaranta, Becerril y Garcia (2016, p. 12) “;Cémo se coordinan los aportes
elaborados en el terreno de la investigacion didactica con los conocimientos que los docentes
tienen acerca de sus alumnos a la hora de pensar posibles recorridos en el aula relativos a los
contenidos de ensefianza?”. Asumir esta complejidad significa problematizar los objetos de

ensefianza en juego en la propuesta; las relaciones matematicas que se involucran en las
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producciones de los alumnos al resolver las actividades o imbricadas en la propuesta??; la red
de vinculos matematico/didacticos?? que serd necesario tejer, entre otros, para dar lugar a la
singularidad de una ensefianza anclada en un aula y alumnos determinados, sin descuidar los
aspectos centrales que la autora convino en contemplar y plasmar en la propuesta de manera

constructiva implicita y/o explicitamente.

A lo largo de las sucesivas adaptaciones, se fueron integrando las vivencias del aula
con las anticipaciones pensadas, conformando un medio ciclico. Dichas adaptaciones
posibilitaron oportunidades de reelaboracion, reconstruccion de comprensiones que a la vez
permitieron una revision de elecciones. Esas elecciones surgieron de interacciones entre DI y
DA, entre DI-DA vy producciones de los alumnos, entre DI-DA y observaciones de clase,
provenientes de practicas habituales de los DA 'y sus posibilidades de

avance/reflexion/evolucién.

El analisis que se despliega, a propodsito de este eje y a partir del trabajo conjunto, nos
lleva a reconocer la relevancia de debatir acerca de los aspectos de la propuesta que requieren
especial atencidn para su adaptacion, en términos de una secuencia consensuada y acomodada
al aula del DA y permitiéndole asi desplegar su juego (Perrin-Glorian, 2019). Las razones
construidas colaborativamente y a partir de la ingenieria didactica, constituyen puntos de apoyo
para el despliegue de ese juego, influenciado también por los condicionamientos
institucionales. Tales razones se forjan a través de las sucesivas y diversas apropiaciones cuyos
matices dan cuenta de una paulatina problematizacion que enriquece y amplia las ideas y las

significaciones de los conocimientos involucrados.

En algunas ocasiones ese proceso de idas y vueltas en la adaptacion de la secuencia
para el aula, por tratarse de una préactica constructiva, requeria como dicen Artigue, Douady y
Moreno (1995) un trabajo que pone énfasis en la construccion de sistemas de interpretacion y
toma de decisiones dentro de situaciones comunes/adaptadas conjuntamente promoviendo que
los DA en sus implementaciones sean cada vez mas sensibles a las cuestiones relacionadas con
la calidad de la vida matematica en la clase. El desarrollo del trabajo conjunto nos permite
analizar las posiciones simétricas con respecto a esa construccion mencionada anteriormente,
pues los participantes estamos en una posicion de co-construccion de conocimientos en la cual

los DA son considerados actores claves que coadyuvan en la elaboracion de hipoétesis

21 Nos referimos por ejemplo a la relacion algebraica implicada en el enlace de problemas contextualizados y
descontextualizados.
22 Nos referimos, por ejemplo, al entramado de los tipos de problemas que contiene la propuesta.
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interpretativas en relacion directa al contexto en que se producen. Lo relevante de este proceso
conjunto es cémo juega la doble verosimilitud con respecto al sostenimiento de un “rigor
metodologico en la co-actividad reflexiva en torno a las practicas que permite a la vez un
espacio de recoleccion de datos para el investigador y la oportunidad de un desarrollo

profesional para los docentes” (Bednarz, 2015, p.181).

Recuperamos los conceptos de sensibilidad teorica y practica, como ya comentamos
anteriormente (subapartado 2.2.2 de este capitulo), para mostrar en la especificidad de nuestro
trabajo colaborativo una manera de habitar didicticamente la singularidad producida en la
implementacion. Los colores didacticos en las discusiones reflejaban diferentes niveles de
analisis marcados por caminos no siempre lineales, a veces mas semejantes a laberintos que
abonaban perspectivas y argumentos, generando ciertos andamiajes en la colaboracién misma
y en la consolidacion de posiciones. Esa consolidacion se nutre de la consideracion de
diferentes puntos de vista que enlazan dos logicas, una referida a la “sensibilidad practica” de
los DI y otra a la “sensibilidad tedrica” de los DA, donde lo colaborativo se trasluce a partir de
una permeabilidad puesta en marcha en una dialéctica entre ambas. En este marco Cémo se
manifiestan estas sensibilidades de los participantes en los espacios colaborativos? ;Como
juegan esas sensibilidades en los acuerdos, en los debates? Los matices que afloraron con
intensidades diferentes, en relacion a las sensibilidades en juego entre DI y DA, nos permiten
interpretar como jugd fuertemente en la mesa de trabajo, entre otras cuestiones, lo relevante
del caracter constructivo de la propuesta, a la hora de discutir su adaptacion a las condiciones

que ofrece este aula puesta a disposicion por el docente.

Si bien la TSD nos provee herramientas teoricas que facilitan un andlisis sobre la
validez de las situaciones y ayuda a caracterizar el enfoque de los nimeros enteros junto al
algebra, se requieren otras herramientas para configurar la adaptabilidad a la ensefianza
ordinaria que nos permiten abordar una dialéctica entre los cuestionamientos que surgen con
relacion a las discusiones de orden epistemoldgico, didactico y cognitivo y las practicas usuales
de ensefianza de los enteros (Perrin-Glorian, 2019). El trabajo colaborativo aporta asi un
escenario fertil para dar curso a la adaptacion de la propuesta en el aula y dar funcionalidad a
esa dialéctica. En este sentido, y a partir del planteo anterior, caracterizamos este eje como
conjuncién/enlace con el carécter situado, pues al mismo tiempo que se profundiza en
comprension de la estructura de la propuesta, se debate y acuerdan acciones para el desarrollo

de las aulas de los DA que a su vez retroalimentan esas comprensiones.
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El desarrollo de esta implementacion abraza un complejo despliegue de cuestiones en
relacion a lo epistemolodgico, lo cognitivo y lo didactico que caracterizan la envergadura de esta
ID. Por ello, las interacciones que los DI sosteniamos a lo largo de los encuentros de trabajo,
estaban mas abocadas a fortalecer el accionar docente. Las reflexiones emergian de los analisis
apriori y del ir y venir al aula, sin pretensiones prescriptivas ni exhaustivas, buscando explorar
mejores condiciones de las tareas docentes, a partir de las discusiones referidas a las
actividades, las posibles intervenciones, las relaciones matematicas constitutivas de los

conocimientos que los alumnos deben elaborar, entre otras.

Para este segundo eje analizamos dos asuntos que, a nuestro entender, hacen foco en
aspectos relativos a distintas tareas docentes en el devenir del desarrollo de las clases,
atendiendo a la heterogeneidad de los condicionamientos de ensefianza y de aprendizaje.
Pretendemos mostrar en qué sentido lo situado hace mella en un abordaje conjunto durante
varios afos, que en términos de Perrin-Glorian y Baltar Bellemain (2016) constituyen los
bucles iterativos, que contribuyen a la reconstruccién de una ID en funcién de lo necesario y

plausible de los DA.

El primer asunto, “La gestion de la clase con relacion a los conocimientos provisorios”,
trata de desentrafiar hechos/inquietudes del accionar docente en el aula relacionados con los
avances de la adaptacion. Dicho asunto esté ligado a las discusiones en torno a la modelizacion
algebraica que, bajo una lupa constructiva, suman en comprension para un mayor margen de
maniobra que acompase el baile de la adaptacion. El segundo asunto, “El sentido de la
evaluacion en el proceso de implementacion de la propuesta”, pretende dar cuenta de la
problematizacion que gird, en los espacios colaborativos, alrededor de la evaluacion, inscripta
en una ruptura didactica con practicas habituales arraigadas. El debate en esencia refleja el
tratamiento de la evaluacion a partir de conversar en términos de conocimientos construidos
por los alumnos, en términos de acciones docentes, en términos de trabajo conjunto, en
términos de gestion de esos espacios colectivos, en términos de consolidacion del puente
investigacion-practicas de ensefianza. Aqui se dirime la cuestion de la legitimidad del trabajo
emprendido; es decir, los instrumentos elaborados responden a las singularidades y entrafian el
analisis de su legitimidad, a partir de atender a la esencia de los objetos matematicos

involucrados y al lugar del alumno productor en esas tareas.

Aunque también se entrelazan cuestiones de orden epistemoldgico y cognitivo, mas
vinculadas al primer eje, este analisis pretende explicitar los intercambios entre DI 'y DA en el

seno del trabajo colaborativo a propdsito del caracter particular de los requerimientos de los
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DA, sin descuidar cierto control tedrico sobre el curso dado en la implementacion de la

propuesta (Perrin-Glorian y Baltar Bellemain, 2016).
3.2.1 La gestion de la clase con relacion a los conocimientos provisorios

Para este apartado, seleccionamos una demanda que aflor6 en los encuentros colaborativos y
que consideramos, a nuestro entender, representativa del proceso de problematizacion y
adaptacion, transparentando a la vez, la necesaria permeabilidad de los actores en dicho
proceso, lo cual deja ver el anclaje en lo situado. Esta demanda corresponde a una inquietud de
uno de los DA de pensar como desarrollar cierres en las clases para ir destacando ideas que
circulan en el aula, cuando ain no es tiempo de realizar conceptualizaciones de las nociones

echadas a andar.

Las cuestiones que emergen de la exploracion en el aula interpelaron los marcos de
referencia. Por un lado, llevaron a considerar diversos dispositivos para encauzar la perspectiva
constructiva de los conocimientos matematicos implicada en la propuesta. Este trabajo
significd ampliar el andlisis de las condiciones de las situaciones para propiciar que los alumnos
sean los protagonistas en sus aprendizajes. Es decir, los requerimientos que se debatieron
(reformular una consigna, incluir mas actividades de repaso, hacer afiche para disponer de las
reglas de calculos construidas por los alumnos,...) hablan, en muchos casos, de un proceso de
escucha mutua, de toma de registro acerca de como avanza la clase a propésito de lo que se va
desarrollando, teniendo en cuenta la incidencia que pueden tener las expresiones publicas, sean
del profesor o de los alumnos. De este modo, el trabajo colaborativo impulsé una mirada
sistematica a partir de la cual emergieron reflexiones para el accionar en tanto aportaciones que

se dan lugar en el transcurrir de este trabajo (Fregona y Orus Baguena, 2011).

Compartimos en este tramo del apartado reflexiones y analisis a propoésito de esta
demanda como asunto problematizador que nos convocé a discutir cdmo hacer una puesta en
comun de una clase, ¢Cuanto se avanzaria en discutir/blanquear respecto de los negativos, de
los conocimientos puestos en juego en las actividades hasta aqui? ¢Qué conocimiento nuevo
emerge en este momento? ¢Qué aportarian estas ideas para que los alumnos crezcan en sus
conocimientos acerca de los negativos? ¢En qué sentido estos mojones aportarian a la
conceptualizacién del recorrido algebraico implicado en la propuesta? Esas inquietudes nos
interpelaron en relacion a nuestro acompafiamiento para crear condiciones en el debate en pos

de encontrar ese hilado. ¢En qué medida los analisis impulsados contribuyen a esas condiciones
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para dar lugar a conceptualizaciones a partir de interpretaciones que realizamos a propdésito de

lo que se da en el aula, de lo que se propone y enlazar esas producciones con lo que se espera?

Hasta ese momento, en que surge la demanda en cuestion, el trabajo en el aula habia
avanzado a un punto tal que requeria, para el DA, producir conclusiones colectivas de algunas
ideas matematicas que se venian elaborando acerca de la equivalencia entre expresiones. La
complejidad de la puesta en comun en este caso estd acentuada porque se encuentra atravesada
por lo provisorio en muchos sentidos. Identificamos dos cuestiones en su tratamiento conjunto,
por un lado, concebir posibles intervenciones a partir de las producciones de los alumnos sin
perder de vista nuestro objetivo, profundizando el andlisis didactico. Por otro lado, esa
inquietud nos llevd a develar aspectos esenciales que subyacen en esa estructura intermedia de
disefio de las actividades, que funciona en el pasaje entre el trabajo en contexto y los nimeros
negativos. Por ello, la gestion de los conocimientos provisorios es clave pues alli se ancla la
construccién con sentido del objeto matematico nimero entero. En ese marco, en los
encuentros de trabajo entre DI y DA comenzamos a conversar sobre los cierres y esto nos llevd
a discutir el rol de los conocimientos provisorios cuando se asume el trabajo de una propuesta
constructiva. Es decir, se discutio sobre el accionar de los DA para movilizar en el aula un tipo
de trabajo matematico, en funcion de los problemas, con la intencion de desentrafiar cierta
claridad acerca del modelo matematico inmerso en las situaciones de ensefianza. Asimismo, en
estas discusiones emergieron otras cuestiones que consideramos por igual importantes en este
juego de propuesta constructiva vs. ensefianza tradicional: ; Con qué finalidad se discute en una
clase? ¢Qué se discutiria? ;Como organizamos esta discusion? ¢Por qué las discusiones
generan avances? ;Como dar curso a un proceso que lleve a construir conocimientos por parte
de los alumnos? ;Qué herramientas favorecen un despliegue a propdsito de tal construccion
por parte de los DA? Se fueron configurando intercambios, de manera progresiva en el trabajo
conjunto, que dieron indicios de la necesidad de construir acuerdos con el fin de contribuir a la

problematica de la ajenidad de una propuesta, resultado de una investigacion.

Como venimos diciendo, las discusiones ahondaron sobre cémo maniobrar en el aula
con las nociones que los problemas llevan a instalar, que, aunque constitutivas del objeto, no
son institucionalizables?® aln. Particularmente seleccionamos reflexiones que tuvieron lugar

en el trabajo colaborativo a propdésito de los primeros problemas de la propuesta. En la

LR T3

23 A modo de ejemplo, nos referimos a dar un lugar preponderante a “sumar cantidades”, “restar cantidades” por
sobre los nuevos significados de los signos “+”y “-”. Ver capitulo 5, de este libro: Lo colaborativo en accion, una
experiencia sobre lo trabajado antes, durante y después de su implementacion.
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organizacion de las actividades se previo un tratamiento vinculado a una instancia de
institucionalizacion alrededor de la actividad 13. Uno de los DA creyd necesario cerrar antes,
para no perder el norte. Esta cuestion puso al descubierto, desde nuestro punto de vista, sistemas
en juego con intenciones diferentes. Uno de esos sistemas, refiere a la estructura de actividades
que guardan cierta relacion en términos de problema/conocimiento. Otro, subraya la
importancia de lo situado, requiriendo un vinculo de esa dupla con el aula, transformandose en

problema/conocimiento/aula del DA. El siguiente fragmento da cuenta de esta situacion:

(.)

DA3: Podria ir aclarando cuando los alumnos van haciendo las actividades y con relacién a lo
trabajado antes. Con los problemas anteriores que suben y bajan se obtiene una expresion
amplificada y al final es... y asi se van armando las ideas. Entonces se llega al momento en el
que se dice “esto significa tal cosa”.

(.)

DA3: Yo pienso en recuperar ideas ahora, porque mas adelante hay actividades con puro trabajo
algebraico, entonces les pediria que me den un contexto para que digan como hicieron esa
expresion algebraica.

(.)

DA3: Esta bueno lo que dice DA4, (“uno se puede ir dando cuenta de lo que se va adquiriendo.
Vas viendo lo que hacen y lo que explicitan en lo que hacen. Aunque sabemos que se apunta a
una escritura como x-2, ellos van usandola de manera implicita”) 1os alumnos se van dando
cuenta de lo que hacen, pero al momento de resolver la expresion algebraica donde se acabo el
contexto suben y bajan... me van a preguntar ;jqué tengo que hacer profe?

DAZ2: Esto que ellos se tienen que dar cuenta de los numeros de igual signo se suman... dos
positivos se suman, dos negativos se suman...

DAS3: Esas cositas asi no sé...
DI1: No estamos con nimeros negativos.

DI4: Nosotros estamos siguiendo lo que propone la autora y eso recién lo formaliza en la tarea
13.

(..)

DI1: Ella va tras esa idea que vos decis (referida a la preocupacion de institucionalizar la idea
de nimero que menciona DA1) formandola de a poco. La entrada a los negativos no es a partir
de Z, sino del trabajo algebraico.

(Extracto del Encuentro N° 4, grabado 04-04-2013)

En los intercambios de este fragmento, interpretamos anticipaciones que hacen los DA
en relacién con el futuro trabajo algebraico descontextualizado. En sus expresiones se puede
vislumbrar la necesidad de construir un analisis que oriente el trabajo en el aula. Las

interacciones colaborativas revelan la importancia del caracter situado en la adaptacion e

89



Rosa Martinez — Analia Petich — Emanuel Issa — Maria Elena Ruiz

implementacion que se discute. La inquietud ronda en torno a como se sostiene el trabajo
matematico en el aula encaminado hacia la actividad 13, que en términos reales esta lejos en el
tiempo de las clases de los DA en funcion de sus condicionamientos institucionales (clases
distribuidas en tres dias semanales, feriados y/o contingencias edilicias, concurrencia
interrumpida por parte de los alumnos, entre otros). Dicho de otro modo, la necesidad de los
DA retrotrae a la discusion el caracter situado, su aula, sus alumnos y su necesidad de oficializar
algunos conocimientos intermedios previos a la actividad 13, la cual identificamos como
dedicada a institucionalizar una regla de célculo. Pone en evidencia la necesidad de actuar
como memoria de la clase en términos de relevar ideas que los alumnos van armando. La
presencia de silencios por parte de los DI, tratando de no dar ideas didacticas armadas de
antemano, favorecio intercambios y discusiones, en la bisqueda de argumentos, explicitaciones

que reflejen las aproximaciones a la propuesta.

Al discutir posibles cierres de clase, a propdésito de las tareas que se proponen a los
alumnos, surgio la necesidad de un debate sobre las expresiones que comenzaron a circular en
la clase, que requerian vincularse entre ellas y que ademas no constituyen objetos de ensefianza
explicitos de los programas oficiales curriculares. Nos referimos por ejemplo a objetos
matematicos como equivalencia de expresiones, que es un conocimiento intermedio, necesario

para que en un futuro se puedan institucionalizar los nimeros enteros.

Este andlisis permite interpretar el papel del trabajo colaborativo a la hora de explorar
en un aula singular esta propuesta de investigacion. Retomando la idea que antes mencionamos,
gueremos remarcar en qué consistié abordar la complejidad de los cierres de la clase. En las
discusiones referidas a qué rescatar de cada grupo de problemas a la hora de llevarlos al aula,
juega fuerte la jerarquizacién de conocimientos, la posible institucionalizacion que en este caso
llevo a confrontar perspectivas diferentes?®. De esta contrastacion devienen producciones de
conocimientos que dan cuenta de nociones, aspectos, conocimientos intermedios que es

necesario concebir y gestionar.

En el trabajo colaborativo se discutié asi sobre la identificacion de los aspectos

matematicos del hacer y su vinculacion con los programas curriculares vigentes que se ajustan

24 Una mas habitual, que lleva al docente a definir los objetos matematicos, mostrar cémo se designan y usarlos
en la resolucion de ejercicios, que el DAL hace explicito en el capitulo 5, de este libro: Lo colaborativo en accion,
una experiencia sobre lo trabajado antes, durante y después de su implementacién: “Es fundamental destacar aqui
que tanto para los estudiantes como también en mi caso, no estabamos acostumbrados a este tipo de trabajo,
suponia todo un desafio en el sentido que ellos debian ir construyendo sus propias estrategias de resolucion y en
mi lugar actuar mas de mediador entre sus producciones y los conocimientos que debian ir circulando en el sal6n
de clases”.
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a los condicionamientos institucionales. Las reflexiones dieron lugar a ampliar el margen de
maniobra de los DA. En otros términos, se produjeron reconstrucciones, para el aula, sobre una
puesta en palabras de las ideas centrales de la regla de calculo a instalar en un futuro
inmediato®. Ideas que, hasta ahora se manifestaban a nivel de accién de los alumnos,
comienzan a reconocerse a nivel de formulacion de objetos matematicos constitutivos del

ndmero entero.

El debate en el grupo colaborativo ayudd a hacer visible los aspectos inherentes de los
objetos matematicos que funcionan conjuntamente en lo numérico y lo algebraico, y de los
aspectos inherentes a la gestion de una propuesta que se centra en la produccion por parte de
los alumnos. El trabajo en conjunto permitié dimensionar la actividad matematica que es
necesaria de sostener, identificando conocimientos provisorios, funcionamiento algebraico,
sentidos de los signos, reglas de calculos, por un lado, y diferentes procedimientos posibles,
ideas a destacar, tiempos de desarrollo, puestas en comun, por otro lado. Es decir, el analisis
permitio construir enlaces entre las ideas que configuran los objetos de ensefianza y su posible

gestion de aula.

3.2.2 El sentido de la evaluacion en el proceso de implementacion de la propuesta

La problematica de la evaluacion llega al espacio colaborativo en distintos momentos, traida
por los DA, quienes pertenecen a diferentes lugares de trabajo y, por ende, responden a distintos
condicionamientos institucionales. Por ello, consideramos que la evaluacion se inscribe en una
problematica mas amplia, en relacién a tales condicionamientos. La impronta particular de cada
escuela nos invito a tener en cuenta matices diferentes a la hora de responder la inquietud de
cada DA.

Ademas, se pusieron de manifiesto distintos planos sobre la evaluacion con la intencion
de dar cuenta de su complejidad sin pretensiones de un analisis exhaustivo de cada uno. Desde
el plano del aprendizaje, se puso el foco en la mirada sobre el avance de la construccion de
conocimientos, en términos de producciones de los alumnos a partir de lo que pueden hacer.
Desde el plano de la ensefianza, se puso en cuestion esta practica de ensefianza, en términos de
dimensionar-valorar la lectura/interpretacion que hemos podido conjugar entre adaptacion y

contexto de la implementacion en relacion a las elecciones, intervenciones, modificaciones

25 Ver capitulo 5, de este libro: Lo colaborativo en accion, una experiencia sobre lo trabajado antes, durante y
después de su implementacion.
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consensuadas. Y, por ultimo, desde el plano de lo colaborativo, se traté de una evaluacion del

proceso de reflexiones y debates del colectivo docente.

Retomando lo expresado con respecto a las particularidades de las aulas de las
escuelas?® que formaron parte del proceso de trabajo conjunto, el entorno social de una de esas
aulas jugo un papel primordial. Los debates alrededor de esta cuestion iban haciendo cada vez
mas visible el papel que juega el contexto institucional-social de la escuela en la ensefianza. Si
bien en este escrito no ahondamos en el aspecto social, queremos mencionarlo pues influyo
fuertemente en el trabajo de implementacion de la propuesta adaptada. En nuestras reuniones,
analizamos lecturas mas globales vinculadas a trayectorias diferentes de aprendizajes,
interactuamos con algunos especialistas en experiencias de trabajo con alumnos de poblaciones
en riesgo que nos orientaron a tomar algunas decisiones didacticas alrededor de las dificultades
que se daban en las aulas de los DA. En ese contexto se dio lugar a la primera demanda que

analizaremos mas abajo.

Como venimos destacando, el entorno social interviene de manera diferente en cada
aula. Por esta razon, la problematica que el DA2 trae a considerar?’ requiere un tratamiento
distinto al interior del grupo. Para este DA, es de interés relevante sustanciar la toma de una
evaluacion escrita para obtener una calificacion que se acomode a los condicionamientos
institucionales que operan sobre el docente. Entonces, debiamos con premura disefiar esta
herramienta de evaluacion acorde con los lineamientos constructivos de la propuesta. Su
inquietud pone de manifiesto una mirada de la evaluacion ligada, segun entendemos, a la
fertilidad del desarrollo sobre la adaptacion efectuada. Dicho de otro modo, tradicionalmente
la evaluacion esta asociada a una légica reproductiva que, en términos de Chevallard (2012),
distorsiona el sentido de la evaluacion en la escuela. La idea que intentamos superar en los
espacios colaborativos es aquella que estd basada en configurar elecciones arbitrarias de
conocimientos validados culturalmente por la sociedad y que conformarian actividades
esenciales, inventadas en el ambito escolar, supuestamente vinculadas a los objetos
matematicos. Mientras que, desde una perspectiva constructiva, la evaluacion forma parte del

proyecto de ensefianza, entonces el instrumento que se elabora debe transparentar, lo mas

26 |_a institucion escolar a la que nos referimos corresponde a una escuela ptblica ubicada en una zona alejada del
centro de la ciudad con una poblacion en la que predominan dificultades socioecondmicas y posee un alto nivel
de inasistencia. En muchas ocasiones la escuela debe proveer elementos escolares basicos para el desarrollo de
las clases.

27 La otra institucion escolar, a la que pertenece el DA2, corresponde a una escuela publica de gestion privada. En
lineas generales, se observa asistencia regular de los alumnos, materiales para las clases y hébitos de trabajo
extraescolar.
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fielmente posible, el proceso de produccion de conocimiento matematico acontecido en el aula.
En otras palabras, la discusion sobre esta cuestion nos posibilité una retrospeccion del proceso
desarrollado hasta el momento en los tres planos distinguidos anteriormente (aprendizaje,
enseflanza y colaborativo). Entendemos que esta idea da origen a la segunda demanda que

analizaremos mas abajo.

La evaluacion es una problematica dificil de precisar, sobre la cual parece no haber
consenso, que nos ha interpelado con cuestionamientos del tipo: qué enfoques acerca de la
evaluacion circulan en el equipo; como disefiar una herramienta que contemple el proceso de
construccién de conocimiento; como lograr coherencia entre el dispositivo de evaluacion que
se elabora y la ensefianza impartida; en qué sentido el dispositivo de evaluacion reflejaria los
aprendizajes potenciales de los alumnos; qué lecturas hacemos sobre las dificultades que

observamos en los alumnos a la hora de dar cuenta de sus aprendizajes.

En diferentes momentos de las discusiones, fue necesario articular diversas actividades
de revision integradas a la propuesta con evaluaciones formativas especificas posibilitando asi
obtener una informacion mas sistematica. En ese sentido, las miradas en el interior del equipo
fueron ampliandose, poco a poco, con respecto a la evaluacion y ciertas herramientas que
contenian indicadores de avances que dan cuenta de la trayectoria de los aprendizajes de los

alumnos, comenzaron a ser parte del propio proyecto.

Una de las discusiones, para dar lugar al requerimiento del DAL, nos llevé a adentrarnos
en el anlisis sobre el dispositivo que se propone de elaborar trabajos practicos con un viso de
control de los progresos de los alumnos. La regulacion de los aprendizajes es una necesidad
compartida entre el DAL y sus alumnos, quienes viven una actividad matematica diferente a la
habitual y reclaman ser evaluados®. El trabajo conjunto sobre esta demanda puede ser
interpretado como otro rasgo colaborativo que impregnd a la propuesta con particularidades de
este aula, adecuandola a las singularidades del contexto escolar y de las necesidades de los
actores. El disefio del instrumento de evaluacion bajo el titulo Trabajo practico, aportd otro
elemento para seguir los aprendizajes de los alumnos. A la vez permitio revisar si el conjunto
de actividades que conformaba dicho dispositivo atendia a los aspectos nodales de la propuesta
y al proceso de ensefianza llevado a cabo. Ademas de representar una instancia de trabajo
individual que porta una nota, la evaluacion devuelve a los alumnos informacion numérica

reportando sus logros en funcion de los aprendizajes esperados. El debate sobre la elaboracion

28 para méas informacion ver capitulo 5, de este libro: Lo colaborativo en accion, una experiencia sobre lo trabajado
antes, durante y después de su implementacion.
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de consignas, los tipos de tareas, la consideracion de tiempos distintos a la hora de resolver una
cuestion por parte de los alumnos, la posibilidad de revision personal del trabajo convenido, la
ausencia de la presion de la prueba, entre otros, abrié camino para la configuracion de este
formato evaluativo diferente. Asi el Trabajo practico concebido como oportunidad de revisitar
los conceptos desde otras perspectivas, nos llevo a interpelarnos acerca de como analizamos la
construccién de conocimientos por parte de los alumnos y como podrian plasmarse en ciertas
consignas que muestren el grado de adquisicion de esos conocimientos, sin remitirnos a una
réplica del camino ya transitado ni caer en la pregunta directa de una definicion. Es decir, nos
preocupaba la manera como las consignas podrian recuperar el proceso personal de cada
alumno, a la vez que sean una contribucion para que el alumno tenga otra relacion con el
conocimiento. En otras palabras, el debate contiene un analisis de la validez del instrumento

que acompana al enfoque de la propuesta.

La otra demanda que traemos para el analisis corresponde al pedido explicito que hace
el DA2 sobre tomar una prueba escrita a sus alumnos. Recordemos que el contexto institucional
en este caso es diferente, segun lo expresamos en parrafos precedentes. La discusion conjunta
se direcciono en la elaboracién y la explicitacion de criterios de correccion de ese instrumento
de evaluacion. Entendemos que haber subrayado en las discusiones de los encuentros la
consideracion de la necesidad de calificar?®, en determinados cortes evaluativos periddicos,
ayudd a reacomodar la idea de calificacion sin desmedro de una evaluacién como proceso
continuo que se da a diario con las actividades que se proponen. Para este escrito nos abocamos
a las discusiones con relacion al analisis de las producciones de los alumnos correspondientes
a esta prueba escrita. Interrogantes del tipo ¢ Responde el instrumento al proyecto de ensefianza,
las expectativas y como lo leemos? ;Como lo reconfiguramos? ;Qué cuestiones subyacen en
la elaboracion de los criterios de correccion? nos guiaron en las discusiones y contribuyeron a
visibilizar su coherencia con la propuesta desarrollada. Dicho de otro modo, este asunto nos
parecio dar testimonio de como la prueba escrita en los términos discutidos y consensuados en

el trabajo colaborativo, constituyd un aporte a esta adaptacion de una ingenieria didactica.

El DA2 llega al encuentro colaborativo con las producciones de los alumnos, y pide
cooperacion para analizarlas a la luz de los objetivos previstos conforme al armado de la
evaluacion. El planteo, segun interpretamos bajo cierta distancia temporal, nos lleva a pensar

en los sentidos en juego que el hecho alberga. Uno de ellos hace foco en codmo mirar las

29 Calificar en el sentido de asignar el grado de suficiencia o insuficiencia de los conocimientos utilizados en la
prueba escrita.
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producciones de los alumnos y analizar los avances de sus aprendizajes, dado que se trata de
una propuesta constructiva. Otro sentido esta vinculado con la posibilidad que una ID se
cristalice en un aula comdn en funcién de sus peculiaridades. Los debates, aunque trataron la
validez del instrumento, en esencia van mas alla, pues concernieron a la validez de la propuesta.
En ese sentido nos parece que el desarrollo de la propuesta se consolido en los progresos de
aprendizajes plasmados en las producciones de los alumnos. Dicha afirmacion también deviene
de un largo recorrido de vivencias en encuentros colaborativos que cierran una etapa para el
DA2 quien, luego de tres afios, toma la iniciativa de llevar la propuesta a sus aulas. Méas adn,
de alguna manera las discusiones a raiz de esta prueba escrita, conllevaron una evaluacion del

funcionamiento de la propuesta adaptada que involucro a todos los actores de este colectivo.

Como sintesis, la problemética de la evaluacion de los conocimientos producidos, a
partir del desarrollo de la adaptacion colaborativa, se hizo presente como demandas que los
DA trajeron a la mesa de trabajo. Abordarla nos llevo a nutrir las discusiones y asi avizorar y
atrapar otras dimensiones que ayudaron a desmenuzar la complejidad del sentido de la
evaluacion a la luz de un proceso constructivo. En tal sentido, nos permitimos hacer algunas
reflexiones de distinto tenor. Reflexiones que traen a escena las relaciones entre problema-
conocimiento, que se movilizaron, por ejemplo, en la seleccion y armado de las consignas del
instrumento. Reflexiones también, de orden epistemoldgico-cognitivo-didactico que se jugaron
en la vigilancia de una ID que se esta adaptando. Reflexiones, por Gltimo, que atafien a las
relaciones imbricadas en la triada problema-conocimiento-aulas que surgieron cuando se
considerd la potencialidad de la propuesta desarrollada. Estas ideas explicitadas engloban los
tres planos distinguidos anteriormente, del aprendizaje, la ensefianza y el trabajo colaborativo.
Cabe aclarar que aun cuando los debates van mas alla de estas aulas, enfatizamos en todo
momento el caracter situado de las decisiones acordadas que se pone de manifiesto en el

proceso ciclico de la adaptacion.

Desde una mirada en términos de IC, interpretamos que, al asumir el desafio de abordar
la evaluacion, una cierta permeabilidad de ambos actores, los DI y los DA, se pone en juego.
La necesidad de los DA de evaluar los avances de los aprendizajes de sus alumnos, en los
plazos requeridos por el sistema escolar, se combina con la intencion de los DI de acomodar
ciertos aspectos de una ingenieria didactica para que esta resulte un recurso genuino en la
enseflanza comun y con el cuidado de no dejar “en la sombra otros elementos que también son
pertinentes para la ensenanza” (Perrin-Glorian, 2014, p. 26). Asi, tensiones entre las practicas

habituales de evaluacidn, los aspectos constitutivos de los objetos matematicos a aprender y la
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perspectiva constructiva se dan lugar en los debates de los espacios conjuntos. Esas tensiones
conllevan una actitud de escucha por parte del DI, al propiciar el tratamiento de la cuestion que
también se enlaza con la oportunidad de hacer un balance del recorrido del trabajo de tantos
afios, a partir de organizar/pensar dispositivos para captar esa informacion. Asi, las
interacciones colaborativas generadas para responder a los requerimientos se configuraban,
nuevamente, en una negociacion de cuidados/vigilancia de los aspectos constitutivos de la

secuencia de ensefianza.
4. Reflexiones finales

Esperamos con este trabajo conjunto aportar algunas reflexiones sobre la construccién de un
puente entre una ingenieria didactica, producto de una investigacion, y la complejidad de un
aula singular. Puente entendido como posibilitador de conexiones, de nexos entre lo
epistemoldgico, lo cognitivo y lo didactico de la ingenieria didéctica con el contexto del aula a
la que se adaptd y en la que se implement6. Puente también concebido como espacio para
reflexionar, para conceptualizar junto a la perspectiva de los DA las finalidades y la naturaleza
de las situaciones construidas en el marco de la ID (Barry y Saboya, 2015, p. 4). En particular,
con este puente deseamos responder a interrogantes del tipo: ¢Cémo favorecer y legitimar el
vinculo entre investigacion y ensefianza, en relacion a la ensefianza y el aprendizaje de los

numeros enteros y el algebra?

Desentrafiar aspectos tales como la relevancia de la modelizacion, el lugar del alumno
como productor de conocimientos, son las marcas sustanciales que dan vida a esta propuesta
de investigacion para el aula. En este sentido creemos que lo colaborativo ha sido central para
atrapar ideas que echan luz al despliegue de los constructos claves de un producto de
investigacion (Cid, 2015), para que resuene en la ensefianza en las aulas, con un impacto
positivo en los aprendizajes. El trabajo conjunto, ademas, favorecié legitimar que una
propuesta diferente a la habitual pueda existir en la escuela aunque su produccion se originé a

partir de una tesis doctoral.

Caracterizar las discusiones nos llevaron a posicionarnos en un lugar de
problematizacion, sobre dudas e incertidumbres imbricadas en la apropiacion del marco de
referencia. En este proceso las ideas resuenan y conflictan, a partir de lo que cada uno dispone
sobre los objetos matematicos, en términos de adaptaciones/acomodaciones. En el desarrollo
de los encuentros de trabajo en relacion al estudio del conjunto de actividades para el aula y

sus fundamentos, cohabitd una idea de ruptura con la ensefianza tradicional de los nimeros
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enteros. Las discusiones, reflexiones, elecciones que se dieron entre DI y DA tomaron esas
experiencias que, en muchas ocasiones, traccionaron y se contrapusieron a concepciones
arraigadas —necesarias de superar— para dar lugar a nuevas resignificaciones y comprensiones
de la perspectiva considerada. En ese sentido, las experiencias y concepciones relativas al
objeto matematico “niimero entero” son las bases a partir del cual se elaboraron las
adaptaciones de la propuesta lo que se suma a las cuestiones que emergieron de la exploracion
que se iba efectuando en un contexto de apertura a otras posibilidades, con otras gafas con las

cuales mirar, interpretar y analizar.

La construccion de los ejes de andlisis (disposicion a la deconstruccion de ideas,
conjuncidén/enlace con el caracter situado), en términos de produccion matematico-didactica,
procuraron consolidar las conceptualizaciones que sistematizan las problematizaciones que
tuvieron lugar en los espacios de este grupo de trabajo colaborativo. En el desarrollo de los
encuentros se fueron identificando cuestionamientos traidos, inicialmente, por los DA. Tanto
el proceso de resignificacion de ideas como la consideracion del caracter particular/situado de
este proyecto, han constituido un desafio tanto para llevar adelante el trabajo conjunto como
para la escritura de este capitulo.

Asimismo, el espacio de encuentro hizo posible comprender la red de ideas
involucradas en la propuesta a nivel de conocimientos provisorios, que permite armar un
camino hacia la construccién del concepto de nimero entero. Para ello nos adentramos en un
proceso de cuestionamiento de los objetos matematicos en juego. Explorar las preguntas
¢ COomo atraviesa la provisoriedad a esos objetos? y ¢En qué sentido estamos pensando que se
juega lo provisorio? nos permitié estructurar el contenido de los ejes. Particularmente, dio lugar
al planteo del primero de ellos, “disposicion a la deconstruccion de ideas”. En ese sentido, un
matiz que nos remitid a lo provisorio tiene que ver con el enfoque constructivo de la propuesta.
Asi, cuando se buscé identificar aspectos nodales de la misma susceptibles de dar curso a la
adaptacion, fuimos reconociendo conocimientos provisorios, por ejemplo, las reglas de
calculos entre sumandos y sustraendos como parte de las razones epistemoldgicas de la
estructura creada por la autora. Otro matiz asociado a lo provisorio y més vinculado al segundo
eje conjuncidn/enlace con lo situado, tiene que ver con la incertidumbre generada por el
enfoque mismo de la ensefianza y lo producido en el aula. El trabajo conjunto de abordar la
validez de las afirmaciones que surgieron, a propésito de los problemas y su gestion en el aula,
nos llevo a un andlisis de los alcances y puntos de apoyo de los argumentos que se pusieron en

juego. De esta manera lo colaborativo otorgd legitimidad a lo provisorio imbuido en ambos
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ejes, y a la vez se constituyo en sostén de las practicas de la ensefianza de esta propuesta
adaptada, pues la busqueda de argumentos para pensar intervenciones en el aula sirvio de ayuda
y amplio el accionar docente. Ese andlisis permitio producir lecturas interpretativas en relacion
a lo provisorio involucrado en cada actividad. Mas aun, aport6 claridad en relacion a lo
epistemologico y dejé visible su anclaje en lo algebraico. Es importante destacar que el caracter
singular de estas reflexiones colaborativas no tiene pretensiones prescriptivas sino contribuir
en el estudio de las condiciones (de una ID) para la implementacion en el aula, de manera de
aumentar los margenes de maniobra de los DA en su despliegue (Perrin-Glorian y Baltar
Bellemain, 2016).

El proceso ciclico en la implementacion de la propuesta consolid6 la elaboracion del
segundo eje, conjuncién/enlace con el carécter situado. En ese proceso ciclico, no siempre
lineal, se avanzd y se retrocedio a partir de un ir y venir de lo que anticipamos a priori de las
clases y lo que nos devuelve lo sucedido en el aula. En los encuentros de trabajo, que en muchos
casos se producian a partir de la implementacion que se estaba desarrollando, aparecian
inquietudes en torno a la regulacion de las condiciones matematica/didacticas a priori con los
indicadores sociales, temporales, institucionales, conceptuales que nos devolvia el aula; en
torno a la interpretacion de los sucesos de la clase a proposito de las elecciones efectuadas; en
relacion a si lo pensado previamente aportaria al funcionamiento de esta clase con estos
alumnos; en torno a la vinculacién de los conocimientos matematicos con el quehacer inherente
a esos objetos y la produccién de estos alumnos. Los asuntos del aula nos devolvian més
inquietudes que enriquecieron las discusiones, lo cual nos posibilitd dar lugar entonces a

responder algunas de nuestras preocupaciones iniciales.

El andlisis de los asuntos problematizadores nos permitié captar rasgos sustanciosos
inmiscuidos en nuestro proceso de trabajo conjunto dejando abierto ciertos interrogantes. En
ese sentido, por ejemplo, ocuparnos de la problematica de la evaluacién con sus matices,
también nos abri6 la puerta para intentar considerarla en términos de legitimidad del trabajo
conjunto llevado a cabo. Asi, se desnaturaliza la prueba (entendida como evaluacién), logrando
profundizar el analisis de lo que se permite conocer. Una cierta relacion implicada en la dupla
investigacion/practicas de ensefianza entré en el analisis a proposito de esta problematica.
Cuestiones de la practica de ensefianza, muchas de las cuales vienen de posicionamientos
habituales o de condicionamientos institucionales, dieron lugar a nuevas producciones.
Ahondar en ese camino nos permitiria robustecer la fertilidad del trabajo conjunto para adaptar

una secuencia de actividades producto de una ingenieria didactica. ;Qué aspectos se favorecen?
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¢ Cuales quedan por develar? ; Como favorecer una mirada del proceso con un instrumento que
se sostiene con las normas escolares vigentes? Estas son algunas apreciaciones incipientes que

quedan adn sin saldar.

Creemos que la distincion de los dos ejes de analisis nos brind6 la posibilidad de tomar
conciencia acerca de la complejidad que comprende una multiplicidad de factores incidentes a
la hora de tomar un resultado del terreno de la investigacion didactica para su puesta en aula.
El desafio de enfrentar esa cantidad de variables en un trabajo colaborativo posibilito un cierto
manejo de esa complejidad; lo colaborativo alland el camino en términos de la construccién
del puente entre la investigacion y la ensefianza. El interés de pensar la ensefianza para las aulas
de los DA participantes, proporciond un caracter viable al estudio realizado y entonces ya no
hay analisis hipotético, sino en acto. Los avances en este proceso de trabajo colaborativo nos
muestran una via posible para la construccion de este puente, su profundizacion nos moviliza

a continuar en esta direccion.
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Capitulo 3

La introduccién escolar de los nimeros enteros en un entorno algebraico:

razones y principios que la sustentan

Eva Cid - Universidad de Zaragoza

1. Introduccién

Cuando empecé, a finales de los afios 70 del siglo pasado, mi andadura como profesora de
Educacion Secundaria, me sorprendieron las dificultades de los alumnos en los célculos
algebraicos. Cometian multitud de errores por los que yo no recordaba haber pasado a su edad
y me resultaba muy dificil ponerme en su lugar y tratar de entender a qué logica de
razonamiento se debian. Hay que decir que yo era una licenciada en Matemaéticas y que mi
incorporacion al profesorado, como la de todos los de mi generacion, se produjo después de
unas oposiciones en las que lo Unico que se evaluaba eran nuestros conocimientos matematicos.

Por consiguiente, ingresabamos en la profesion sin haber recibido ninguna formacion didactica.

Pero, no solo tenia un déficit didactico en mi formacion, también tenia un déficit
matematico, a pesar de todo el bagaje cultural que me habia proporcionado mi carrera. Descubri
gue no era capaz de razonar de manera sensata con mis alumnos para tratar de convencerlos de
que su manera de calcular no era correcta. Tuve que esforzarme bastante para entender, siquiera
parcialmente, lo que pasaba. Y asi, después de un tiempo de reflexion, comprendi que los
alumnos suponian que la raiz y la potencia eran distributivas respecto a la suma, de ahi que
escribieran VaZ+b2=a+b 6 (a+b)? =a?+b? que suponian también que la
equivalencia de fracciones se extendia al caso en el que se sumaba un mismo nimero a
numerador y denominador, etc. Afios después lei un articulo de Artigue (1990) en el que
caracterizaba este tipo de comportamientos como un fendmeno de regularizacion formal

abusiva.

Otro tipo de errores tenian una explicacion menos evidente. Cuando mis alumnos
sustituyeron una letra por su valor numérico y escribieron que 3+ 5x =3 +52 =82 =16

mis explicaciones no les convencieron. Para ellos lo 16gico era operar de izquierda a derecha,
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era lo que habian hecho siempre en aritmética, y por lo tanto, primero se hacia la suma y
después el producto. Tuve que analizar cudles eran las reglas que yo seguia al hacer los
calculos. Comprobé que la regla que utilizaba no era, por supuesto, una regla de efectuar los
calculos de izquierda a derecha, sino que habia una jerarquia en las operaciones: primero se
efectuaban las potencias, después los productos y, por ultimo, las sumas y restas, y los
paréntesis se utilizaban para dar prioridad a unas operaciones frente a otras. Yo habia
interiorizado esas reglas sin que nadie nunca me las hubiera explicitado y, desde luego, en los
textos que utilizaba en mis clases no se hablaba de la jerarquia de las operaciones. Ha habido
que esperar hasta comienzos del siglo XXI para que los libros de texto recojan estas reglas.
Esto me hizo entender que para “hacer matematicas” yo utilizaba informaciones de las que ni
siquiera era consciente y nunca habia verbalizado y que esto era un problema en la ensefianza.
Maés tarde, leyendo a Brousseau (1988), me enteré de la distincion entre conocimiento y saber

que da cuenta de ese fendmeno.

Y cuando los alumnos escribian que x — 5+ 3 = x — 8, ;como explicarles que ese
calculo era erroneo? Naturalmente, si dabamos a x un valor, por ejemplo, 20, se comprobaba
que 20 — 54 3 =15 + 3 = 18, mientras que 20 — 8 = 12. Por tanto, esas expresiones no
podian ser iguales. Pero este razonamiento no convencia a mis alumnos. Ellos entendian que si
la primera operacion no se podia hacer, pues hacian la segunda, es decir, la suma entre 5y 3.
Tampoco les afectaban mis afirmaciones de que con las restas no se podia hacer lo mismo que
con las sumas porgue la resta no tenia las propiedades asociativa ni conmutativa. Y cuando les
decia que tenian que considerar que los nimeros eran -5 y +3, es decir, niUmeros enteros,
¢donde estaba el signo que indicaba la operacién que habia entre ellos? También aqui necesité
dedicar un tiempo hasta que comprendi que en algebra no solo se suprime el signo que indica
el producto, sino también el que indica la suma. Por tanto, x — 5+ 3 = x + (—=5) + (+3),
donde el signo que indica la operacion binaria entre nimeros enteros se suprime. Y ¢Como se
distingue un producto de una suma? Pues escribiendo —5 + 3 en el primer caso y (-5)(+3) en

el segundo. Tampoco hablaban de esto los textos escolares de finales del siglo XX.

Poco a poco, mis inquietudes didacticas me llevaron a leer libros y articulos que me
ofrecieran soluciones y a buscarlas por mi misma trabajando en colaboracion con otros colegas.
Finalmente, mi interés creciente por la didactica de las matematicas acabé conduciéndome a
una escuela de Magisterio, donde se formaba a los futuros profesores de Educacién Primaria,
que con los afos se transformo en una Facultad de Educacion que formaba también a los futuros

profesores de Educacion Secundaria.
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Dentro ya del &mbito universitario me planteé hacer una tesis que el profesor Guy
Brousseau de la Universidad de Burdeos I muy amablemente acept6 dirigir, sugiriéndome
como tema el estudio de los posibles obstaculos epistemoldgicos en los nimeros negativos,
tema sobre el que, en aquellos momentos, habia una cierta controversia en la comunidad
francesa de investigadores en didactica de las matematicas. Y, con el tiempo, esta
investigacion, que se describe en parte en este capitulo y afectd también a otros aspectos de la
didactica de los nimeros negativos, termind acercandome a la problematica que plantea la
transicion escolar de la aritmética al algebra y me volvio a conectar con mis intereses iniciales

por las dificultades de los alumnos en el calculo algebraico y la forma de ayudarles a superarlas.
2. Los modelos concretos en la ensefianza de los nimeros negativos

A finales del siglo XX, las investigaciones sobre la didactica de los nUmeros negativos se
centraban en la busqueda de un buen modelo concreto para la introduccion escolar del nimero
enterol. Existia, por supuesto, un nimero significativo de investigaciones® que ponian de
manifiesto las dificultades y errores de los alumnos en tareas que involucraban ndmeros
negativos, o que proponian otras introducciones del nimero negativo que no se basaba en
modelos concretos, pero la idea dominante era que las dificultades de los alumnos se debian a
gue no se habian utilizado adecuadamente los modelos concretos para poner de manifiesto la
estructura algebraica de Z . En este sentido, un gran nimero de publicaciones se referia a

nuevos modelos concretos o0 a nuevas maneras de usar en el aula los ya conocidos.

De hecho, dada la proliferacion de modelos concretos, Janviér (1983) propuso una
clasificacion de dichos modelos que con algunas modificaciones (Cid, 2002) es la siguiente:

Modelo de neutralizacidon. Se basa en las acciones que se pueden ejercer sobre las
cantidades de una magnitud con dos sentidos que se neutralizan entre si: deudas y haberes,
pérdidas y ganancias, entradas y salidas de un recinto o de un medio de locomocién, cargas
eléctricas positivas 0 negativas, puntuaciones positivas 0 negativas, operadores aditivos o

sustractivos, fichas o bloques de dos colores que se neutralizan, etc.

En este modelo la suma se interpreta como una reunion o afiadido de cantidades de

magnitud de uno u otro sentido, seguida del correspondiente proceso de neutralizacion,

1 Momento en el que la institucion escolar afronta por primera vez la ensefianza de los nimeros positivos y
negativos y de las reglas de los signos.

2 En Cid (2004, 2015) puede encontrarse una relacion pormenorizada de las publicaciones sobre propuestas de
ensefianza de los nimeros negativos.
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mientras que la resta, se relaciona con la accion de quitar o separar. Si en el minuendo no hay
suficientes objetos o cantidad de magnitud de un mismo sentido para poder ejercer la accion
de quitar se afladen parejas de objetos o de cantidades de magnitud iguales con los dos sentidos.
Los signos + y — se utilizan por tanto para indicar uno u otro de los sentidos de la magnitud y
también para indicar las acciones de afadir (reunir) o quitar (separar), como es habitual en

aritmética.

Mas dificil resulta la justificacion del orden y el producto de enteros. De hecho, muchas
de las propuestas de utilizacion del modelo concreto se referian Gnicamente a la introduccion
de la estructura aditiva de los numeros enteros. En el caso del orden, es necesario introducir
una condicion adicional, la de “mejor situacion” (—2>—6 porque el que tiene una deuda de 2€ 0
una puntuacién negativa de 2 puntos esta en mejor situacion que el que tiene una deuda de 6€
0 una puntuacion negativa de 6 puntos), y en el caso del producto es necesario interpretar que
uno de los signos se refiere a operacion binaria y el otro al sentido de la magnitud: (-3)(-2)

significa que tengo que quitar tres veces la cantidad de magnitud representado por —2.

Modelo de desplazamiento. Se basa en el desplazamiento a lo largo de un camino en el
que la posicion considerada como inicial no se corresponde con el principio o el final del
camino: personajes u objetos que avanzan o retroceden a lo largo de un camino formado por
casillas adosadas, termometros o escalas de diversas magnitudes, ascensores o escaleras que
bajan a los garajes o suben a los pisos, altitudes por encima o debajo del nivel del mar, afios
antes y después de Cristo, desplazamientos representados por vectores unidireccionales que
actuan sobre posiciones de la recta numérica, etc. Las distintas posiciones se numeran a partir
de la posicion inicial, afiadiendo el signo + 6 — segun que el sentido de recorrido sea uno u otro.
También se cuantifican los desplazamientos, indicando con los signos + o — si se producen en
uno u otro sentido de recorrido. En este modelo, los nimeros enteros pueden indicar tanto

posiciones como desplazamientos.

La suma de enteros se justifica, bien como un desplazamiento aplicado a una posicién
para obtener otra posicion, bien como una composicion de desplazamientos que da como
resultado otro desplazamiento, bien como una composicion de desplazamientos que se aplica
a la casilla cero dando como resultado una nueva posicién, mientras que la resta significa la

operacion inversa de cualquiera de las anteriores.

El orden se establece imponiendo que el sentido de recorrido que se asocia con el signo

+ es prioritario e induce una relacion de orden entre posiciones (una posicion es menor que otra
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porque “estd antes” cuando se recorre el camino siguiendo el sentido positivo). El producto se
interpreta como composicion repetida de desplazamientos para obtener un desplazamiento
resultante al que se le cambia o no el sentido segun que el entero que indica la repeticion sea
negativo o positivo. También puede interpretarse que el desplazamiento resultante se aplica a
la posicion cero y, en ese caso, representa la nueva posicion. Algunos autores incorporan al

modelo el concepto de velocidad positiva o negativa y tiempo pasado y futuro.

La introduccién escolar de los nimeros enteros por medio de modelos concretos se
sostenia en la supuesta similitud de la estructura algebraica de Z con otros sistemas de objetos
que se consideraban familiares a los alumnos 0 mas capaces de despertar su interés. Se suponia
que éstos, a partir de su experiencia con el modelo, podian conjeturar o, al menos, dar sentido
a sus reglas de funcionamiento y, posteriormente, por analogia, extenderlas al conjunto de los

ndmeros enteros.

Pero, ya en los afios de mayor proliferacion de las propuestas de ensefianza basadas en
modelos concretos, se oian voces criticas. Algunas se referian a que la supuesta familiaridad
de los alumnos con los modelos concretos no era tal, sino que exigia un trabajo de aula adicional
para conseguir que el alumno entendiera el funcionamiento del modelo concreto antes de pasar
a establecer su analogia con el conjunto Z. Otras indicaban que los modelos concretos
justificaban eficazmente la suma de enteros, pero en menor medida la resta y con bastantes
dificultades el orden y el producto de enteros. Pero las voces mas discrepantes con la utilizacion
de los modelos concretos se encontraban entre los que habian investigado obstaculos

epistemoldgicos en la historia del niUmero negativo.
3. La nocién de obstaculo epistemoldgico

Segln Brousseau (1983), en la ensefianza es imposible presentar para cada nocion matematica
el conjunto de todas las situaciones en las que ésta interviene, lo que obliga a elegir unas pocas
de entre ellas, un subconjunto de situaciones. Y esa eleccion puede dar lugar a que el alumno
adquiera una concepcion, es decir, un conjunto de conocimientos y saberes® referentes a la

nocion matematica que funcionan con éxito en ese subconjunto de situaciones, pero que no son

% El conocimiento es aquella informacion que permite a un sujeto, enfrentado a una situacion, elegir una estrategia
de resolucion en lugar de otra, siempre que esa posibilidad de eleccion exista y no sea aleatoria. En cambio, el
saber es el instrumento cultural de identificacién y de gestion social del conocimiento. El conocimiento es un
medio de decisidn al nivel de la accion y es propio del sujeto, mientras que el saber es un instrumento al nivel de
la cultura, de la comunicacion, que vive en determinadas instituciones y se manifiesta a través de los textos que
se escriben en su seno. (Brousseau, 1988; Margolinas, 2014).
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eficaces e, incluso, provocan errores al utilizarse en otro subconjunto de situaciones. De manera
que la ampliacion del campo de problemas va a obligar a la concepcion a evolucionar,

modificando alguno de sus aspectos, para adaptarse a las nuevas situaciones.

Pero, podriamos encontrarnos con una concepcion a la que ya no fuera posible hacerla
evolucionar para que asumiera nuevos campos de problemas, en cuyo caso no quedaria mas
alternativa que el rechazo de la concepcion y su sustitucion por otra. En estos casos, en los que
la ampliacién del campo de problemas exige la sustitucion de la concepcion antigua, valida
hasta ese momento, por una nueva y, ademas, el sujeto que la posee se resiste a rechazarla y
trata, a pesar de la constatacion de su fracaso, de mantenerla, de adaptarla localmente, de
hacerla evolucionar lo menos posible, diremos que la concepcion es un obstaculo. Y esta
concepciodn obstaculo (o simplemente obstaculo) se pondra de manifiesto a través de los errores
que produce, errores que no seran fugaces ni erraticos, sino reproductibles y persistentes. Sera

indispensable identificar el obstaculo e incorporar su rechazo a la nueva concepcion.

El error y el fracaso no tienen el papel simplificado que se quiere hacerles jugar a veces. El
error no es solamente el efecto de la ignorancia, de la incertidumbre, del azar, tal como se
cree en las teorias empiristas o conductistas del aprendizaje, sino el efecto de un
conocimiento anterior que tenia su interés, su éxito, pero que, ahora, se revela falso o
simplemente inadaptado. Los errores de este tipo no son erraticos e imprevisibles, se
constituyen en obstaculos. Tanto en el funcionamiento del profesor como en el del alumno,
el error es constitutivo del sentido del conocimiento adquirido. (Brousseau, 1983, p. 171).

Atendiendo a su origen, Brousseau (1983) define los siguientes tipos de obstaculos:

- Obstaculo ontogenético, cuando es una consecuencia de las limitaciones propias del
estado de maduracion neurofisiologica del alumno. El obstaculo lo constituyen
entonces determinados esquemas operatorios 0 modelos espontaneos que aparecen de

forma natural en el curso de su desarrollo psicolégico.

- Obstaculo cultural, cuando es consecuencia de creencias o précticas propias de la

cultura general de una sociedad.

- Obstaculo didactico, cuando la concepcién obstaculo se debe, Unicamente, a las
elecciones didacticas realizadas en el seno del sistema educativo y no es susceptible de

una renegociacion por parte del profesor en el marco restringido de la clase.
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- Obstaculo epistemoldgico?, cuando ese obstaculo se puede rastrear en la historia de las
matematicas y la comunidad de matemaéticos de una determinada época tuvo que tomar

conciencia de él y de la necesidad de superarlo.

Las nociones de concepcion y de obstaculo tienen una repercusion inmediata en la
practica docente. Es importante decidir si los errores que cometen los alumnos estan ligados
por una determinada concepcidén porque eso nos proporcionara pautas de correccién mas
eficaces. Una concepcion saca a la luz las relaciones existentes entre errores distintos y
aparentemente independientes unos de otros, lo que hace concebir la esperanza de que actuando
sobre la concepcion, por medio de la presentacion a los alumnos de un ndmero reducido de
situaciones, se pueda conseguir que los errores desaparezcan sin necesidad de emprender la
tediosa tarea de corregirlos uno por uno. En otras palabras, la consideracion de que distintos
errores pueden ser consecuencia de una misma concepcion abre la puerta a la posibilidad de
erradicarlos con mas éxito por medio de acciones didacticas mas limitadas en el tiempo, pero

mas pertinentes.

También la determinacion de si una concepcion constituye o no un obstaculo y qué tipo
de obstaculo tiene implicaciones importantes en la practica docente. Si la concepcion no es un
obstaculo, el trabajo del profesor debera centrarse en la presentacion de situaciones de
ensefianza que favorezcan su evolucion, mientras que, si lo es, serd necesario atacar esa
concepcion hasta conseguir que el alumno la rechace y esto Gltimo exige acciones didacticas
mucho mas radicales. Ademas, los obstaculos de origen didactico deberian ser evitados
modificando adecuadamente las condiciones de ensefianza, mientras que los de origen
epistemoldgico son inevitables, y la accion del profesor deberd ir encaminada a promover la
ruptura epistemoldgica con la concepcion anterior, es decir, a crear las condiciones didacticas
que permitan al alumno rechazar explicitamente el obstaculo e incorporar su rechazo a la nueva

concepcion.
4. La epistemologia de los nimeros negativos

Aun cuando Brousseau desarrollo sus ideas sobre los obstaculos epistemoldgicos en el contexto
de sus investigaciones sobre los nimeros racionales y decimales, el articulo de Glaeser (1981),

hizo que fijase su atencidn en los numeros negativos. Glaeser, haciéndose eco de las ideas de

# La primera formulacion del obstaculo epistemoldgico se debe a un filésofo de la ciencia: Bachelard (1938).
Brousseau (1976, 1983) la hizo suya y la adapt6, defendiendo su utilidad en el &mbito de la didactica de las
matematicas.
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Brousseau sobre los obstaculos epistemolégicos, hizo una revision historica, de los nimeros
negativos descubriendo, a través de la lectura de algunas fuentes originales, que desde la
primera formulacion de la regla de los signos en la cultura occidental (Diofanto, siglo 111 d.C.),
hubo que esperar hasta muy avanzado el siglo XIX para que aquellos objetos de los que hablaba

Diofanto adquirieran un status como numeros: los nimeros negativos.

Glaeser atribuyd este hecho a la existencia de distintos obstaculos epistemoldgicos que
detallaba en su articulo. Ahora bien, la forma en que el autor interpretaba la nocion de obstaculo
epistemoldgico diferia de la propuesta de Brousseau, hecha en 1976, por lo que este Ultimo, en
un articulo publicado en 1983, la precisé con més detalle, quedando pendiente su utilizacion

para describir la génesis y evolucion historica del nimero negativo, es decir, su epistemologia.

La larga y conflictiva historia de los niUmeros negativos sorprendi6 a la comunidad de
investigadores en didactica de las matematicas por cuanto en los textos de historia de las
matematicas de aquellos afios apenas habia menciones a las dificultades que tuvieron los
matematicos para darles sentido y para incluirlos en su corpus tedrico. De ahi que el articulo
de Glaeser siga siendo referencia obligada para cualquier investigador de la historia o la
didactica de los nimeros negativos.

Una de sus consecuencias es el interés que se desperto por investigar la epistemologia
de los nimeros negativos (Lizcano, 1993; Schubring, 1986, 2014; Gliére, 2007; entre otros),
aun cuando, en general, no se estudiaba en términos de obstaculos epistemoldgicos. En
particular, Lizcano propone que se utilicen los términos negatividad y formas de negatividad
para indicar aquellas nociones que habitualmente se consideran antecedentes histéricos del
nlmero negativo, pero que, en su momento, no fueron entendidas como ndmeros, ni pueden
interpretarse como un proceso continuo que desemboca, inevitablemente en el nimero negativo

actual.

Otra consecuencia fue su influencia en las publicaciones sobre didactica de los nimeros
negativos, dando lugar a investigaciones sobre las concepciones de los alumnos y a criticas
importantes respecto a la pertinencia de utilizar modelos concretos para ensefiar el nimero
negativo. En particular, tanto Glaeser (1981) como Brousseau (1983) consideraban que la
introduccién escolar mediante modelos concretos afianzaba una concepcién del namero
negativo que histéricamente se habia revelado como un obstaculo para llegar al concepto

actual. Sin embargo, aunque se generalizo la referencia a los obstaculos epistemologicos en los
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articulos sobre propuestas didacticas, éstas siguieron planteando mayoritariamente el uso de

modelos concretos.
5. Los obstaculos epistemoldgicos en la negatividad matematica

El estudio pormenorizado de las obras de algunos matematicos relevantes en la historia de las
matematicas permitié a Cid (2000, 2015) caracterizar, de acuerdo con la definicion de
obstaculo propuesta por Brousseau, dos concepciones obstaculo en la epistemologia de la

negatividad matematica:

Primer obstéculo epistemologico: los sustraendos. Es una concepcion que se desarrolla
a lo largo de muchos siglos, practicamente desde el siglo 111 d.C. hasta el siglo XVII. Tiene su
origen en la Arithmetica de Diofanto que es una coleccién de problemas aritméticos resueltos
en los que se buscan numeros que cumplen ciertas condiciones expresadas en términos de
operaciones aritméticas. Los datos son numeros naturales abstractos, es decir, no
contextualizados, lo mismo que las soluciones, aun cuando en este Gltimo caso pueden ser

también razones de nimeros naturales®.

Es aqui donde aparece por primera vez la formulaciéon de la regla de los signos
multiplicativa: Falta multiplicada por falta hace presencia, falta multiplicada por presencia
hace falta. (Citado por Lizcano, 1993, p. 236).

Y ¢Por qué, en un entorno de resolucion de problemas aritméticos, necesita Diofanto
enunciar la regla de los signos? Pues porque el método de resolucion de esos problemas es
algebraico, es decir, esta basado en la existencia de una incdgnita y el planteamiento de la
ecuacién que permite encontrar su valor numérico. De hecho, se considera que la Arithmetica
es el texto fundacional del algebra. Eso si, de un algebra que es una mera técnica de resolucion
de ecuaciones al servicio de la aritmética y cuya justificacion se basa en las propiedades de las
operaciones aritméticas y en la obtencion de resultados validos en el &mbito aritmético.

La Arithmetica es una obra que corresponde al periodo alejandrino tardio de la cultura

griega y estda muy influenciada por las culturas de Egipto y de Oriente Medio. Representa una

5 Un ejemplo del tipo de problemas que resolvia Diofanto puede ser el siguiente: Encontrar dos nimeros tales
que su suma y su producto sean nimeros dados. Una vez enunciado el problema, imponia las condiciones que
garantizaban la existencia de una solucidn en términos de nimeros naturales o razones de naturales: No obstante,
es necesario que el cuadrado de la semisuma de los nimeros a encontrar exceda en un cuadrado el producto de
dichos nameros. Finalmente, fijaba los datos: Propongdmonos pues que la suma de los nimeros forma 20
unidades y que su producto forme 96 unidades, y solucionaba el problema mediante métodos algebraicos (Ver
Eecke, 1959, p. 36-38).
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forma funcional de organizar el saber, una organizacion basada en el uso y validada por él,
tipica de estas Ultimas civilizaciones. Estamos muy lejos del punto de vista axiomatico-

deductivo y geomeétrico de Euclides.

En este contexto, la presencia de la incognita obliga a efectuar operaciones cuyos
términos son a su vez operaciones indicadas. Por ejemplo, la necesidad de simplificar la
expresion 10 — 4(x — 3) exige multiplicar un nimero por una diferencia y efectuar una
diferencia cuando el segundo término es, a su vez, una diferencia. Es decir, la existencia de la
incAgnita obliga a trabajar con operaciones cuyos términos son, a su vez, operaciones
indicadas®. Y, en la practica, esto se convierte en un calculo entre sumandos y sustraendos. La
resolucion algebraica transforma un calculo entre nimeros sin determinacién en un célculo
entre nUmeros que suman o restan. De ahi, la necesidad de definir como se multiplica un

sumando (una “presencia”) por un sustraendo (una “falta”) o dos sustraendos.

Ahora bien, el hecho de que Diofanto desarrolle un célculo con sumandos y
sustraendos, no significa que los acepte como numeros. Todo sustraendo tiene que ir precedido
por un minuendo mayor o igual que él, por un minuendo del que el sustraendo se pueda restar.
Desde el principio identifica los sumandos con los numeros naturales, pero no acepta los
sustraendos aislados como soluciones de las ecuaciones, y menos como nimeros. La razén es
gue no tiene ninguna necesidad de aceptarlos como tales. Los sustraendos son elementos
intermedios del calculo que le ayudan a encontrar la solucion, pero ésta tiene que tener sentido

en el &mbito aritmético y en el pensamiento griego un sustraendo aislado no puede tenerlo.

Segln Lizcano (1993), en la cultura griega los conceptos, en particular los conceptos
matematicos, se obtienen por un proceso de “abstraccion” del mundo sensible. Este proceso
consiste en abstraer, separar determinadas caracteristicas de los objetos o grupos de objetos.
De ahi que los nimeros naturales o razones de nimeros naturales se consideren abstracciones
del mundo sensible que indican la pluralidad de objetos o el “tamafio” de las cantidades de
magnitud y cuyas operaciones y propiedades quedan validadas por el comportamiento de los
conjuntos de objetos o de las cantidades de magnitud cuando se los somete a determinadas
acciones fisicas: afiadir, reunir, sustraer, separar, reiterar, repartir, etc. La aceptacion de los
sustraendos como nUmeros romperia con este sistema de validacion. Ahora sumar ya no

siempre significaria aumentar, ni restar significaria siempre disminuir, ni dividir, repartir, etc.

6 El dlgebra de Diofanto era de tipo retdrico, es decir, utilizaba pocos simbolos y los razonamientos y operaciones
se expresaban en lenguaje natural, pero se enfrentaba a los mismos calculos algebraicos que actualmente se
expresan en lenguaje simbdlico.
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Es ademas una vision estatica del mundo sensible en la que lo “normal” es el reposo y
las cantidades de magnitud se miden sobre objetos inmoviles. Lo opuesto al “ser” es el “no
ser”’, no se concibe una oposicion dinamica entre lo que puede “ser de un modo” o “ser de otro
modo”. En estas condiciones, “sustraer” significa quitar algo que previamente existe para dejar
al descubierto la “diferencia”. Una diferencia negativa no puede ser asumida porque
representaria la accion de “sustraer de donde no hay” y la diferencia, resultado de esa operacion
imposible, perteneceria al &mbito de “lo que no es” o de lo que es “menos que nada”, lo que

también es inadmisible para el pensamiento griego (Lizcano, 1993).
Estamos por tanto ante una concepcion que principalmente se caracteriza por:

- Laexistencia de una negatividad matematica expresada en términos de reglas de calculo
con sumandos y sustraendos, donde los sustraendos son elementos intermedios del

calculo algebraico, que deben desaparecer en las soluciones finales de los problemas.

- La negativa a aceptar los sustraendos como numeros, basada en la interpretacion del
namero y sus operaciones como abstracciones de un mundo sensible en el que no se

concibe mas oposicion que la de “ser” o “no ser”.

- La negativa a aceptar los sustraendos como soluciones de las ecuaciones, basada en la
interpretacion del algebra como una prolongacion de la aritmética, como una aritmética
generalizada en la que los objetos algebraicos tienen que tener sentido en el ambito

aritmético.

Estas caracteristicas permaneceran durante muchos siglos, a pesar de que otros aspectos
de la concepcion evolucionan a lo largo del tiempo:

- Los ndmeros siguen siendo numeros sin determinacion, pero la consideracion de

namero se va ampliando a los racionales y, mas tardiamente, a los irracionales.

- El algebra se convierte en un objeto de estudio en si misma (Al-Khwarizmi, Hisab al-
Jjabr wa’l-mugabalah, siglo IX) y desemboca en una teoria general de ecuaciones, una
vez encontradas las resolventes de las ecuaciones de tercer y cuarto grado (Cardano,
Ars Magna, 1545) y ante los intentos infructuosos por encontrar la resolvente de la
ecuacion de quinto grado. Finalmente, los problemas que afronta el algebra ya no estan
totalmente condicionados por la aritmética, pero sigue interpretandose como una

aritmética generalizada.
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- El algebra retorica inicial se va transformando lentamente en un algebra simbdlica:
Chuquet, en 1484, introduce la notacion de los exponentes; Rudolff, en 1525, propone
el simbolo de la raiz; Stifel, en 1544, populariza lo signos + y —, y utiliza la letra para
indicar la incognita; Recorde, en 1557, introduce el signo =; Vieta, en 1591, propone
utilizar las letras, no solo para indicar incognitas, sino también para denotar parametros,

lo que le permite expresar en forma genérica las ecuaciones; etc. (Kline, 1992).

Pero a medida que el &lgebra se desarrolla y evoluciona hacia una teoria de ecuaciones,
se va haciendo mas evidente la necesidad de admitir las soluciones negativas e imaginarias. Es
entonces cuando la existencia del obstaculo epistemolégico se pone de manifiesto. Cuando la
comunidad matematica sigue negandose a aceptar las soluciones negativas e imaginarias, a
pesar de que la no aceptacion de esas soluciones estd impidiendo el establecimiento de una
teoria de ecuaciones en toda su generalidad, teoria que esta en el punto de mira de los
matematicos de la Gltima época de la concepcion y forma parte de la problematica que estan
interesados en abordar. Y si ocasionalmente las acepta, siente la necesidad de defenderse de las
objeciones que se puedan plantear llamandolas soluciones falsas, absurdas, ficticias,

imaginarias, sofisticas, etc.

Segundo obstaculo epistemoldgico: las cantidades negativas. En esta concepcion, que
se desarrolla entre los siglos XVl y buena parte del siglo XIX, los sustraendos son asumidos
como soluciones de las ecuaciones y como puntos o segmentos orientados de la recta real, pero

se desata una importante polémica acerca de su naturaleza.

El contexto cientifico es ahora muy diferente. La distincion que establece Vieta entre
logistica speciosa y logistica numerosa que le permite separar un algebra que opera con
especies o formas de cosas de un algebra que opera con nimeros (Kline, 1992) abre la puerta
a la modelizacién algebraica de la geometria (Fermat, 1637; Descartes, La Géométrie, 1637) y
del célculo infinitesimal (Newton, los Principia, 1687; Leibniz, Acta Eruditorum, 1684, 1686).
Esto conlleva el desarrollo del concepto de abscisa y la construccion de la recta real. Los
sustraendos ya no solo aparecen como soluciones de las ecuaciones, Sino que empiezan a
entenderse como puntos de la recta real o, al menos, como representaciones de segmentos

orientados con origen en el cero.

Ademas, la aparicion de magnitudes fisicas: fuerza, velocidad, aceleracion, etc., cuya
representacion cuantitativa exige no sélo un ndmero, sino también una referencia a una

direccion y un sentido, lo que terminaria conduciendo a las magnitudes vectoriales, cambia la
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manera de interpretar el mundo sensible. Ya no es un mundo en reposo, sino un mundo
dinamico que acepta la existencia de magnitudes con direccion y sentido, y la incorporacion a
la medida de referencias a dichos aspectos. También contribuye a ello, la aparicion de escalas
para medir las temperaturas, donde el cero ya no significa ausencia de cantidad de magnitud,

sino que es un cero convencional.

Estos cambios facilitan la consideracion de los sustraendos como cantidades negativas
porque pueden ser explicados en términos de medidas de cantidades de magnitud con dos
sentidos (deudas y haberes, etc.) o de magnitudes relativas (temperaturas, etc.). El cero absoluto
de la concepcion anterior se transforma en un cero origen a partir del cual se generan los dos
sentidos de la magnitud o en un cero que representa una cantidad de magnitud convencional,
lo que puede dar sentido a las cantidades menores que cero. Aparecen también las diferencias
orientadas, entendidas como resultado de la accion de comparar, lo que permite interpretar una
diferencia negativa como el resultado de comparar dos medidas cuando la primera es menor

que la segunda.

Se establecen asi las cantidades negativas, tanto racionales como irracionales, que junto
con las cantidades positivas, reciben el nombre de cantidades reales para diferenciarlas de las
cantidades imaginarias que no pueden interpretarse como medidas ni como puntos de la recta
real. Ahora las cantidades negativas se aceptan como soluciones de las ecuaciones, pero eso no
quiere decir que se acepten como numeros. Las cantidades positivas pueden reducirse a
medidas sin determinacién, es decir, a nimeros, pero eso no sucede con las cantidades

negativas. Cauchy lo explica muy bien:

Utilizaremos siempre la denominacion de nimero con el sentido que tiene en aritmética,
haciendo nacer los nimeros de la medida absoluta de las magnitudes y aplicaremos la
denominacion de cantidad a las cantidades reales positivas o negativas, es decir, a los
numeros precedidos de los signos + o — Ademas, nosotros interpretamos las cantidades
como destinadas a expresar crecimientos o disminuciones; de suerte que una magnitud sera
simplemente representada por un ndmero si nos contentamos con compararla con otra
magnitud de la misma especie tomada como unidad, y por ese nimero precedido de un signo
+ 0 —si se la considera como debiendo servir al crecimiento o disminucion de una magnitud
de la misma especie. (Cauchy, Cours d'Analyse, 1821).

Es decir, las cantidades positivas y negativas siguen siendo los sumandos y sustraendos
de la concepcion anterior, pero ahora su estatus ha cambiado: reciben un nombre y tienen

sentido como objetos aislados, aunque su consideracion como numeros sigue en entredicho.

Consideramos que las caracteristicas principales de esta concepcién son:
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- La existencia de una negatividad matematica expresada en términos de cantidades
negativas que actian como elementos intermedios del calculo algebraico, pero que
también se aceptan como soluciones de las ecuaciones y como puntos 0 segmentos
orientados de la recta real, aungque su aceptacion como nimeros sigue generando una

fuerte controversia.

- EIl &lgebra entendida como un dominio propio de las matematicas que trasciende la
aritmética, pero que le debe a esta ultima los principios en los que se basa y el método

de validacion de sus resultados.

- Una vision dinamica de la magnitud que permite incorporar a la medida referencias a
la direccidn y el sentido, pero que sigue considerando el niUmero como resultado de la
medida de cantidades de magnitud en reposo y no puede concebirlo de otro modo. Esto
liga la definicion del numero y el establecimiento de sus operaciones y propiedades a
evidencias observadas en el mundo de los sentidos a las que no se puede objetar.

- La exigencia de una fundamentacion I6gico-deductiva de los objetos algebraicos que

contrasta con la presentacion justificada por el uso, propia de la concepcién anterior.

Esta Gltima exigencia, que en la concepcidn anterior apenas existia, obliga a recurrir a
una fundamentacion logico-deductiva basada, bien en la geometria euclidea, bien en las
acciones fisicas sobre cantidades de magnitud que dan sentido a las operaciones aritméticas
entre medidas, bien en la necesidad de conservar las propiedades de las operaciones aritméticas
cuando se extienden a nuevos objetos algebraicos (lo que Hankel (1867) llam¢ “el principio de
permanencia de las leyes formales”). Pero ninguno de estos modos de validacion es
satisfactorio. El recurso a la geometria euclidea dificilmente permite justificar las cantidades
negativas y los otros dos modos de justificacion son contradictorios entre si, sobre todo en lo

que se refiere a la estructura ordinal y multiplicativa de los nimeros reales.

En efecto, en lo que se refiere al orden, el principio de permanencia de las leyes
formales exige un orden total compatible con las operaciones de suma y producto, mientras
que el recurso a las magnitudes con dos sentidos promueve 6rdenes parciales (uno en el sentido
positivo y otro en el sentido negativo) que obstaculizan la aceptacion del orden total. En cuanto
al producto, desde el punto de vista del célculo algebraico interesa concebirlo como una
operacion interna, pero la justificacion a través de magnitudes relativas o con dos sentidos

conduce, mas bien a una operacion externa en la que uno de los términos hace una funcion de
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escalar. En el caso de las magnitudes relativas aparece también una consideracion de la suma

Ccomo una operacion externa compuesta de una posicion y un desplazamiento.

Los matematicos de la época se debaten entre dos obligaciones. Por un lado, la de
justificar la estructura de cuerpo conmutativo totalmente ordenado propia de los nimeros
reales, derivada de la aplicacion del principio de permanencia de las leyes formales y necesaria
para fundamentar las técnicas de calculo algebraico. Por otro lado, la obligacion de justificar
dicha estructura utilizando para ello referencias al comportamiento de las magnitudes con dos
sentidos 0 magnitudes relativas que queda mucho mejor reflejado en una estructura de espacio
vectorial unidimensional o de espacio afin unidimensional (Cid, 2002). Aunque, por supuesto
estas estructuras son isomorfas al cuerpo de los numeros reales, poner de manifiesto la
estructura vectorial o afin de R no es el mejor camino para justificar una estructura que contiene

dos operaciones internas y un orden total compatible con ellas.

En esta concepcidn, las continuas referencias a la medida y al comportamiento de las
magnitudes siguen generando profundas controversias en torno a la fundamentacion de las
cantidades negativas. Este segundo obstaculo epistemolégico se supera cuando finalmente se

asume:

- Un algebra totalmente independiente de la aritmética en la que las letras se refieren a
objetos abstractos que no tienen por qué ser nimeros y en la que se definen estructuras
algebraicas que no tienen por qué responder a las estructuras algebraicas propias de la
aritmética (Peacock, A treatise on algebra, 1830), lo que conduce al desarrollo del

algebra abstracta y a la proliferacion de diversas estructuras algebraicas.

- Una definicion axiomatica de los nameros (Hankel, Vorlesungen uber die complexen
Zahlen und ihre Functionen, 1867), independiente de los procesos de medida y de la
geometria euclidea, y sin referencias al mundo sensible, lo que permite la
fundamentacion aritmética y algebraica del andlisis y la geometria, abandonando el

recurso a la intuicion geométrica.

La decision final fue aceptar como numeros todos aquellos elementos que se necesitan
para completar Q —en el sentido de que todo subconjunto no vacio de Q acotado superiormente
tenga supremo o que toda sucesion de Cauchy en Q tenga limite—, lo que conduce al conjunto
R. Ademas, se consideraron también numeros todos aquellos elementos que pertenecen a la
clausura algebraica de R, lo que da lugar al conjunto C . De esta manera, con el establecimiento

de los conjuntos numéricos N, Z, Q, R y C, se cubrieron las necesidades de las matematicas

119



Eva Cid

de finales del siglo XIX y los numeros positivos y negativos quedaron subsumidos en los

distintos conjuntos numeéricos.
6. Los obstaculos epistemoldgicos en el aula

La determinacion de obstaculos epistemoldgicos en la historia de las matemaéticas interesa a la
didactica si se constata la pervivencia de dichos obstaculos en el proceso de ensefianza, es decir,
si podemos demostrar o, al menos, mostrar indicios relevantes de la existencia en las aulas de
concepciones obstaculo que tienen puntos en comun con las encontradas en la epistemologia

del nimero negativo.

En este sentido, conviene recordar los efectos del fendmeno de inversién del proceso
de modelizacién matematica (Cid, 2002) que se produce en la ensefianza de las matematicas
elementales. Actualmente, las matematicas se utilizan para modelizar otras muchas ciencias.
En el proceso de modelizacion matematica el objeto de estudio es un cierto sistema fisico o
social acerca del cual se quiere obtener informacion, utilizando para ello el modelo matematico
que lo representa. Pero en la ensefianza de la aritmética elemental en la educacion infantil y
primaria esta relacién entre objeto de estudio y modelo se invierte: el sistema que se modeliza
es la nocion aritmética (la suma y resta de los numeros naturales, por ejemplo) y el sistema
fisico (las situaciones de “afiadir o quitar”, por ejemplo) es el dispositivo mediador, el modelo,
que permite obtener informacién y justificar ante los escolares el comportamiento de la nocion

matematica.

En estas condiciones las nociones aritméticas quedan intrinsecamente ligadas al sistema
fisico que las modeliza y a las experiencias sensoriales de los nifios. Por ejemplo, para un
alumno de primaria “sumar” y “aumentar” es lo mismo porque es inconcebible que después de
un proceso de “afiadir” o de “reunir” se pueda producir una “disminucidén”. Y gracias a este
conocimiento ha podido resolver con éxito muchos problemas aritméticos. Resulta, por tanto,
evidente que esta concepcion del nimero, adquirida a lo largo de muchos afios de ensefianza y
de percepciones personales, va a convertirse en un obstaculo cuando se inicie la ensefianza del
nimero entero, obstaculo que tiene algunos puntos en comun con el primer obstaculo
epistemologico encontrado en la historia de los nimeros negativos y que es inevitable, dado
que la ensefianza de la aritmética elemental no se puede afrontar de otra manera. Es, por
consiguiente, un obstaculo constitutivo del saber, que no se puede soslayar y que debe

superarse.
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Podriamos pensar ahora que la introduccion escolar del nimero entero mediante
modelos concretos ayudaria a superar dicho obstaculo, pero eso es discutible. En primer lugar,
dicha justificacion sigue las pautas de inversion del proceso de modelizacion propio de la
aritmética, ligando el significado, propiedades y operaciones del nimero entero a las acciones
fisicas que se puedan ejercer sobre cantidades de magnitudes relativas o con dos sentidos, lo
que refuerza la consideracion del nimero como medida y las formas de hacer propias de la
aritmética elemental. Ademas, el comportamiento de las magnitudes relativas o con dos
sentidos justifica con dificultad la estructura ordinal y multiplicativa de los nimeros enteros
porgue, como ya hemos comentado anteriormente, tiene una mayor analogia con las estructuras
de espacio vectorial o afin. De hecho la consideracion de la cantidad negativa fue un segundo

obstaculo epistemoldgico a superar para llegar a los actuales conjuntos numéricos.

Naturalmente, no todas las caracteristicas de los obstaculos epistemoldgicos descritos
en la historia van a encontrarse en las concepciones de los alumnos. Por ejemplo, es dificil que
las preocupaciones de los matematicos por la fundamentacion I6gica de los numeros negativos
formen parte de las concepciones de los alumnos. A cambio, en las producciones de los
alumnos nos encontramos con un rosario de errores que indican la pervivencia de la concepcion
sobre los numeros adquirida en la educacion primaria y el intento de encajar en ella el nimero

entero sin necesidad de modificarla, ni mucho menos de rechazarla.

Entre las causas que estan detras de muchos de esos errores’ podemos resefar las

siguientes:

- No se tiene en cuenta la polisemia® del signo —. Los ndimeros enteros se manejan como
si fueran nimeros naturales y el signo — se interpreta slo como indicador de una resta
entre numeros naturales. Si la resta no es efectuable en N, se invierten los términos de

la resta, o bien el signo — se ignora o se transforma.

- Se utilizan indebidamente los modelos concretos, lo que da lugar a errores al efectuar
las operaciones. Por ejemplo, “7 — (-2) es igual a 5 porque restar es ir hacia la

izquierda”.

" En Cid (2004, 2015) puede encontrarse una relacion detallada de las investigaciones sobre dificultades y errores
de los alumnos en la resolucion de tareas en las que intervienen ndmeros negativos.

8 El signo — puede tener tres significados: indica una operacion binaria (significado operativo binario), o bien que
un nimero es negativo (significado predicativo), o bien que un término es opuesto a otro (significado operativo
unario).
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Se confunden las reglas de los signos aditivas con las reglas de los signos
multiplicativas y se gestionan con dificultad expresiones en las que aparecen dos signos

— SUCesivos.

Se reconoce que los nimeros enteros negativos son menores que los positivos, pero la
relacion de orden entre los enteros negativos se establece en el mismo sentido que la de
sus valores absolutos, es decir, aparecen dos 6rdenes parciales sobre la recta real, en

lugar de un orden total, ligados al sentido de recorrido que se sigue al dibujar la recta.

Se evitan los nimeros negativos aislados: datos, resultados de un calculo, soluciones de
una ecuacion, o que figuran al comienzo de una expresion algebraica o numérica.
Frecuentemente, la manera de evitarlos consiste en transformarlos en nimeros positivos

0 en expresar verbalmente su situacion en el contexto del problema.

No se aceptan respuestas que contradigan la relacion existente entre las operaciones
aritméticas y las acciones ejercidas sobre las cantidades de magnitud. Por ejemplo,
“;Puedes encontrar un nimero que sumado a 5 de 2?” “No, porque la suma tiene que

ser mayor”’.

No se concibe que las letras puedan tomar valores negativos. Por ejemplo, “;Qué tipo

de nimero sera / (—x) ?” “Sera un nimero imaginario”.

Se prefieren los métodos de resolucién en N, aun cuando una resolucion en Z sea mas

adecuada para obtener la respuesta a un problema de una manera mas econémica.

Por todo lo dicho, entendemos que hay indicios claros que permiten suponer que la

comprension y manejo del nimero entero se va a ver obstaculizado por las concepciones de los

alumnos sobre el nUmero que les han permitido tener éxito en la resolucion de tareas aritméticas

elementales o por concepciones adquiridas como consecuencia de una ensefianza del nimero

entero basada en modelos concretos.

7. El nimero entero en los textos escolares

A continuacién, analizaremos cémo afrontan los libros de texto® la ensefianza del ndmero

entero y, en particular el rechazo y superacion del obstaculo epistemoldgico. Para ello,

atendemos a los siguientes aspectos:

® Nos referimos a textos escolares espafioles de Matematicas de 1° de ESO (Educacion Secundaria Obligatoria),
curso que corresponde a alumnos de 12-13 afios. Las editoriales consultadas son Anaya, Brufio, Edelvives, Oxford,
Santillana, SM y Vicens-Vives, todas ellas con una fuerte implantacion en el sistema educativo espafiol.
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- La razén de ser de los numeros enteros. La epistemologia nos muestra que la razén
de ser de los numeros negativos y positivos es el calculo algebraico. Es en el entorno de un
calculo en el que algunas de las operaciones no son efectuables donde se pone de manifiesto la
necesidad de sustituir las operaciones entre numeros sin determinacion por las operaciones

entre sumandos y sustraendos, lo que da lugar a la primera forma de negatividad.

Sin embargo, en los textos escolares, el nUmero entero, se introduce en el ambito
aritmético y utilizando con mas o menos énfasis la referencia a los modelos concretos. La razén
que se ofrece a los alumnos para introducir este nuevo objeto matematico es la necesidad de
representar temperaturas, transacciones econémicas, altitudes, ascensores o fechas. Pero esa
necesidad es ficticia. Se puede hablar, y de hecho se habla, de temperaturas por encimay debajo
de cero, de deudas y haberes o de pérdidas y ganancias, de altitudes por encima o debajo del
nivel del mar, de ascensores que suben a los pisos o bajan a los garajes, o de afios antes o
después de Cristo. Unicamente la aparicion de los termémetros digitales ha fomentado

recientemente el uso de nimeros negativos para indicar las temperaturas por debajo de cero.

Podria pensarse que, aunque la referencia al sentido de la magnitud puede expresarse
en el lenguaje comun, esa simbolizacion es necesaria para resolver problemas aritméticos en
los que intervienen magnitudes relativas o con dos sentidos. Los libros de texto asi lo indican

cuando dicen gue estos nuevos numeros permiten resolver problemas como los siguientes:

Un saltador de trampolin se lanza desde una plataforma ubicada a 20 m de altura y
alcanza a sumergirse 5 m bajo el agua. ¢ Qué distancia hay entre el punto inicial y el punto final
de lanzamiento? (SM, 2020, p. 36)

Una estacion de montafia presenta este resumen de la evolucion de sus finanzas a lo

largo de un afio:
Marzo — Junio: Pérdidas de 5675 €/mes.
Julio — Agosto: Ganancias de 4280 €/mes.
Septiembre — Noviembre:  Pérdidas de 3240 €/mes.
Diciembre — Febrero: Ganancias de 9720 €/mes.
¢ Cudl fue el balance final del afio? (Anaya, 2020, p.82)

En el primer enunciado la solucion que esperan los autores del texto es: (+20) —
(=5 =20+5=25m de distancia. En el segundo seria: (—5675) + (+4280) +
(—3240) + (+9720) = —5675 + 4280 — 3240 + 9720 = 5085 € de beneficio anual. Sin
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embargo, esta forma de resolver no deja de ser artificiosa, pues estos problemas se pueden

resolver con mayor economia de medios utilizando los nimeros naturales.

La realidad es que la técnica aritmética de resolucién de problemas consiste en disefiar
un camino operacional que, partiendo de los datos numéricos de que se dispone, nos lleve a las
soluciones buscadas. Y es el sentido que tienen los nimeros dentro del contexto el que permite
decidir en cada momento cuél es la operacion a realizar y entre qué datos. Es por tanto una
resolucion casi permanentemente contextualizada, lo que hace que no sea necesario simbolizar
dicho contexto mas alla de los nimeros que indican el resultado de las medidas absolutas. La
aritmética no justifica la necesidad de introducir los nimeros enteros y mucho menos la
simbolizacion del sentido de la magnitud mediante los signos + y —, que hasta ahora indicaban
las operaciones binarias de suma y resta. La razon de ser que proponen los textos para justificar
la necesidad de introducir el nimero entero no resulta creible ni siquiera para sus autores que,
en cuanto pueden, abandonan los modelos concretos presentados inicialmente para pasar a un

tratamiento formal del tema o casi formal, utilizando como objeto intermedio la recta numérica.

- La justificacion de la estructura algebraica de los nimeros enteros. A pesar de todo
lo que se insistid durante las décadas 80 y 90 del siglo pasado para que se usasen con profusion
los modelos concretos, los libros de texto actuales, o bien recurren a definiciones formales sin
pretender justificar la estructura del conjunto Z, o bien se valen mayoritariamente del modelo
de la recta numérica y los desplazamientos sobre ella. Para justificar el orden y la suma en Z
suelen utilizar el sentido de recorrido de la recta de izquierda a derecha y la composicion de
desplazamientos que traslada la posicion cero a una posicion final pasando por una posicion
intermedia. Algunos libros abandonan ya el modelo de la recta numérica en el caso de la resta
para presentarla como operacion inversa de la suma y bastantes de ellos se olvidan del modelo
de la recta e introducen el producto y cociente de enteros mediante una definicién formal o, en
el caso del producto, como una suma o una resta repetida de numeros positivos o negativos.
Este formalismo puede estar detras de las confusiones entre las reglas de los signos aditivas y

multiplicativas observadas en los alumnos.

Pero el cuasi abandono de los modelos concretos como medio de justificacion de la
estructura de Z no ha sido sustituido por ningin otro método que pueda cumplir ese papel.
Aunque no se explicite, la justificaciéon sigue dependiendo de una concepcion del numero
entendido como resultado de la medida y ligado a las acciones fisicas ejercidas sobre las
cantidades de magnitud. En otras palabras, se sigue incidiendo en aquellas formas de concebir

el nimero que constituyeron el primer obstaculo epistemolégico que los matematicos tuvieron
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que superar para llegar al concepto actual. Y ese obstaculo, constitutivo del saber, se va a
reproducir en el aula porque esa es la concepcion del nimero que el alumno ha adquirido en la
educacion primaria y no hay nada en la ensefianza del nimero entero que promueven los textos

escolares que le ayude a afrontarlo y a superarlo.

No solo los intentos de justificacion basados en modelos concretos contribuyen a
reforzar la concepcion obstaculo, también lo hace la manera de definir las operaciones,
reducidas, a través del valor absoluto, a operaciones entre nimeros naturales con el afiadido de
algunas consideraciones sobre los signos. Y también el hecho de que en ningln caso se
explicitan las diferencias existentes entre las propiedades de los numeros enteros y de los
numeros naturales. La superacién del obstaculo exigiria provocar una ruptura epistemoldgica,
mostrar que la aparicion de los nimeros enteros nos introduce en un mundo cuyas reglas de
funcionamiento ya no se corresponden enteramente con las que estdbamos acostumbrados a

asumir en la aritmética y que eran el instrumento que nos permitia resolver problemas.

Ahora el cero ya no significa la ausencia de cantidad de magnitud, sino que pasa a ser
un cero origen o convencional que permite la existencia de nimeros menores que cero. El
significado prioritario de la resta ya no esta asociado a la accion de quitar o separar sino a la
accion de comparar y se convierte en una diferencia. El resultado de la suma no siempre es
mayor o igual que cualquiera de sus sumandos; el minuendo de una diferencia no tiene que ser
mayor o igual que el sustraendo; el resultado de un producto de factores distintos de cero no
tiene que ser mayor o igual que cualquiera de sus factores; el dividendo de una divisién no
siempre es mayor o igual que el cociente; si un numero es menor que otro al multiplicarlos por
un mismo ndmero no siempre se mantiene el sentido de la desigualdad, etc. No poner de
manifiesto estas diferencias hace creer a los alumnos que las propiedades de N siguen

cumpliéndose en Z.

- El calculo con nimeros enteros y su simbolizacion. La algebrizacion de la aritmética,
resultado de la reforma de la ensefianza de las matematicas llevada a cabo en los afios 60-70
del siglo pasado, trajo como consecuencia que los simbolos que antes eran exclusivos del
ambito algebraico (signos de las operaciones, simbolos de las relaciones, paréntesis, letras, etc.)
pasaron a formar parte del ambito aritmético (Chevallard, 1985a). Por tanto, en la ensefianza
de los numeros enteros, todos ellos se dan por conocidos, y no son objeto de estudio, cuando,

en muchos casos, su significado sufre transformaciones importantes.
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En particular, la utilizacion de los signos + y — como signos predicativos, es decir, como
signos que indican una cualidad del numero, aporta un significado adicional al propio de la
aritmética como signos operativos, indicadores de operacion binaria entre nimeros sin
determinacion. Aparece asi la notacién completa en la que los nUmeros enteros se encierran
entre paréntesis intercalando entre ellos el signo que indica la operacion binaria a realizar. Pero
esta notacion resulta bastante engorrosa y es poco utilizada. Desde el punto de vista algebraico,
la posibilidad de sustituir una diferencia por una suma con el opuesto permite transformar todas
las operaciones en sumas y el signo que indica esa suma se suprime. Por ejemplo, (—3) +
-5-H+4H)-(-3)=(-3)+(-5+(-4)+(+3)= —3—-5—4+ 3, donde todos los
signos son predicativos y el signo que indica la suma como operacion binaria se ha suprimido™®.

De esta manera, se pasa a la notacién incompleta.

Sin embargo, este paso que no es en absoluto trivial, apenas se menciona en los libros
de texto. Algunos textos pasan de la notacion completa a la incompleta sin explicar como lo
hacen. Otros explican que utilizan la regla de supresion de paréntesis precedidos por un signo
+ 0 — sin aclarar cudl es el significado de los signos que permanecen. Ahora bien, el hecho de
que pongan este tipo de operaciones bajo el epigrafe de “sumas y restas combinadas” hace
pensar que estan interpretando dichos signos como operativos, antes que como predicativos.
Esto contribuye a reforzar la interpretacion del calculo en el &mbito aritmético, cuando ahora
es esencial asumir que los calculos se hacen entre nimeros gque estan en todo momento ligados
al signo que les precede. El énfasis inicial en la notacion completa, y las instrucciones que
promueven la supresion de los signos predicativos, en lugar de los signos operativos binarios,
dificultardn posteriormente el célculo algebraico, porque es precisamente el hecho de
considerar que todos esos nimeros estan ligados por una suma lo que nos va a permitir
conmutarlos, asociarlos o neutralizarlos con sus opuestos, segun las necesidades del calculo,

dadas las “buenas” propiedades de dicha operacion.

Otro aspecto que puede tener consecuencias indeseables en el establecimiento de
buenas précticas de célculo algebraico es la algoritmizacién de las técnicas de calculo con
numeros enteros. También aqui continta jugando su papel la tradicion aritmética puesto que la
escuela dedica mucho tiempo a la ensefianza de los algoritmos de las operaciones aritméticas

entre nOUmeros naturales, decimales o fraccionarios. De acuerdo con el modo de hacer

10 También el producto y el cociente se reducen a una sola operacion porque el cociente puede interpretarse como
el producto por el inverso. En este caso, se suprime el signo que indica la operacién binaria, pero se mantienen
los nimeros enteros entre paréntesis.
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aritmético, los textos tienden a algoritmizar las técnicas de calculo que afectan a las expresiones
numéricas, mediante 6rdenes del tipo “suma los positivos, por un lado, los negativos por otro
y después resta los resultados”, o bien “si las operaciones tienen la misma jerarquia, opera de
izquierda a derecha”, obviando toda posibilidad de busqueda del modo mas simple de realizar
las operaciones. Pero las expresiones numéricas son el preludio de las expresiones algebraicas
y el célculo algebraico no es un calculo algoritmico, es un calculo que exige reflexion y toma
de decisiones porque esta regido por principios de economia y de adecuacién al fin que

persigue.

En resumen, entendemos que la transposicion didactica del ndmero entero que

promueven los textos escolares:

- No fomenta la ruptura epistemoldgica necesaria para desligarse de una concepcion que
historicamente ha supuesto un obstaculo epistemoldgico que ha sido necesario
confrontar y superar. Una concepcion superadora del obstaculo es una concepcion
consciente de su existencia y que lo rechaza explicitamente y nada en la génesis del
namero entero que proponen los textos escolares pone de manifiesto que ese obstaculo

exista y, todavia menos, incorpora los medios para su rechazo.

- Transmite unas técnicas de calculo con nimeros enteros que van a constituirse en un
obstéculo didactico para el desarrollo de unas buenas técnicas de célculo algebraico. La
pervivencia de los significados aritméticos de los signos de las operaciones y relaciones,
la reduccion de las operaciones entre nimeros enteros a las operaciones entre nimeros
naturales, la algoritmizacion de las técnicas de célculo con nimeros enteros, el énfasis
inicial en el uso de la notacién completa y la mala praxis en el paso de la notacion
completa a la incompleta, van a obstaculizar el establecimiento de unas técnicas

algebraicas de calculo basadas en la reflexién, la economia y la funcionalidad.
8. El marco tedrico para el disefio de la secuencia didactica

El problema que nos planteamos ahora es el de disefiar una secuencia didactica del nimero
entero, pero para ello necesitamos seguir explicitando el marco tedrico en el que nos
posicionamos: el de la didactica fundamental desarrollada en Francia a partir de los afios 70
del siglo pasado y cuyos mayores exponentes son Guy Brousseau con su Teoria de las
Situaciones Didécticas (TSD) e Yves Chevallard con su Teoria Antropoldgica de lo Didactico
(TAD).

127



Eva Cid

La TSD parte de una concepcion constructivista del aprendizaje, en el sentido
piagetiano, pues considera que el alumno aprende por adaptacién a un medio, fuente de
dificultades y desequilibrios cuya superacion propicia la adquisicion del nuevo conocimiento.
Partiendo de esta hipotesis, Brousseau (1986) sitda en el centro de su teoria la nocion de
situacion a-didactica entendida como la interaccion entre un alumno o grupo de alumnos y un
medio formado por objetos materiales o simbolicos desprovisto de intencionalidad didactica.
El conocimiento surge entonces como una estrategia de adaptacion a ese medio y su pertinencia
y validez debe quedar establecida, no por la autoridad del profesor, sino por su eficacia

adaptativa.

En la TSD se postula incluso que cada conocimiento matematico puede caracterizarse
por una 0 mMas situaciones a-didacticas que preservan su sentido y que reciben el nombre de

situaciones fundamentales. Es mas, se afirma que

(...) “un conocimiento matematico esta definido por las situaciones que lo determinan, esto
es, por un conjunto de situaciones para las que dicho conocimiento es idéneo porque
proporciona la solucién dptima en el contexto de una institucion determinada. Las situaciones
contienen la “razén de ser” del conocimiento que definen, esto es, las cuestiones que le dan
sentido, asi como las restricciones que limitan su uso en una institucion determinada y las
aplicaciones potenciales del mismo”. (Gascén, 2013, p.79).

Brousseau (1982b) introduce también la nocion de variable didactica de una situacion
como aquella caracteristica de la situacion que puede variarse a voluntad del profesor y, segln
los valores que toma, modifica las estrategias de resolucion y en consecuencia el conocimiento
necesario para afrontar la situacion. Se supone que la modificaciéon de las variables de la
situacion fundamental dara lugar a los diferentes sentidos y usos del conocimiento en juego.
Pero, para establecer la sucesion de valores que deben tomar las variables didacticas se necesita
definir un modelo epistemoldgico de referencia (Gascon, 2013, 2014), entendido como un
modelo tedrico de la génesis y evolucidn del conocimiento, que guie la elaboracion de la

secuencia de situaciones fundamentales que caracterizan dicho conocimiento.

Por supuesto, esta exigencia no nos obliga a reproducir la epistemologia del saber que
podemos encontrar en la historia de las matematicas. EI modelo epistemologico de referencia
puede guiar una génesis y evolucion del conocimiento que sea artificial, en el sentido de que
no coincida con la génesis historica, siempre que las razones de ser que ofrezca sean
“verdaderas”, es decir, sean razones ineludibles ligadas a la naturaleza del problema
matematico planteado, y no razones didacticas que respondan a los intereses docentes del

profesor. Segun Gascon (2014), los modelos epistemoldgicos de referencia son modelos
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alternativos que cuestionan los modelos epistemoldgicos de las matematicas dominantes en las
diversas instituciones y sirven como sistema de referencia para abordar fendmenos didacticos.
Esto nos introduce en la dimensién institucional del saber que desarrolla la TAD a través de la
nocion de transposicion didactica.

En la TAD se considera que el saber vive en las instituciones y que al pasar de unas a
otras sufre transformaciones que cambian su naturaleza. En particular, a las transformaciones
que sufre el saber sabio, es decir, el saber depositado en la institucion de productores de dicho
saber, cuando pasa a una institucion de ensefianza y se convierte en saber a ensefiar y saber
ensefiado, se le da el nombre de transposicion didactica (Chevallard, 1985b). El resultado de
esa transposicion puede ser un saber alejado de las necesidades y problematicas que constituyen
su razén de ser y de los usos donde halla su sentido. La medida de la distancia existente entre
el saber sabio y el saber ensefiado nos permite ejercer una vigilancia epistemoldgica sobre el
proceso de ensefianza y, sobre los modelos epistemoldgicos dominantes en la institucion de

productores del saber y en la institucién docente.

Por otro lado, no hay que olvidar que, aunque se ha puesto el énfasis en la situacion a-
didactica, esta se elige con una intencién didéctica muy clara: la de que el alumno construya
un nuevo conocimiento matematico en interaccion con un medio propuesto por el profesor, por
lo que, a su vez, hay que considerarla incluida en una situacion didactica mas amplia entendida

como:

Un conjunto de relaciones establecidas explicita y/o implicitamente entre un alumno o
un grupo de alumnos, un cierto medio (que comprende eventualmente instrumentos y
objetos) y un sistema educativo (representado por el profesor) con la finalidad de
lograr que estos alumnos se apropien de un saber constituido o en vias de constitucién
(Brousseau; 1982a).

Ni tampoco se puede obviar al

(...) alumno como un sujeto institucional cuyos procesos de adaptacion estdn
condicionados no solo por la tarea matematica y las interacciones posibles con el
medio, sino también por su conocimiento de las normas institucionales que

condicionan su relacion con el ensefiante y con el saber (Artigue, 2002).

Y ese condicionamiento institucional viene regido por el contrato didactico, un contrato
que regula “las obligaciones reciprocas del profesor y del alumno, implicitamente aceptadas y

especificas del conocimiento ensefiado” (Brousseau, 1982¢). En una situacion a-didactica el
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contrato didactico cambia y el profesor ya no es un trasmisor de saberes, sino un mediador en
la construccion de conocimientos de sus alumnos. Para empezar, la situacion a-didactica
plantea una dificultad: tiene que ser lo suficientemente cercana al alumno para que éste piense
que la puede resolver con los conocimientos antiguos y, al mismo tiempo, lo suficientemente
alejada para que esta estrategia inicial se revele enseguida ineficaz y obligue al alumno a

modificar y acomodar sus conocimientos para responder a la situacién (Brousseau, 1988).

La funcion del profesor es ahora la de provocar en el alumno las adaptaciones deseadas
mediante una eleccion adecuada de la situacion a-didactica que le propone y conseguir que el
alumno construya el nuevo conocimiento como consecuencia de su accion y retroaccién con el
medio. Al trabajo del profesor para conseguir que el alumno acepte esta responsabilidad se le
da el nombre de devolucioén de la situacion (Brousseau, 1986). Sin embargo, hay que matizar
el rol del profesor en la situacion a-didactica. El profesor no puede quedarse totalmente al
margen, sin intervenir, porque el desarrollo de la situacién le va a obligar, en muchas ocasiones,
a renegociar la devolucion de la situacion, lo que incluso puede afectar a la significacién del

conocimiento en juego (Brousseau, 1982D).

Junto a la devolucidn, la otra funcion del profesor es la de la institucionalizacion
(Brousseau, 1988). Una vez que el alumno adquiere un conocimiento como estrategia de
resolucion en el seno de una situacion a-didactica, ese conocimiento se puede convertir, como
mucho, en un saber de la clase, como consecuencia de la comunicacion y validacion de los
resultados entre los alumnos. Por consiguiente, el profesor debe desarrollar situaciones de
institucionalizacion, es decir, situaciones en las que ese conocimiento o saber de la clase se
sitle en la cultura de la sociedad y se convierta en un instrumento al servicio de la gestién y la
interaccion social. Ademaés, una vez construidos los conocimientos e institucionalizados como
saberes, es necesario que el alumno se ejercite en las técnicas aparecidas como estrategias de
resolucion. Para ello, el profesor debe plantear situaciones didacticas, es decir, situaciones en
las que manifiesta su intencién de que el alumno adquiera un saber que ha sido explicitado de

antemano.

Por altimo, queda por comentar que el disefio de la secuencia didactica se enmarca en
el proceso que se conoce como ingenieria didactica, expresion que hace referencia al trabajo
del ingeniero que, basandose en conocimientos cientificos, elabora prototipos que tiene que
confrontar con una realidad compleja que la ciencia no puede abordar en su totalidad. Si nos
cefiimos al &mbito de la didactica, segun Artigue (1995), los conocimientos cientificos en los
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que se basa el disefio del prototipo, es decir, de la secuencia didactica, suelen hacer referencia

a:
- El andlisis epistemologico de los contenidos contemplados en la ensefianza.
- El analisis de la ensefianza tradicional y sus efectos.

- El andlisis de las concepciones de los estudiantes, de las dificultades y obstaculos

que determinan su evolucion.

- El andlisis del campo de restricciones donde se va a situar la realizacion didactica

efectiva.

- Y, por supuesto, todo lo anterior se realiza teniendo en cuenta los objetivos

especificos de la investigacion (Artigue, 1995, p.38).

A estos andlisis preliminares le sigue el analisis a-priori que contiene una parte
descriptiva y una parte predictiva: se describe la secuencia didactica, basada en un modelo
epistemolodgico de referencia y en la eleccion de los distintos valores que pueden tomar las
variables didacticas de la situacion o situaciones fundamentales, y se predicen los
comportamientos y concepciones de los alumnos, resultado de haber vivido esa secuencia
didactica. Después de la experimentacién de la secuencia didactica, el analisis a posteriori nos
dice si los comportamientos y concepciones observados en la fase de experimentacion
responden a las predicciones hechas en el andlisis a-priori. Si no es asi, la secuencia didactica
tendra que ser reformulada. En cualquier caso, aun cuando una secuencia didactica produzca
los resultados que se esperan de ella en una institucion educativa determinada, eso no garantiza
esos mismos resultados en otra institucion educativa. En cada momento, el prototipo debera
adaptarse a las condiciones y restricciones que impone la institucion en la que se quiera

implementar.

La secuencia didactica que presentamos en los apartados siguientes es un producto de
ingenieria didactica. Los andlisis preliminares realizados en los apartados anteriores nos
permiten delimitar el problema didactico al que nos enfrentamos: el de disefiar una secuencia
didactica del nimero entero que afronte la superacion de los obstaculos epistemologicos, que
evite la aparicion de obstaculos didacticos y que permita al alumno construir una concepcion
inicial del numero negativo que evolucione con facilidad hacia concepciones cada vez mas

cercanas al concepto matematico (Cid, 2015). En los siguientes apartados explicitamos los
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principios epistemoldgicos y metodoldgicos en los que se basa el disefio de la secuencia

didactica, asi como las circunstancias de su experimentacion y los resultados obtenidos.
9. El &lgebra como instrumento de modelizacion

Como ya hemos comentado anteriormente, la razon de ser histdrica del nimero negativo fue el
calculo algebraico y los intentos de crear condiciones de necesidad que justifiquen su
introduccidn escolar en el &ambito aritmético no resultan creibles. Por tanto, entendemos que el
entorno de introduccion de los nimeros enteros debe ser el algebra. Ahora bien, ¢qué algebra?
Porque la consideracion inicial del 4lgebra como un mero célculo al servicio de la aritmética
ha jugado un papel contradictorio en su desarrollo. Desde luego, la estructura algebraica de
sumandos Y sustraendos, base de todo el célculo algebraico, pudo ser establecida gracias al
conocimiento de la estructura algebraica de las operaciones aritméticas. Pero, por otro lado, la
dependencia de la aritmética ha obstaculizado el paso a un algebra abstracta, necesaria para

darle un estatuto numérico a los sustraendos.

Sin embargo, el modelo epistemologico dominante en la institucion escolar es
precisamente el de un algebra entendida como una aritmética generalizada. Segin Gascon
(1993), Bolea (2003) y Ruiz-Munzon (2010) el algebra escolar resalta las similitudes entre la
aritmética y el algebra y trata de presentar la segunda como una continuacion de la primera en
la que no cabe la vision de un algebra cuyos objetivos y técnicas sean radicalmente distintos

de los de la aritmética. Como consecuencia:

- El objetivo inicial del algebra escolar sigue siendo el mismo que el de la aritmética:
encontrar las soluciones numéricas de los problemas aritméticos, en detrimento de un
algebra que busque construir un modelo algebraico del problema que permita estudiarlo
en toda su generalidad.

- Las letras indican siempre incognitas numéricas que hay que determinar y se establece
una distincién absoluta entre los nimeros conocidos y los desconocidos, mientras que
la potencia del algebra viene dada por la utilizacion de letras para indicar, no solo
incognitas, sino también variables, parametros o numeros genéricos, lo que permite
utilizar el célculo algebraico para estudiar tipos de problemas y para demostrar

propiedades.
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- El célculo algebraico se concibe como una simple prolongacién del célculo aritmético,
con la Unica salvedad de que algunos numeros han sido sustituidos por letras cuando,

en realidad, el primero se rige por reglas sintacticas muy diferentes de las del segundo.

- Se desarrolla un aprendizaje formal de distintas técnicas: calcular, simplificar,
desarrollar, factorizar, etc., que impide que los alumnos se enfrenten al problema de

elegir el cdlculo més adecuado, segun el fin propuesto.

Esto nos obliga a buscar un modelo epistemologico alternativo del algebra escolar que
haga muy visible la ruptura epistemoldgica que supone el quehacer algebraico frente al
aritmético, porque s6lo asumiendo esta ruptura podran los alumnos rechazar los obstaculos
epistemoldgicos y evitar los obstaculos didacticos. Por ello, asumimos un modelo
epistemoldgico de referencia basado en la consideracion del algebra como instrumento de
modelizacion algebraico-funcional, en la linea propuesta por Chevallard, Bosch, Gascon y
Ruiz-Munzon®!. Estos autores consideran que el algebra no debe aparecer inicialmente al
mismo nivel que los demés dominios matematicos que se estudian en la escuela (aritmética,
geometria, analisis, etc.), sino como un instrumento genérico de modelizacién de todas las
matematicas que transforma completamente las condiciones del trabajo matematico. EI primer
paso seria la simbolizacion algebraica de la cadena de operaciones aritméticas que resuelve un
problema aritmético, lo que Chevallard Ilama un programa de calculo aritmético (PCA). En
las expresiones algebraicas resultantes las letras pueden tener un papel como variables,
incdgnitas o parametros. Esto convierte los PCA en objeto de estudio a través de las expresiones

algebraicas que los modelizan y amplia el campo de las soluciones posibles.

Ya no se trata solo de encontrar valores numericos que solucionen el problema, sino
que la expresion algebraica, al poner de manifiesto la estructura del PCA, permite simplificarlo
y hacerlo mas eficaz para obtener soluciones numeéricas, relacionarlo con otros PCA y
demostrar propiedades, con lo que se sobrepasa el &mbito de los problemas aritméticos iniciales
(Ruiz-Munzon, 2010). De este modo, se va desarrollando un proceso de algebrizacion que
presenta el algebra como una herramienta que posibilita abordar las cuestiones tedricas que
surgen en distintas areas de la matematica elemental y agrupar las tareas en tipos de problemas,

generalizando los procesos de resolucién (Ruiz-Munzén, Bosch y Gascon, 2015).

11 En Gascon, Bosch, y Ruiz-Munzén (2017) puede encontrarse una relacion detallada de los trabajos y autores
que desarrollan la linea de investigacion del algebra entendida como instrumento de modelizacion.
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Consideramos pues que el algebra entendida como instrumento de modelizacion
algebraico-funcional es un buen lugar para la introduccion del nimero negativo porque, por un
lado, el punto de partida son los problemas aritméticos, lo que permite relacionar la estructura
de sumandos y sustraendos con la estructura de las operaciones aritméticas ya conocida por los
alumnos vy, por otro lado, presenta un algebra que no se reduce a una aritmética generalizada,
lo que ayuda a poner de manifiesto la ruptura epistemologica que supone el paso de la

aritmética al algebra.

Pero la introduccion de los nimeros negativos necesita de determinados objetos
algebraicos cuyas técnicas de manipulacion no se pueden desarrollar hasta que no se dispone
de las reglas de los signos. Esto exige que, a diferencia de lo que sucede en la introduccion
tradicional del algebra escolar, se establezcan momentos distintos para la presentacion de los
objetos algebraicos y para el desarrollo de las técnicas que les afectan. Como consecuencia,
tanto el orden de presentacion de los objetos algebraicos como el momento de aparicién de las
técnicas de manipulacién de dichos objetos quedan condicionados por la necesidad de

introducir los nimeros negativos (Cid, 2015).

Ademas, la exigencia de enfatizar el significado de la diferencia, entendida como
resultado de la accidn de comparar, frente a la resta, entendida como resultado de la accion de
sustraer, imprescindible para dar significado a la diferencia entre nimeros enteros, obliga a
trabajar desde el primer momento la comparacion entre programas de calculo. En cambio, la
introduccién del simbolismo algebraico se lleva a cabo a un ritmo mucho més lento de lo
habitual debido al desconocimiento inicial de las reglas de los signos. Pero esto estd en
consonancia con el desarrollo histérico del simbolismo algebraico, resultado de una labor de
transcripcion que se prolong6 durante bastantes siglos, y con el hecho de que el uso temprano
de los simbolos algebraicos en aritmética ha modificado en parte un significado que hay que

volver a recomponer.
10. EI modelo epistemoldgico de referencia de los nUmeros enteros

El disefio de una secuencia didactica exige tomar muchas decisiones, unas de orden
epistemoldgico que afectan a las caracteristicas de la génesis y evolucion del saber que se va a
poner en juego, y otras de orden didactico que se refieren al tipo de situaciones que se van a
disefiar y los contratos didacticos que se pretende establecer. En este apartado se desglosan las
etapas del modelo epistemologico de referencia (MER) de los nimeros enteros que rige nuestro
disefio (Cid y Bolea, 2010; Cid, 2015; Cid, Mufioz-Escolano y Ruiz-Munzon, 2020).
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10.1 Primera etapa del MER de los nimeros enteros.

En esta primera etapa se plantean problemas aritméticos que se resuelven mediante sumas y
restas, es decir, mediante programas de calculo aditivos. La formulacion simbdlica de estos
programas, en los que algunos datos son desconocidos y deben indicarse mediante letras,
conduce a expresiones algebraicas del tipoa +b+c+d = ..., donde a, b, ¢, d, etc., son nUmeros
positivos o letras que solo pueden tomar valores positivos y que pueden ir acompariadas de un
coeficiente distinto de uno. La necesidad de responder a las preguntas formuladas en los
enunciados de los problemas aritméticos nos obliga a pasar de las sumas y restas entre nimeros

sin determinacion a la composicion de sumandos y sustraendos.

Por ejemplo, si la expresion algebraica que simboliza el PCA que resuelve un problema
esa — 12 — 5, la interpretacion de los signos — como signos operativos binarios entre nimeros
naturales no nos permite simplificar esa expresion pues es necesario obtener el resultado de a
— 12 para poder después restarle 5, y eso no es posible. Hay que pensar en términos de “si al
nimero geneérico a le tengo que restar 12 y después 5 eso equivale a restarle 17” y ese
razonamiento justificaque a — 12 — 5 = a — 17 . Pero eso significa reinterpretar los signos —
como signos que acompafan a un nimero indicando su condicion de sustraendos y la operacion

entre ellos como una composicion de traslaciones®?,

Las técnicas que se desarrollan en esta etapa son las reglas de composicion de sumandos
y sustraendos y de simplificacion de expresiones algebraicas aditivas. Aparecen otros objetos
algebraicos que no son objeto de institucionalizacion ni de desarrollo de las técnicas que les
afectan. Entre ellos: las funciones afines y sus tablas de valores, la funcion afin inversa y las

igualdades entre expresiones algebraicas en su doble vertiente de identidades y ecuaciones.

En esta etapa se afronta el cambio de significado de algunos objetos aritméticos al

convertirse en objetos algebraicos:

- La letra, que en aritmética es una inicial que indica la unidad de medida o el nombre

genérico de los elementos del conjunto cuyo cardinal se busca, ahora indica un cardinal.

- Lossignos +y —, que en aritmética tienen sentido como signos operativos binarios entre

numero sin determinacion e indican que una operacion debe ser ejecutada, pasan a tener

12 Al signo que acompafia a un término indicando que es un sumando o un sustraendo lo llamaremos signo
operativo binario generalizado. Es una acepcién que hoy en dia no se utiliza porque ha sido sustituida por el
significado predicativo del signo, pero que nosotros utilizamos en nuestra secuencia como elemento intermedio
entre el signo operativo binario y el signo predicativo.
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sentido como signos que indican la cualidad de sumando o sustraendo del término

situado a su derecha (signos operativos binarios generalizados).

- Las técnicas de calculo ya no son algoritmicas, como en aritmética, sino que exigen una
reflexion y toma de decisiones que dependen de la funcionalidad del célculo y del
principio de economia que lo rige, fomentando la busqueda de formas sencillas de hacer

los célculos.

10.2 Segunda etapa del MER de los nimeros enteros. En esta etapa se prioriza la diferencia
como resultado de la accidén de comparar frente a la resta como resultado de la accion de
sustraer. Esto introduce las diferencias con signo y su interpretacién como un valor absoluto
que cuantifica la diferencia y un signo que indica que el primer término de la diferencia es
mayor o menor que el segundo término. Se introduce el paréntesis como indicador de la
longitud de un sustraendo. Se sigue imponiendo la restriccion de que algunos de los datos que
intervienen en el problema son desconocidos, lo que da lugar a diferencias entre expresiones
algebraicas. Se reinterpreta el signo — como signo operativo unario (signo que transforma un
sumando en sustraendo y viceversa). Esto conduce a las reglas de supresion de paréntesis y

permite establecer la equivalencia entre expresiones con paréntesis y sin paréntesis.

Las técnicas que se desarrollan son: la comparacion de expresiones algebraicas del tipo
ax + b, con a, b y x pertenecientes a N, el calculo de la diferencia entre dos expresiones
algebraicas y la supresion de paréntesis y simplificacién de expresiones algebraicas que los
contienen. Otros objetos algebraicos que aparecen sin institucionalizarse ni desarrollar las
técnicas que les afectan son las desigualdades entre expresiones algebraicas aditivas,
entendidas, bien como desigualdades que se cumplen para todo el dominio de las variables,

bien como inecuaciones.
Los objetos aritméticos que cambian su significado en esta etapa son:

- La diferencia que ahora se interpreta como el resultado de una comparacion antes que
como el resultado de una sustraccion, lo que permite darle sentido a una diferencia
negativa e iniciar una técnica de comparacion de expresiones algebraicas basada en el

estudio de su diferencia.

- Los signos =, < y > que se reinterpretan como signos de relacién, incidiendo
especialmente en el signo = que en aritmética es simplemente un conector entre una

operacion indicada y su resultado.
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- Laigualdad y la desigualdad, que en aritmética s6lo pueden tener un valor de verdad:
verdadero o falso, mientras que en algebra indican una relacion verdadera o falsa para
todo valor de las letras o una relacion verdadera sélo para determinados valores de las

letras.

10.3 Tercera etapa del MER de los numeros enteros. En esta etapa se incluyen problemas
aritméticos en los que el PCA que los resuelve contiene productos en los que uno de los factores
es a su vez una suma o diferencia. En la expresion algebraica que simboliza el PCA se introduce
el paréntesis como indicador de la longitud de un factor y se pone de manifiesto la importancia
de la propiedad distributiva porque reduce el producto entre un nimero y una suma o diferencia
a un producto entre sumandos y sustraendos, estableciéndose las reglas multiplicativas de los
signos. Se reproduce el calculo de diferencias que ya se habia trabajado anteriormente, pero
con la novedad de que los términos de las diferencias son a su vez productos de niumeros por

una suma o diferencia.

Las técnicas que se desarrollan en esta etapa son: el producto de un sumando o un
sustraendo por una suma o diferencia, el uso de la propiedad distributiva para desarrollar o
factorizar expresiones algebraicas y la simplificacion de expresiones algebraicas aditivo-
multiplicativas, utilizando las reglas de la jerarquia de las operaciones. La aparicion de
expresiones que contienen productos pone todavia mas de manifiesto la diferencia entre las
técnicas aritméticas y algebraicas. La necesidad de tener en cuenta la jerarquia de las
operaciones impide la puesta en practica de reglas algoritmicas como “opera de izquierda a
derecha” o ““separa positivos de negativos”. Ademas, el hecho de que la propiedad distributiva
pueda utilizarse en el sentido de desarrollo o de factorizacion obliga a tener en cuenta la
finalidad del célculo.

10.4 Cuarta etapa del MER de los nimeros enteros. Aparecen ahora los modelos concretos
que se utilizan habitualmente en la introduccién escolar del nimero entero (ganancias y
pérdidas, movimientos a derecha o izquierda, temperaturas, etc.), pero con un tratamiento muy
diferente. El trabajo con los modelos concretos en el ambito aritmético no proporciona una
razon de ser de los nimeros enteros, pues basta una modelizacidn aritmética en términos de
nimeros naturales para encontrar respuesta a las preguntas planteadas. En cambio, la
utilizacion de esos mismos modelos en un contexto algebraico, en el que las reglas de calculo

con sumandos Yy sustraendos ya estan establecidas, permite mostrar la gran ventaja que supone
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representar determinadas cantidades por medio de sumandos y sustraendos: la unificacion de

las férmulas.

Por ejemplo, si damos a las letras valores numéricos positivos y negativos, podemos
calcular la diferencia de temperaturas utilizando una sola formula, independientemente de que
sean temperaturas sobre cero o bajo cero, o la distancia entre dos moviles que parten de un
mismo punto, independientemente de que se muevan en un sentido o en otro. Y esto conduce
a la reinterpretacion de los sumandos y los sustraendos como cantidades positivas y negativas
y, a continuacién, como nuevos nimeros: los niUmeros enteros, y a la consolidacion de un nuevo
significado de los signos + y —: su sentido predicativo. Ya no son signos que indican una
Operacidn, sino signos que indican una “cualidad” de los nimeros. Y los paréntesis asumen una
nueva funcion: la de delimitar los nimeros enteros. Pero la conversiéon de los sumandos y
sustraendos en numeros tiene su contrapartida: propiedades que antes cumplian “todos los
nimeros” y que formaban parte de las estrategias de resolucion de los problemas aritméticos,

ahora ya no son universales y hay que establecer su dominio numeérico de validez.

Las técnicas que se ejercitan en esta etapa son: las operaciones y la ordenacion de
nameros enteros, la obtencion del valor numérico de una expresién algebraica en la que las
letras pueden tomar valores en Z, la comparacion de expresiones algebraicas de primer grado
en Z, estudiando el signo de la diferencia, y la reduccion de la notacion completa en las

expresiones algebraicas a la notacién incompleta.

Hay que advertir también que en este MER de los nimeros enteros se invierte el
recorrido escolar habitual en la presentacion de las notaciones. Se comienza presentando la
notacion incompleta, es decir, la notacion en la que se han suprimido los signos + y — como
indicadores de una operacion binaria entre nimeros naturales o enteros, para terminar,
presentando la notacién completa, es decir, la notacién que conserva los signos + y — como
signos operativo binarios en Z , y mostrando las reglas de paso de la segunda a la primera. La
razon de este cambio es que si se analizan las técnicas de calculo algebraico se observa que se
trabaja siempre con notaciones incompletas y ante una expresion escrita en notacion completa,

se procede, en primer lugar, a transformarla, rescribiéndola en notacion incompleta.
11. La situaciéon fundamental de los nUmeros enteros

El comienzo del algebra, tanto histérico como escolar, se basa en el desarrollo de las técnicas
de resolucion mediante ecuaciones. Sin embargo, nuestra opcion no es la de plantear problemas

aritméticos susceptibles de ser resueltos utilizando ecuaciones, dado que el desconocimiento
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inicial de las reglas de los signos hace muy dificil el desarrollo de una técnica de resolucion de
ecuaciones, sino plantear problemas aritméticos que pueden ser resueltos mediante un PCA,
pero en el que la falta de algin dato impide llevarlo a efecto y obliga a simbolizarlo mediante

una expresion algebraica.

De esta manera la solucion de un problema aritmético ya no sera uno o varios numeros,
sino una expresion algebraica que guarda memoria de las operaciones a realizar y que en su
forma candnica permite dar solucién al problema cuando el dato o datos desconocidos se hagan
patentes, sin necesidad de rehacer todos los razonamientos que llevaron a la constitucion del
PCA ni todas las operaciones que constituyen el programa. Ademas, el estudio de las
expresiones algebraicas que modelizan los programas de célculo aritmético que solucionan los
problemas va a permitir operar en términos de sumandos y sustraendos e iniciar una de las

formas de la negatividad matematica.

Pasamos asi de una actividad de resolucion de problemas a una actividad propia del
algebra: la resolucion de tipos de problemas mediante la obtencion de una o varias formulas
que permiten la resolucién. Esto escenifica mejor la ruptura epistemolégica entre el algebra 'y
la aritmética que es necesario plantear y ademas permite una entrada méas suave en el célculo
algebraico, dejando las técnicas de resolucion de ecuaciones para el momento en que las

técnicas de calculo con nimeros positivos y negativos estén establecidas.

De acuerdo con lo anterior, la situacion fundamental la constituyen problemas
aritméticos donde alguno de los datos que forma parte del programa de célculo aritmético que
resuelve cada uno de ellos es desconocido, lo que impide una solucién numérica y exige una
solucion formulada en términos de una expresion algebraica o de una relacion entre expresiones
algebraicas (Cid, 2015).

Lo que nos permite caracterizar esta situacién como situacion a-didactica es el hecho
de que los alumnos tienen un conocimiento anterior, el calculo aritmético, que les ofrece una
estrategia de base para afrontar la situacién, pero la presencia de las letras va a obligarles a
modificar dichas estrategias, pasando en varias etapas de un célculo entre numeros sin
determinacion a un célculo entre nimeros positivos y negativos. Ahora bien, hay que tener en
cuenta que en la negociacion entre el profesor y los alumnos para que estos acepten la

devolucidn de la situacion, el profesor debe hacer explicitas dos restricciones:

- los datos desconocidos necesarios para resolver el problema aritmético deben

representarse mediante letras y
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- las expresiones algebraicas que intervienen como solucién final del problema deben

quedar lo més simplificadas posibles.

La eleccidn de las variables didacticas de la situacion y de los valores que pueden tomar
viene determinada por las etapas del MER del numero entero anteriormente definido y va a
poner de manifiesto los distintos aspectos del conocimiento que se pretende ensefiar. Son las
siguientes (Cid, 2015):

- Sentido de la situacién: Directo, cuando se trata de encontrar la expresion algebraica
que soluciona un problema aritmético, o inverso cuando se busca el enunciado de un

problema aritmético cuya solucion es una expresion algebraica dada.

- Tipo de solucién: Un valor numérico, una expresion algebraica o una relacién entre

expresiones algebraicas.

- Estructura semantica: Los problemas aritméticos son de una o varias etapas, pero cada
una de ellas puede caracterizarse® como ETE, ECE y TTT, para las situaciones aditivas,

y EEE y ECE, para las situaciones multiplicativas.

- Tipo de expresion algebraica: Aditiva sin paréntesis, aditiva con paréntesis que

encierran sustraendos o aditivo-multiplicativa con paréntesis que encierran factores.
- Tipo de notacién: Completa o incompleta.
- Numero de datos desconocidos: Uno o dos.
- Significado de la letra: Variable, incognita, parametro o numero genérico.
- Dominiodelas letras: No Z.

- Objetos de referencia de la negatividad matematica: Sumandos y sustraendos,

diferencias positivas y negativas, cantidades positivas y negativas, nimeros enteros.

- Significado de los signos + y —: Operativo binario entre nUmeros sin determinacion,
operativo binario generalizado, operativo unario, predicativo u operativo binario entre

ndmeros con determinacion.

Una vez establecida la situacion fundamental y sus variables, ya estamos en condiciones

de disefar la secuencia didactica de los niUmeros enteros, variando adecuadamente los valores

13 De acuerdo con las clasificaciones aditivas y multiplicativas de Vergnaud (1982; 1988), modificadas por Cid,
Godino y Batanero, (2003).

140



La introduccion escolar de los nimeros enteros en un entorno algebraico. ..

de las variables de acuerdo con las etapas definidas en el modelo epistemoldgico de referencia
(Cid y Ruiz-Munzén, 2011; Cid, 2015).

12. La Secuencia Didé&ctica de los Numeros Enteros: descripcion, experimentacion y
resultados

La secuencia didactica disefiada figura en el anexo a este capitulo y consta de seis

secciones:
- Seccion 1. Cémo construir expresiones algebraicas.
- Seccion 2. Como simplificar expresiones algebraicas.
- Seccién 3. Cémo comparar expresiones algebraicas.
- Seccion 4. Como encontrar la diferencia entre expresiones algebraicas.
- Seccion 5. Cémo multiplicar expresiones algebraicas.
- Seccion 6. Como operar los nimeros con signo.

Las secciones 1y 2 corresponden a la primera etapa del MER, las secciones 3y 4 a la
segunda etapa, la seccion 5 a la tercera etapa y la 6 a la cuarta etapa. Cada una de las secciones
contiene situaciones a-didacticas (salvo la seccion 2), situaciones de institucionalizacién y

situaciones de ejercitacion de las técnicas que se institucionalizan.

La secuencia didactica que se presenta en el anexo estd modificada respecto a la
secuencia disefiada inicialmente como consecuencia de la experimentacion realizada durante
los cursos 2008-09 y 2009-10 en el IES (Instituto de Educacion Secundaria) Costa y Llobera
de Barcelona, en los cursos 1° de ESO (alumnos de 12-13 afios) y 2° de ESO (alumnos de 13-
14 afos)**. La duracion temporal aproximada de la secuencia fue de 3 horas de clase para cada
una de las secciones 1, 2, 3y 5; 4 horas de clase para la seccion 4; y 6 horas de clase para la

seccion 6.

La metodologia utilizada en las situaciones a-didacticas fue la de trabajo en grupos
pequefios (grupos de 4 alumnos) con intervenciones puntuales de la profesora®®, en cada uno

de los grupos, cuando era necesario renegociar la devolucion de la situacion. Después se ponia

14 a descripcion detallada de la secuencia didéactica, asi como de la experimentacion realizada y sus resultados
puede encontrarse en Cid (2015).

15 Las clases las impartio la profesora de la asignatura acompafiada de una observadora que registr6 los hechos
sucedidos.
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en comun el trabajo de los grupos y se institucionalizaba el saber de la clase. En cuanto a las
situaciones de ejercitacion de las técnicas, se resolvian individualmente, pero se ponian en
comun enfatizando los principios de economia y funcionalidad de los célculos. Finalmente, los
alumnos tenian que realizar pruebas individuales para controlar los conocimientos y saberes

adquiridos.

A continuacion, desglosamos en funcién de las etapas del MER, tanto los resultados de
la experimentacion observados en el desarrollo de las clases como los observados en la

realizacion de las pruebas individuales:

- Primera etapa (Secciones 1y 2). La mayor parte de los alumnos no tienen inconveniente en
obtener una expresion algebraica como solucion de un problema, reconocen la identidad de las
expresiones algebraicas, aunque se expresen con letras distintas y las utilizan para completar
tablas de valores. Sin embargo, bastantes alumnos siguen resolviendo los problemas en forma

aritmética y solo al final escriben la expresion algebraica que da respuesta al problema.

También aceptan mayoritariamente darles a los signos + y — un significado operativo
binario generalizado en las expresiones aditivas sin paréntesis y reinterpretar las operaciones
de suma y resta de nimeros naturales como composicién de traslaciones. Esto no les impide
cometer bastantes errores de célculo que corrigen por si mismos con rapidez cuando la
profesora les llama la atencion sobre ellos. Por altimo, interiorizan los principios de reflexion
y economia propios del calculo algebraico y un porcentaje importante de alumnos se preocupa
por realizar las simplificaciones y operaciones entre expresiones algebraicas de la manera mas
sencilla posible. Sin embargo, la gestidn del signo = sigue siendo prioritariamente aritmética y
la mayor parte de los alumnos no unen con dicho signo los pasos intermedios en la
simplificacién de expresiones algebraicas. También la falta de buenas técnicas de célculo

mental dificulta la realizacién de los calculos de una manera méas econémica.

- Segunda etapa (Secciones 3y 4). Practicamente todos los alumnos entienden el significado
matematico de la palabra ‘diferencia’ y la relacionan con la comparacion, utilizando
comparaciones de expresiones algebraicas para resolver problemas aritméticos. Un porcentaje
apreciable de alumnos sabe tambien ordenar expresiones algebraicas de primer grado cuando
el sentido de la desigualdad no depende de la variable. En cambio, el nimero de alumnos capaz
de resolver una inecuacién de primer grado es pequefio, aunque la percepcion de que el sentido

de la desigualdad cambia con el valor de la variable es muy general.
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El escollo fundamental se encuentra en el uso de los paréntesis. La mayor parte de los
alumnos no ve la necesidad de encerrar entre paréntesis el sustraendo de una diferencia, lo que
da lugar a un célculo erréneo. Pero tampoco ven la necesidad de modificar los signos de los
términos contenidos en un paréntesis precedido del signo — cuando suprimen el paréntesis; se
limitan a modificar el signo del primer término. Solo el 50% de los alumnos suprimen

correctamente los paréntesis precedidos del signo —, a pesar de la insistencia de la profesora.

- Tercera etapa (Seccion 5). La entrada en la seccion 5 supone una regresion importante. Los
alumnos, que a esas alturas aceptaban con toda naturalidad el uso de letras para resolver
problemas aritméticos, no se sienten autorizados para utilizar la notacion algebraica en un
contexto geométrico: consideran que no pueden dibujar rectangulos sin conocer sus medidas y
que no pueden encontrar soluciones numéricas, las Unicas que consideran vélidas, porque
algunos de los datos son desconocidos. Incluso vuelven a utilizar el signo x para indicar el
producto cuando anteriormente ya lo habian abandonado. Para que acepten la tarea es necesario
que la profesora les asegure que en la férmula del area de un rectangulo se pueden sustituir las
letras por expresiones que contengan otras letras y que el dibujo de un rectangulo es un boceto
para facilitar el razonamiento y que no tiene que responder a medidas precisas. Ademas, los
alumnos habian olvidado la propiedad distributiva, clave para el manejo de las expresiones
aditivo-multiplicativas con paréntesis y fue necesario proponer ejercicios de desarrollo y

factorizacion de expresiones.

A pesar de todo, los alumnos llegan a entender la interpretacion geométrica del producto
de expresiones algebraicas y se desempefian razonablemente bien en la simplificacion de
expresiones aditivo-multiplicativas salvo cuando el nimero que multiplica a un paréntesis va
precedido de un signo —, en cuyo caso una parte de ellos aplican la propiedad distributiva sin

modificar el signo de los términos incluidos en el paréntesis.

- Cuarta etapa (Seccion 6). La experimentacion muestra que la propuesta didactica ha
subestimado el salto epistemoldgico que supone pasar del significado operativo binario
generalizado y operativo unario de los signos + y — al significado predicativo y operativo
binario entre numeros enteros. Las dificultades de los alumnos para pasar de la notacion
completa a la incompleta ponen de manifiesto que no es suficiente el conocimiento sobre como
operar las expresiones algebraicas para deducir las reglas de calculo entre nimeros enteros.
Finalmente, tal como muestran los resultados de las pruebas, alrededor del 80% de los alumnos

pasan correctamente de la notacion completa a la incompleta en las sumas y restas de niUmeros
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enteros, pero es un porcentaje bastante menor el que realiza con correccion los productos y

cocientes de nimeros enteros.

En cuanto al orden, el argumento de su necesaria compatibilidad con la suma no
produce ningun rechazo en el aula y mayoritariamente se asume que el signo de la diferencia
indica el orden entre el minuendo y el sustraendo y los numeros negativos se ordenan
correctamente. Por otro lado, mas de la mitad de los alumnos entienden que la posibilidad de
dar valores negativos y positivos a las variables permite unificar las formulas. Las dificultades
aparecen cuando se intenta encontrar el valor numérico de una expresion algebraica dando un
valor negativo a la variable pues, en un primer momento, nos encontramos con una notacién
completa que adjudica un nuevo papel a los paréntesis y a los signos + y — que hay que aprender

a gestionar.

Por ultimo, los alumnos no ponen mayores reparos en asumir los sumandos Yy
sustraendos o las cantidades positivas y negativas como nuevos nimeros: los nimeros enteros,
pero en lo que se refiere a las diferencias entre las propiedades de los niUmeros enteros y los
nameros naturales, apenas se pudieron tratar por falta de tiempo. Tampoco se hizo apenas
hincapié en la modificacion que sufren las desigualdades entre expresiones algebraicas al tomar
las variables valores en Z, a pesar de lo cual, varios alumnos fueron capaces de resolver
correctamente las dos inecuaciones de primer grado en Z que se plantearon en las pruebas

finales.
13. La modificacién de la secuencia didactica

Como ya comentamos en apartados anteriores, la secuencia didactica del numero entero se
disefia con el objetivo de que afronte la superacion de los obstaculos epistemolégicos, que evite
la aparicién de obstaculos didacticos y que permita al alumno construir una concepcion inicial
del nimero negativo que evolucione con facilidad hacia concepciones cada vez mas cercanas

al concepto matematico (Cid, 2015).

El anélisis a posteriori de la secuencia didactica nos muestra que su puesta en practica
en condiciones normales de aula es factible y que permite poner de manifiesto la ruptura
epistemologica que supone pasar del quehacer aritmético al algebraico y del nimero natural al
nimero entero, lo que favorece la superacion del obstaculo epistemologico. Ademas, el
tratamiento dado a las escrituras algebraicas y el hecho de haber convertido en objeto de estudio

los distintos significados de los signos puede ayudar a evitar obstaculos didacticos.
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Sin embargo, la experimentacion de la secuencia didactica ha puesto de manifiesto
diversas disfunciones que deben ser corregidas. Algunas de ellas se deben a restricciones
institucionales, sobre todo de tiempo, que impidieron, en su momento, desarrollar con el
suficiente detalle algunas partes de la secuencia. Otras se deben a que no se ha estimado en
toda su profundidad la ruptura epistemolégica que supone el paso del calculo con sumandos y
sustraendos al calculo con niumeros enteros. La secuencia didactica que se presenta en el anexo
ya ha sido modificada para tratar de corregir algunas de las disfunciones observadas, pero es
necesario volver a experimentarla y seguir modificAndola hasta conseguir acercarnos mas al

objetivo propuesto.

Por otro lado, esta secuencia didactica es un prototipo que ha funcionado en una
institucion determinada, pero que deberia ser adaptada si se pretende implementarla en
instituciones que responden a caracteristicas institucionales diferentes. En este sentido
agradezco mucho a las profesoras Patricia Detzel y Rosa Martinez'® de la Universidad Nacional
del Comahue (Argentina), asi como a los demas componentes del grupo de investigacion del
que forman parte, sus afios de trabajo analizando esta secuencia didactica, adaptandola a las
condiciones y restricciones de las instituciones educativas argentinas y describiendo su
experimentacién y los resultados obtenidos, en el marco de un proyecto de investigacion

colaborativa.

16 |_as profesoras Patricia Detzel y Rosa Martinez forman parte de un grupo de investigacion colaborativo, de la
Universidad Nacional del Comahue, compuesto ademas por los profesores: Maria Elena Ruiz, Emanuel Issa,
Lucas Colipe, René Morari, Analia Petich, Ethel Barrio, Juan Zambrano y José Cumin.
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ANEXO

1. COMO CONSTRUIR EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Tarea 1. Laura se llevo sus cromos al colegio para jugar varias partidas. En la primera perdid
9 cromos y en la segunda gano 7. ;Cuantos cromos le quedaron después de jugar?

Tarea 2. Un tren sale de Barcelona con cierto nimero de pasajeros y llega a Gerona después
de hacer dos paradas. En la primera parada, bajan 15 y suben 12 pasajeros; en la segunda

parada, bajan 38 y suben 42 pasajeros. ;Con cuantos pasajeros llego el tren a Gerona?

Tarea 3. Completa las tablas siguientes sobre el nimero de pasajeros del tren anterior.

Numero de Numero de Numero de Numero de
pasajeros pasajeros pasajeros pasajeros
que sale de que llega a que sale de que llega a
Barcelona Gerona Barcelona Gerona
427 45
1582 876
a C

Tarea 4. Maria va de compras. Lleva 120 €. Compra primero un pantalon que le cuesta 40 € y

después unos zapatos. Por tltimo, compra un libro por 15 €. ;Cuanto dinero le queda?

Tarea 5. Si Maria nos dice que le han quedado 30 €, ;podemos averiguar cuanto le han costado

los zapatos? ;Y si le quedan 15 €? ;Y si solo le quedan 5 €?

Tarea 6. Un ganadero tiene vacas y ovejas. Las vacas paren 21 crias y las ovejas, 57. Ademas
el ganadero vende 30 vacas y 70 ovejas.

Completa la siguiente tabla en la que se proponen algunos casos particulares y el caso general.

NP inicial

de vacas

NC° inicial

de ovejas

N° inicial de

animales

N° final de

vacas

N° final de

ovejas

N° final de

animales
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80 150

65 120

50

90

Tarea 7. Para cada una de las expresiones algebraicas siguientes, propén un problema que la

tenga como solucion y escribela lo mas simplificada posible.
El) a+5+8-6
E2) b-6-10-4

E3) 12-a-5
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2. COMO SIMPLIFICAR EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Tarea 8. Un chico, al hacer los deberes, tiene que simplificar unas expresiones algebraicas. Lo

hace de la siguiente manera:

@ d-7-4+10=d-3+10=d-13

(b) 27-q-8-8=27-q-0=27—q

(c) 18-5+x+5-8=18+x-8=18-8+x=10+xX
¢ Crees que el profesor le pondra un bien?
Tarea 9. Completa las siguientes frases:

Sumar 5y sumar 2 es lo mismo que

Sumar 5y restar 2 es lo mismo que

Restar 5 y sumar 2 es lo mismo que

Restar 5 y restar 2 es lo mismo que

Tarea 10. Completa las siguientes frases:

Sumar primero 5 y sumar después 2 es lo mismo que primero 2y
después 5.

Sumar primero 5 y restar después 2 es lo mismo que primero 2y
después 5.

Restar primero 5 y sumar después 2 es lo mismo que primero 2 y
después 5.

Restar primero 5 y restar después 2 es lo mismo que primero 2y
después 5.

Tarea 11. Simplifica la siguiente expresion algebraica:
45 —f+g—10+500 +f—-500+ 19 +27 19

teniendo en cuenta que antes de empezar a operar debes leer toda la expresion y analizar qué
operaciones conviene efectuar primero para que el calculo resulte lo mas sencillo posible. Por
ejemplo, observa si un mismo nimero o letra aparece unas veces restando y otras sumando
porque eso permite suprimirlo. Procura también realizar primero aquellas operaciones que dan

lugar a nimeros mas sencillos y més faciles de operar.
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Tarea 12. Simplifica las siguientes expresiones algebraicas, haciendo las menos operaciones

posibles.
El) 30+w-10+12-vVv
E2) h—-25-25+50-7
E3) m-45+44-17+ 18+ 27 -3
E4) 100—a-b-c-80+6
E5) p—-15+85+36+24-35-1
E6) 100 -r—n+48-99-18
E7) 65+84-82-13+15-16-4

Tarea 13. Simplifica las siguientes expresiones algebraicas, haciendo las menos operaciones

posibles.
El) s+72—-67+s+67-48—-72—-5-s+50
E2) 200+ n+m+n+m-50+m
E3) 35-a—-a-a-a—a+60
E4) 3f+ 77 +5f—82 +23 + 82 — 2f
E5) 17p +26 —329-16 + 12q + 3p
E6) 150 — 6y — 6y + 267+ 12y — 66 + 150

E7) 4a—8b—6c—3a+ 18b
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3. COMO COMPARAR EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Tarea 14. Javier tiene cierto numero de cromos, Carmen tiene cinco mas que Javier y Carlos
el doble que Javier. Si Javier y Carmen juntan sus cromos, ¢;tendrén entre los dos mas o menos

cromos que Carlos? ;Quién tiene mas cromos, Javier, Carmen o Carlos? ;Y quién tiene menos?

Tarea 15. Laura tiene 35 € més que Alberto y Clara 20 € menos que Alberto. Van a comprar

un regalo. Indica cuanto dinero les queda despues de comprar el regalo, en los casos siguientes:
a) El regalo cuesta tres veces el dinero de Alberto.

b) El regalo cuesta 24 €.

C) (Podréan pagar el regalo si vale 105 €?

Tarea 16. Al empezar el colegio en septiembre, Maria, Adrian y Luisa tienen el mismo dinero

en su hucha. Entre septiembre y Navidad gastan o reciben las siguientes cantidades:

Maria Adrian Luisa
Recibe 10 € Gasta 5 € Recibe 10 €
Gasta 5 € Gasta 10 € Recibe 5 €
Gasta 15 € Gasta 15 € Recibe 15 €
Recibe 30 € Gasta 35 €

a) ¢Quién tiene mas dinero? ;Quién tiene menos? ¢En cuénto se diferencia de los demas el

dinero que tiene cada uno?

(b) Si al empezar el colegio Maria tiene el doble que Adrian y este 30 € menos que Luisa,

¢puede suceder que dos de ellos acaben con la misma cantidad de dinero?

Tarea 17. Compara las siguientes expresiones, diciendo cudl de ellas es menor o mayor que la

otra.
El) x+1 x—10
E2) p-—7 p-3
E3) 2a+5 3a+12
E4) 25-z 25-2z
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E5) a—4b athb
E6) 3n+5 2n + 30

Tarea 18. Escribe una expresion algebraica que sea mayor y otra que sea menor que cada una

de las expresiones que vienen a continuacion.

E1) b-45
E2) F—27+2r-38+17—r
E3) 33-2a

Tarea 19. Escribe una expresion algebraica que sea
E1l) 6 unidades mayor que y—13
E2) 11 unidades menor que 2c -1
E3) 4 veces mayor que 2n + 3m

E4) 11 veces mayor que 16 — 3a
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4. COMO ENCONTRAR LA DIFERENCIA ENTRE EXPRESIONES
ALGEBRAICAS

Tarea 20. Cuando se calcula mentalmente se procura buscar la forma mas sencilla posible de
efectuar las operaciones. ; COmo haces las siguientes operaciones?
678 + 99 47 + 98 157 - 99 123 + 39 87-29
601 — 103 427 + 397 212 -198 117 - 22
Tarea 21. Coloca los signos + y — que faltan en las siguientes igualdades:
765 - (100-1)=765-99=765_ 100 1
80-(30-1)=80-29=80_ 30 1
141 - (100 +2) = 141-102=141 100 _ 2
92 - (42+3)=92-45=92 42 3
325+ (200-3)=325+197=325 200 3

Tarea 22. 1) Efectla las operaciones siguientes, teniendo en cuenta que las operaciones entre

paréntesis han de hacerse primero.
a) 12— (8-3) b) 12— (8 +3)
c) 12+ (8-3) d) 12+ (8 +3)
I1) Efectua las operaciones siguientes:
e) 12-8-3 f) 12-8+3
g 12+8-3 h) 12+8+3

I11) Completa la siguiente tabla, colocando al lado de las operaciones del apartado 1), las

operaciones del apartado I1) que tienen el mismo resultado.

Apartado | Apartado Il

12 -(8-3)

12- (8 +3)

12+ (8-3)
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12+ (8+3)

Tarea 23. Completa las siguientes frases:

Sumar (a + b) es lo mismo que

Sumar (a—b) es lo mismo que

Restar (a + b) es lo mismo que

Restar (a—b) es lo mismo que

ay b.
ay b.
ay b.
ay b.

Tarea 24. a) Carlos tiene 6 canicas méas que Javier y Enrique 10 canicas menos que Marcos.

Si sabemos que Carlos tiene més canicas que Enrique, ¢cuantas mas tiene?

N° de canicas de Javier

N° de canicas de Carlos

N° de canicas de Marcos

N° de canicas de Enrique

Marcos

Diferencia entre el n® de canicas de Javier y

Enrique

Diferencia entre el n® de canicas de Carlos y

b) ¢Si sabemos que la diferencia entre el nimero de canicas de Javier y el de Marcos es 4, ¢ cuél

serd la diferencia entre el nimero de canicas de Carlos y el de Enrique?

c) Completa la siguiente tabla:

Diferencia entre el n° de canicas

de Javier y Marcos

Diferencia entre el n° de canicas
de Carlos y Enrique

20
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18

24

Tarea 25. Calcula la diferencia entre las siguientes expresiones algebraicas:

i) 7p+3q 2p-2q
i) 4t-6-15 44-3-2
iii) 21 -2m+3-23 +5m 10m —30 +5m + 25

Tarea 26. Escribe expresiones algebraicas siguiendo las instrucciones siguientes. Despueés

simplificalas.

a) A un nimero cualquiera simale 7. El resultado réstaselo a 31 y simaselo a otro ndmero

cualquiera.

b) Multiplica un nimero cualquiera por 3 y réstale 25. El resultado réstaselo al nimero

inicial multiplicado por 9.

c) A 20 réstale un namero cualquiera multiplicado por dos. Al resultado que se obtiene, réstale
la diferencia entre 30 y el nimero cualquiera inicial multiplicado por cuatro. A todo eso, simale
50.

Tarea 27. Simplifica las siguientes expresiones algebraicas:
El) a—(a—-8)+b-8-(a+10)
E2) 17-(4-Xx)+(5-y)—15-2
E3) ¢+ (25-c+15) — (25— c— 15)
E4) 2m — (7 -5m) — (7m + 5)
E5) 2010z — (52 — (10 — 2w))

Tarea 28. Cuando las expresiones algebraicas solo contienen nameros, las operaciones
indicadas en los paréntesis siempre se pueden efectuar. Pero, a veces, es mejor deshacer los

paréntesis sin hacer las operaciones, porque asi el calculo resulta mas sencillo de hacer.
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Efectua los calculos que se indican en las siguientes expresiones algebraicas, decidiendo en
cada caso si es mejor efectuar las operaciones de los paréntesis o deshacerlos sin efectuar esas

operaciones.

a) 45-(371-87)+372-87 Deshacer paréntesis: SI NO
b) 8+ 20— (45-44 +3) Deshacer parentesis: SI NO
c) 13+ (27-20)-(25-10-15) Deshacer parentesis: SI NO
d 5-(4-B3-(2-1))) Deshacer paréntesis: SI NO

e) 4578 + 3127 — 578 — (127 +841 + 512) + 841 + 12  Deshacer paréntesis: SI NO
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5. COMO MULTIPLICAR EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Tarea 29. i) Como ya sabéis, la formula del area de un rectangulo es A = ba, donde b es la

longitud de uno de los lados (base) y a la longitud del otro lado (altura).

b
Si nos dicen que a = 3 cm, ,como expresaremos el area de ese rectangulo?

ii) Si ahora te dicen que en ese rectangulo el lado b aumenta 2 cm, haz un dibujo del nuevo

rectangulo. ¢ Cual serd ahora la longitud de sus lados? ¢ Cuanto habrd aumentado su area?

Tarea 30. a) Aplica la propiedad distributiva a las siguientes expresiones para suprimir los

paréntesis.

i) 10(a—b)
i) 4+5(x+22) I
i) 12(n+ m—4)—5n + 40

b) Aplica la propiedad distributiva en sentido inverso en las siguientes expresiones (Esta

operacion recibe el nombre de “sacar factor comun”).

i) 3t—3v+3z

ii) 5v-10

iii) 24m + 12

Tarea 31. i) Dibuja un rectangulo del que conocemos la longitud de un lado, 4 cm. Si el lado
conocido lo aumentamos en 2 cm y el desconocido lo disminuimos en 1 cm obtenemos un

nuevo rectangulo. Dibuja este segundo rectangulo. Expresa la longitud de los lados de los dos

rectangulos.

ii) ¢Qué pasara con el area del segundo rectangulo?, ;disminuira o aumentara respecto al area

del primer rectangulo?, ¢cuanto?

iii) ¢Que longitud tiene que tener el lado desconocido para que los dos rectangulos tengan la

misma area?
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Tarea 32. A partir de un rectangulo del que conocemos la longitud de un lado, 5 cm,
construimos otros dos rectangulos: uno en el que aumentamos el lado conocido en 3 cm y el
desconocido lo disminuimos en 3 cm, y otro en que disminuimos el lado conocido en 3 cm y

aumentamos el lado desconocido en 3 cm.
a) Haz un dibujo del primer rectangulo.
b) Haz un dibujo del segundo y tercer rectangulos.

c) Encuentra la diferencia entre las areas de los dos ultimos rectangulos. ¢Cuanto tiene que
medir el lado desconocido para que las dos &reas sean iguales?

Tarea 33. Simplifica las siguientes expresiones:
a) 15-4(3x—-5)+2(5-7a)

b) 3p +6q—3(p + 12 + 20q)

c) n(3+7n-6)—m(5—6m +2)

d) 3(6 —5(3b—4 +c) + 10b) + 2(5b — 2¢)

e) 7(56-a)+11(5-a)—-9(5-a)

Tarea 34. Completa las siguientes frases:

Sumar 2(a + b) es lo mismo que 2ay 2b.
Sumar 2(a — b) es lo mismo que 2ay 2b.
Restar 2(a + b) es lo mismo que 2ay 2b.
Restar 2(a — b) es lo mismo que 2ay 2b.

Tarea 35. Tres rectangulos tienen un lado igual que mide 2 cm y sus areas miden 6 cm?, 6 +

2acm?y 6 —4acm?.
a) ¢Cuanto mide el otro lado de cada rectangulo?
b) ¢En cuanto se diferencian los lados distintos de los rectangulos?

Tarea 36. En las siguientes parejas de expresiones algebraicas, indica cuantas veces mayor o

menor es una que otra.
a)36t—4 es veces que 18t-2

b)yém+4n  es veces que 16(2n +3m) —10(2n + 3m)
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c)30c-60+20b e veces  que 2b+3c-6

d) 7(456x —319y) es_ veces__ que 56(456x —319y)
Tarea 37. Efectta las siguientes operaciones de la forma mas sencilla posible:
a) 2(17-4-3)+5-3°

b) (9% - 7%) — (9 - 7)?

c) 47(4-15-35)—17-25

d) 45-5(20 —4(15 - 3(10 - 6)))

e) 8+2:6-56+9-6-4-6

Tarea 38. Escribe expresiones algebraicas siguiendo las instrucciones siguientes. Después

simplificalas.

a) A un numero cualquiera réstale 25. El resultado multiplicalo por 2 y réstaselo a 100. Al
resultado réstale 50.

b) Multiplica un nimero cualquiera por 3 y sumale 2. El resultado vuelve a multiplicarlo por 2

y réstaselo al numero inicial multiplicado por 7.

c) A 10 réstale un nimero cualquiera multiplicado por 5. Multiplica el resultado por 6. Ahora
a 10 sumale el mismo nimero de antes multiplicado por 6 y el resultado multiplicalo por 5.

Resta las dos expresiones obtenidas.
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6. COMO OPERAR LOS NUMEROS CON SIGNO

Tarea 39. Alberto juega a los cromos. En la primera partida pierde tres cromos, en la segunda

no se acuerda de lo que paso, en la tercera gana cinco cromos y en la cuarta pierde cuatro

Cromos.
a) ¢ Cuantos cromos gand o perdi¢?

b) Completa la siguiente tabla:

N° de cromos que gand o perdi6 en la N° de cromos que gané o perdi6 en
segunda partida total
+4
-6
+5
-3

Tarea 40. Después de jugar dos partidas, Alberto solo se acuerda de que en la primera gand

cuatro cromos. Ana también ha jugado a los cromos y sabe que en la primera partida perdi

dos cromos, pero tampoco se acuerda de lo que pasoé en la segunda. Completa la siguiente tabla:

N° de cromos que gané 0 | N° de cromos que gand Diferencia entre el n° de
perdié Alberto en la o perdié Anaen la cromos ganado en total por
segunda partida segunda partida Alberto y el ganado en total por
Ana
a b
+3 -1
-3 +4
+2 +3
-1 -4
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+5 -2

Tarea 41. En las siguientes expresiones las letras indican ganancias o pérdidas en partidas de
cromos. Encuentra el valor numérico de las expresiones, sustituyendo las letras por los niUmeros

que se indican.

El) p—q+10 siendo p=+7y q=+3
E2) 12-x-vy siendo x=-5e y=+8
E3) 2(6-a) siendo a=-4

E4) a-3(b-1) siendo a=2 e y=-6
E5) 3(2-3n)-2(3-m) siendo n=-5y m=1.

Tarea 42. Efectla las siguientes operaciones:
E1) (-200) + (+300) + (~100) + (~100)
E2) (+37)— (-40) — (+23) + (-17)
E3) 8+ 2((-72) — (-12)) -18
E4) (4x —7x) — (2x — 6X) + (5x — 10x)
ES) ((-5) + (-3) - (1)) - ((-5) - (-3) + (-1))
Tarea 43.

Completa las siguientes frases:

Sumar un nimero que suma es lo mismo que dicho namero.
Sumar un nimero que resta es lo mismo que dicho numero.
Restar un nimero que suma es lo mismo que dicho numero.
Restar un nimero que resta es lo mismo que dicho numero.

Tarea 44. a) Dibuja un termdmetro con temperaturas por encima y debajo de cero y encuentra
la diferencia entre las siguientes temperaturas, contando cuantos grados hay que recorrer para

pasar de una temperatura a la otra.
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1) 6 sobre cero y 5 bajo cero
2) 7 sobre cero y 2 sobre cero
3) 3 bajo cero y 8 bajo cero

b) Si llamamos T a la temperatura mas alta y t a la més baja, escribe la diferencia de
temperaturas y utiliza esa formula para encontrar las diferencias en los casos anteriores.

Comprueba si se obtienen con la formula las mismas diferencias que antes.

Tarea 45. Ya sabemos que si una diferencia es positiva significa que el primer término de la
diferencia es mayor que el segundo término. En cambio si la diferencia es negativa eso quiere

decir que el primer término es menor que el segundo.

Calcula las siguientes diferencias y utiliza el resultado para decidir cual de los nimeros es

mayor o menor, escribiendo el simbolo < 6 > entre ellos.

a) (+12) — (+8) +12  +8
b) (+5) - (-10) +5_ 10
C) (-6) — (+2) 6_ 42
d) (-15) - (-3) 15 -3
e) (-11) — (+11) 11 +11
0 (2)-(-6) 2 -6

Tarea 46. Lee el siguiente texto:

Hasta ahora hemos visto unos nuevos objetos matematicos: los ndmeros naturales
precedidos de un signo + 6 —. Sabemos ademés como sumarlos, restarlos y compararlos. En
determinados problemas también nos sirven para dar valores a las letras. En resumen, se
puede hacer con ellos lo mismo que haciamos con los nimeros naturales, asi que vamos a

considerar que estos objetos son también nimeros y les llamaremos NUMEROS ENTEROS.

Los nimeros enteros son numeros naturales precedidos de un signo + 6 —. A los nimeros
naturales precedidos de un signo + se les llama enteros positivos y son equivalentes a los
nimeros naturales. A los nimeros naturales precedidos de un signo — se les llama enteros

negativos.

Se dice que -2 es el opuesto de +2 y que +2 es el opuesto de —2. Por tanto, también se puede

considerar que los numeros enteros son los nimeros naturales con el afiadido de sus opuestos.
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Mas adelante veremos que los nimeros decimales y las fracciones también se pueden ampliar
afiadiendo sus opuestos y obtendremos los NUMEROS RACIONALES.

Tarea 47. a) Ordena de menor a mayor los siguientes nimeros enteros.
+14, -18, +36, +4, -12, -5, -20, +10, +8, 0

b) Ordena de mayor a menor los siguientes numeros enteros.
7, —7, 1500, -3568, —3569, —83, 1, 13, -100, 5

Tarea 48. a) Coloca el signo < 6 > entre las siguientes parejas de expresiones algebraicas,

suponiendo que las letras solo pueden tomar valores positivos.
1) 9-a_  6-a

2) 4g-5__ 49-8

3)z+2__ 2z+5

4Hd_ —d

55\m-2n__ 3m-n

b) Coloca de nuevo el signo < 6 > entre las parejas de anteriores, suponiendo ahora que las

letras s6lo pueden tomar valores negativos.
1) 9-a 6-a

2)49-5__ 49-8

3)z+2 22+5
4 d __ -d
5)m-2n 3m-n

c) En las desigualdades anteriores, si las letras pueden tomar valores positivos y negativos, ¢a

partir de qué nameros o relaciones entre nimeros cambia el sentido de la desigualdad?

Tarea 49. Las propiedades siguientes son ciertas para los nimeros naturales. Indica si también

se cumplen en los nimeros enteros.
1) Los sumandos son siempre menores o iguales que el resultado de la suma.

2) El minuendo de una resta es siempre mayor o igual que el resultado de la resta.
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3) Si los factores de un producto son todos distintos de cero, entonces son menores o iguales

que el resultado del producto.
4) El dividendo de una division es siempre mayor o igual que el cociente.
5) No hay ningun nimero que sea menor que cero.
Tarea 50. Realiza las siguientes multiplicaciones de nimeros enteros.
(+3)(+5)
(+3)(-3)
(=3)(+3)
(=3)(-5)
Tarea 51. Completa las siguientes frases:

Al multiplicar un nimero positivo por un nimero positivo se obtiene un nimero

Al multiplicar un nimero positivo por un nimero negativo se obtiene un numero

Al multiplicar un nimero negativo por un nimero positivo se obtiene un nimero

Al multiplicar un nimero negativo por un nimero negativo se obtiene un niamero

Tarea 52. Completa las siguientes multiplicaciones, escribiendo el nimero que falta.

(+3)( )=+12
nC )=+21
(+5)( )=-15
-6)( )=-24
Tarea 53. Realiza las siguientes divisiones de numeros enteros:
(+12) : (+3)
(+21) : (-7)
(-15) : (+5)
(-24): (-6)
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Capitulo 4

Problematizacion y asuntos que se vuelven problematicos en la ensefianza

de los nimeros enteros. Adaptacion de una propuesta

Patricia Detzel - Maria Elena Ruiz - Ethel Barrio - Lucas Colipe - René Morari

1. Introduccién

En la Universidad Nacional del Comahue desarrollamos a partir del afio 2012 una investigacién
desde una perspectiva colaborativa, con profesores de escuelas secundarias, en la que
estudiamos y adaptamos una propuesta de ensefianza de los nimeros negativos en un entorno
algebraico para su implementacion en aulas de la region (Cid y Ruiz-Munzén, 2011; Cid,
2015).

Esta propuesta que estudiamos y fuimos adaptando para su implementacion?, es una
propuesta constructiva, innovadora y no se corresponde con el modo de presentacion de la
ensefianza habitual referida a este contenido, pues abarca de manera conjunta los numeros
negativos con lo algebraico. En general, los nimeros negativos se introducen en el primer afio
de la escuela secundaria en un entorno aritmético donde inicialmente se definen los numeros
enteros, se establece el orden y luego se abordan las operaciones. Las reglas de calculo de estos
nameros se justifican recurriendo a ciertos modelos concretos (deudas y haberes o pérdidas y
ganancias, juegos con puntuaciones positivas 0 negativas, personas que entran o salen de un
recinto o que recorren un camino con dos sentidos, temperaturas, altitudes por encima o debajo

del nivel del mar, etc.) que acttan por analogia (Detzel, Barrio, Petich y Martinez, 2014).

Durante varios afios, entre investigadores y docentes, nos involucramos para (re)pensar
ajustes de esta propuesta en funcion de los condicionamientos institucionales, dando por
supuesta la validez tedrica de las situaciones en el plano epistemoldgico y cognitivo. Este
camino supuso transitar entre lo que se sabe y se puede ensefiar, y entre lo que se desea ensefiar

pero no se sabe y es necesario aprender. En este sentido, nos cuestionamos como emprender

! La implementacion de la propuesta adaptada se realizo en las aulas de los docentes de escuelas secundarias
participantes del grupo colaborativo.
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este camino, cdmo abordamos los nuevos objetos que emergen de la propuesta, como hacer
explicitas esas rupturas/diferencias en términos de conocimientos matematico-didactico. En
este andar fue necesario, hacia el interior del grupo, un proceso de deconstruccion y una
reconstruccion del conocimiento matematico-didactico que dé lugar a la problematizacion y
comprension de las cuestiones matematicas involucradas en esta propuesta, para poder
implementarla en aulas singulares. Atender estas cuestiones fue una tarea compleja que
demandd mucho tiempo y nos llevd como grupo colaborativo a la bldsqueda de nuevos
significados, que implicd una deconstruccion de ideas, y a discernir puntos claves de la
propuesta que se pusieron en tension con nuestras concepciones. Asi, adentrarnos en este
proceso de deconstruccion y reconstruccion del conocimiento matematico-didactico, que
fundamenta y organiza la accion sobre la ensefianza de los nimeros negativos, nos posibilitd

dotarlos de sentido en un entorno algebraico.

Es compartida por varios investigadores (Sadovsky, Itzcovich, Quaranta, Becerril y
Garcia, 2016, 2019; Perrin-Glorian y Bellemain, 2016; Perrin-Glorian, 2019; Desgagné,
Bednarz, Couture, Poirier y Lebuis, 2001; Bednarz, 2013, 2015; Fiorentini, 2013) y tal como
se expresa con mas detalle en el capitulo 2 de este libro, la necesidad de un estudio conjunto —
entre docentes e investigadores— de propuestas constructivas para la ensefianza de la
matematica, producto de investigaciones que por ser genéricas, deben atender a las condiciones
para ser implementadas en aulas comunes. Se trata de organizaciones matematicas
independientes de los condicionantes del funcionamiento institucional donde los sujetos que
intervienen tienen un caracter genérico. Asi, las situaciones de estas propuestas constructivas
provenientes de la investigacion son modelos para una potencial ensefianza que dan lugar a la
construccién de conocimiento con sentido (Brousseau, 1983, 1986). Por esta razdn, es
necesario entonces estudiar y articular, en el interior del grupo colaborativo, lo genérico con lo
singular, en una dindmica de problematizacion constante, que resulte mas dialéctica con las

practicas de ensefianza en aulas particulares de nuestra zona.

Atender lo singular nos llevé a la construccion de adaptaciones en un proceso de
colaboracion cuyo objeto de estudio son conocimientos matematico-didacticos de los nimeros
negativos en un contexto algebraico. Entendemos que es ahi donde cobran sentido los modos
de funcionamiento de las clases reales, donde se ponen en juego los conocimientos de los
docentes y sus practicas en relacion a este contenido matematico, las maneras de llevar adelante

esta propuesta, su margen de maniobra, las interacciones de los alumnos, entre otras cuestiones.
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De esta manera buscamos integrar aspectos inherentes a la propuesta con el trabajo docente

donde las préacticas de ensefianza cobran un rol fundamental.

Asi, es intencidn de este escrito atender a ciertos interrogantes que se fueron gestando
a lo largo de varios afios en el grupo colaborativo: ¢En qué medida el estudio a priori de las
situaciones genéricas permite contemplar las particularidades del aula? ¢En qué sentido el
trabajo compartido interpela la comprension del proceso de apropiacion de los saberes
mediante la deconstruccién/reconstruccion de los mismos? ;Como lograr una transposicion
didactica que implique el paso del conocimiento de referencia al conocimiento por ensefiar y
al conocimiento realmente ensefiado en la clase? ;Como se da un didlogo genuino entre la
conceptualizacién de los objetos matematicos que emergen de la propuesta y las practicas

habituales?

Para aproximar algunas respuestas a la hora de pensar posibles recorridos en el aula en
relacion a la ensefianza de los nimeros negativos en el &ambito algebraico, presentamos en este
capitulo muchas, pequefias y variadas relaciones que supone un trabajo de deconstruccién y de
reconstruccion del objeto de ensefianza en el interior del grupo colaborativo. De este modo, el
conocimiento matematico-didactico deviene en eje de nuestras discusiones a partir de
problematizar, tanto a los objetos matematicos involucrados en la propuesta estudiada como a
los asuntos derivados del objeto matematico que se vuelven problematicos a la hora de su

implementacion en las clases comunes.

La convergencia de estas cuestiones en los espacios de estudio compartido —la
problematizacion y los asuntos que se vuelven problematicos— abre un didlogo entre lo ideal y
lo posible que nos lleva a un trabajo de reconceptualizacién de los objetos en juego. Es la teoria,
lo genérico, que hace posible analizar situaciones a priori (Perrin-Glorian y Bellemain, 2016);
en nuestro caso, la problematizacion de los nimeros enteros en el &mbito algebraico, y es la
adaptacion de la propuesta y su implementacion la que enfrenta esta teoria con la eventualidad
de lo cotidiano, con la realidad del aula, con lo posible, con lo singular, generando asuntos que

se vuelven problematicos.

Abordaremaos la problematizacion del rol de las expresiones algebraicas en el desarrollo
de las técnicas de simplificacion de algunas expresiones; como asi también en la comparacion
de las mismas. En este sentido hablamos de un proceso de reconceptualizacién de los objetos
pues la propuesta que estudiamos considera que la razon de ser de los numeros negativos viene

dada por el trabajo con el calculo algebraico. Se parte de operaciones aritméticas con nimeros
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naturales ya conocidas por los alumnos y se resuelven problemas contextualizados que hacen
aparecer modelos/expresiones algebraicas. El trabajo con estas expresiones algebraicas permite
que los nimeros naturales comiencen a funcionar como sumandos y sustraendos®. El
tratamiento de como funcionan estos modelos da lugar, por un lado, a las reglas de céalculo
entre sumandos Yy sustraendos y estas nuevas reglas son las que van a justificar las operaciones
con numeros enteros. Por otro lado, reconocer las nuevas concepciones que la propuesta trae
aparejada en referencia al nuevo significado de la resta como diferencia y a la ampliacion del
concepto de numero, abona la idea de por qué el nimero negativo se da en un contexto
algebraico. Estas reconceptualizaciones las desarrollamos en el apartado 2, Problematizacion

de los objetos matematicos inherentes a la propuesta didactica.

Al ser una propuesta constructiva es importante focalizar en los modos de gestion de la
clase y atender los asuntos que se volvieron problematicos a la hora de su implementacion para
anticipar posibles intervenciones, en cada una de las actividades planteadas. Dichas
intervenciones se pensaron de modo que, a partir de las ideas que surjan de la resolucion de los
diferentes problemas se institucionalicen los conocimientos a ensefiar. Sin embargo,
advertimos que no todas las cuestiones matematicas que deberian aparecer, van a surgir de la
interaccion de los alumnos con las actividades que resuelven, hay cuestiones donde es el
docente el que tendra que intervenir para hacerlas explicitas y éste es un tema que toma
importancia, en los espacios de discusién del grupo colaborativo. En el apartado 3,
Problematizacion de asuntos vinculados a la ensefianza, analizamos estas cuestiones que

devienen de la implementacion.

Nuestras conclusiones retoman esos puntos claves que resultaron ejes de nuestras
discusiones a partir de problematizar los objetos matematicos involucrados en la propuesta y
los asuntos que se vuelven problematicos a la hora de su implementacién en las aulas comunes

de la region.
2. Problematizacion de los objetos matematicos inherentes a la propuesta didactica

En la ensefianza habitual vemos que los nimeros enteros y el algebra se presentan como dos
dominios de conocimiento disjuntos. Sin embargo, esta propuesta plantea su introduccion en
forma simultanea, estableciendo un vinculo estrecho entre ambos dominios. Se propone una

introduccién que toma como base conocimientos del calculo aritmético que los estudiantes

2 Son las peculiaridades del céalculo algebraico las que fuerzan a operar con sumandos y sustraendos, en vez de
con ndmeros.
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disponen y se pretende, mediante rupturas, hacerlos evolucionar hacia nuevos conocimientos
algebraicos, los que se constituiran en la base para una nueva concepcion de nimero y para

justificar los célculos en el conjunto de los nimeros enteros.

Esta entrada pone en escena modos de hacer y conceptos algebraicos que en la
ensefianza habitual son objetos de ensefianza en si mismos. Sin embargo, en esta propuesta se
presentan al servicio de otras nociones; es decir, conviven con conocimientos implicitos
vinculados al trabajo con los numeros negativos. El entramado de esa convivencia es una de
las cuestiones que se fue esclareciendo en un proceso de problematizacién permanente en el
grupo colaborativo. Asi, por un lado, la construccion y simplificacion de determinadas
expresiones algebraicas mas que estudiarlas en si mismas, cumplen un rol fundamental en un
recorrido que permite evolucionar de un célculo aritmético a un calculo algebraico y avanzar
en las operaciones de los nimeros enteros. Por otro lado, la comparacion de expresiones, mas
que limitarse al tratamiento de inecuaciones, abre un camino para empezar a dar sentido al

numero negativo como el resultado de una diferencia negativa.

Nos posicionamos en esta problematizacion que permite evidenciar la ruptura necesaria
entre lo aritmético y lo algebraico. Los objetos tales como las letras, los signos + y —, las
técnicas de calculo cambian su significado y emergen asi nuevos objetos algebraicos, exigiendo
una reflexion y toma de decisiones que dependen de su funcionalidad.

2.1 El rol de las expresiones algebraicas

A continuacion, desarrollaremos el rol de las expresiones algebraicas para construir las reglas
de célculo para la suma y el producto de sumandos y sustraendos apoyados en los

conocimientos de los niUmeros naturales.

En la suma. La propuesta didactica propone un trabajo a partir de la manipulacion de
determinadas expresiones algebraicas 0 mas precisamente programas de calculos aritméticos,
PCA3, que permiten poner en juego los diferentes usos y significados de los signos + y — para
construir reglas de célculos para sumandos y sustraendos. Asi, en una primera instancia, se
parte de grupos de problemas del mundo sensible, que dan lugar a crear modelos que son
expresiones algebraicas o PCA, para luego centrar el estudio en el funcionamiento de los

mismos.

3 Chevallard (2005), le da el nombre de programa de calculo aritmético (PCA) a una cadena de operaciones
aritméticas que se realizan a partir de los datos de un problema.
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En principio, serd necesario entonces, habilitar en el aula un trabajo en el que modelos
del tipox — a + b,cona > b yconx, ay b nimeros naturales, posibiliten calculos que permitan
gestionar el paso de expresiones tales como x — 9 + 7 a su forma reducida x — 2. Para ello hay
que crear lazos entre la equivalencia de las expresiones x —9 + 7 y x — 2, apoyada por el
contexto. Por ejemplo, cromos perdidos y ganados con el célculo x — 9 + 7 = x — 2, apoyado
en las reglas restar 9 y sumar 7 es lo mismo que restar 2. Luego, en un proceso de
descontextualizacion donde esos modelos se toman como objeto de estudio, dan la posibilidad
a que emerjan las reglas de célculos entre sumandos y sustraendos y que se constituyan en el
soporte para la operatoria de los nimeros enteros. Es decir, la produccion de una expresion
algebraica y el analisis del desarrollo de los calculos involucrados en la misma, permitira

reemplazar las acciones de subir, bajar, perder, ganar, etc. por las de sumar y restar.

Advertir en este proceso que los significados de los signos + y — cambian segun las
decisiones que se toman en los calculos, nos permitid ir reconociendo, si los procedimientos
de resolucidn se encontraban en un &mbito aritmético o algebraico, mas alla de la presencia o
no de una letra. Por ejemplo, en la expresion 12 —4 — 5+ 4sisehace 12 -4 —-5+4 =8 —
5+4=3+4+4=7, los signos + y — estarian funcionando como operadores binarios entre
numeros y se estarian resolviendo sumas y restas entre niUmeros naturales que asociamos con
un calculo aritmético en el &mbito numérico. Algo similar ocurre, aunque intervenga una letra,
con laresolucionde x + 10 — 3 = x + 7. Sinembargo, si seresuelve 12 —4 -5+ 4 =12 —
5—4+4+4=12—-5=7,lossignos +y — estan funcionando como predicativos indicando una
cualidad del nimero sin signo que acompafian una suma implicita*, que asociamos con un
trabajo mas algebraico. Una vez distinguidos estos dos tipos de célculos, y que tenemos
asumido que estan presentes en el manejo de los numeros negativos, nos preguntamos: ;,Como

se pasa de un calculo aritmético a un calculo algebraico?

Esclarecer esta evolucion, implicé abordar los diferentes significados de los signos +y
— y usos de los paréntesis. Estos diferentes usos y significados muchas veces suelen pasar
desapercibidos en la ensefianza, y no se tiene en cuenta que son conocimientos necesarios para
el dominio de los nimeros negativos. Asi, es bastante comun encontrarse con el uso de reglas

del producto en la resolucion de una operacion que es del &mbito aditivo; es decir, se hace una

* En este caso se esté resolviendo la suma de los términos +12, —4, -5y +4, donde el signo binario, que indica la
suma entre ellos, no aparece. Es una suma no escrita la que habilita ese modo de hacer, la resta entre naturales no
es conmutativa. Reconocer que en este célculo estdn involucradas implicitamente las propiedades asociativa,
conmutativa, existencia del neutro y de los opuestos, propias de la operacion suma de los nimeros enteros, €s lo
que posibilita entrar en un proceso de construccion de dicha operacion.
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transferencia de reglas multiplicativas al campo aditivo, por ejemplo justificar que 4 — (—2)
es 4 + 2 porque menos por menos es mas®. EI manejo de esos signos viene del algebra y la

simplificacion de determinadas expresiones algebraicas pone en evidencia ese funcionamiento.

Habitualmente en la ensefianza se da por supuesto el tratamiento, funcionamiento y
significado de los signos. Por ejemplo, en la escuela primaria los signos + y — indican la suma
y la resta entre nimeros sin signos. Sin embargo, cuando se avanza en la escuela secundaria y
se entra en el algebra, los significados de estos signos son importantes en las técnicas de calculo

algebraico, cuestion que pasa inadvertida y queda a cargo de los estudiantes.

Entendemos que hacernos cargo de esta problematica, es una puerta de acceso a la
comprension e interpretacion de algunas de las dificultades en los aprendizajes de los alumnos

a la hora de manipular los signos, que generalmente suelen traducirse como errores de ellos.

En el producto. Otra idea clave de la propuesta, que también se problematizé en el grupo
colaborativo, fue la construccion de expresiones aditivo-multiplicativa a partir de diferencias
de areas de rectangulos, que dan lugar a las reglas de célculo del producto de los nimeros
enteros. Estas expresiones aditivo-multiplicativas se gestan desde un contexto geométrico.
¢Cual es la ventaja de un contexto geométrico? En particular, los problemas que involucran
areas de rectangulos conllevan a un sentido de la multiplicacion mas alla de la suma reiterada
(ver tareas 29 y 32). Observamos que el célculo de areas de rectangulos en los que la medida
de uno de sus lados se desconoce da lugar a analizar cuando se hace necesario usar paréntesis
en una expresion y a convenir la escritura del producto. En referencia a esta cuestion,
identificamos un tipo de problemas que involucra la comparacion de areas de rectangulos en
las que s6lo varia uno de los lados, lo que permite encontrar y justificar que la diferencia entre
las expresiones corresponde a un nimero. En este caso, el trabajo algebraico encuentra su
apoyo en lo geométrico, pues el dibujo facilita encontrar la diferencia entre las areas de los
rectangulos sin necesidad de expresar las areas: ax y a(x + b) . En esa certeza se gestiona la
construccidn de nuevas expresiones en las que el paréntesis empieza a tener protagonismo (Ver
tarea 29).

Resaltamos expresiones de Cid (2015), en relacion a que el control en el célculo
algebraico esta en la sintaxis, y en este sentido es importante darle un lugar en la ensefianza a

los cadigos de escritura y a los significados de los signos. Asumir que en ax y que en a(x + y)

® El punto 6 del capitulo 3 de este libro: La introduccion escolar de los nmeros negativos..., hace referencia a
este tipo de dificultades y errores.
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hay una operacion cuyo signo no se escribe y que hay nuevas reglas que involucran la propiedad
distributiva forma parte de los conocimientos necesarios para avanzar en el calculo algebraico.
Asi, al ingresar con el producto, se torna fundamental trabajar el uso de los paréntesis y la
prioridad de las operaciones.

A medida que se avanza en la propuesta, se pone en juego hallar la diferencia entre
expresiones del tipo a(x £ b) y c(x = d) con a, x, b, ¢ y d niUmeros naturales y a distinto de c,
lo cual exige lidiar con célculos como a(x + b) — c(x *+ d), donde la propiedad distributiva
tiene un rol fundamental. El estudio del funcionamiento de estas expresiones habilita la gestion
de una operacion entre paréntesis multiplicada por un sumando o un sustraendo. Se propone,
trabajando primero con la propiedad distributiva y la supresion de paréntesis a partir de la
creacion y manipulacion de los PCA, llegar a construir la regla de los signos para la

multiplicacion.

Reconocemos la importancia de abordar este trabajo siendo conscientes de que aqui
también se pone en tension un “hacer aritmético” que persiste y encuentra un limite en estos
nuevos calculos, de modo similar a lo que ocurre con las reglas para sumar. La basqueda de las
diferencias entre las expresiones indicadas anteriormente, obliga a célculos que deberan
evolucionar de aplicar la propiedad distributiva entre nimeros naturales (ya conocida), hacia
una propiedad distributiva entre sumandos o sustraendos. Las reglas de calculo para la sumay
la resta, construidas anteriormente, se constituiran en el soporte para llevar a cabo este proceso.
El asunto es vincular las expresiones donde el sustraendo esté constituido por el producto de
un namero por una suma o diferencia como por ejemplo 8(b — 3) — 2(b + 3), con las que se
reducen a sumas de sumandos y sustraendos como 8b — 24 — 2b — 6. Asi, afirmandose en
conocimientos disponibles como son la propiedad distributiva entre naturales y la regla “resta
de una suma”® se da lugar a una nueva técnica que permitira resolver el producto de un sumando

0 sustraendo por una suma o diferencia.

Hasta aqui hemos abordado la construccion de nociones que la propuesta tiene en
términos de problematizacion, haciendo posible avanzar en los calculos manipulando los
numeros negativos a nivel implicito y buscando reflexionar para dar razones acerca de por qué
se hace lo que se hace, con una mirada méas amplia de la matematica que se ensefia, frente a la

presentacion ostensiva en la ensefianza tradicional. Ahora nos preguntamos, ¢En qué otros

6 Para resolver, por ejemplo, x—(2y+6) se concibe como la resta de una suma y se usa la regla de calculo: Restar
a+b es lo mismo que restar a 'y restar b. Para ampliar esta idea ver tarea 23 del ANEXO en el capitulo 3 de este
libro.
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aspectos los objetos algebraicos juegan un rol importante a tener en cuenta para la construccion

del niimero entero?

Nos abocaremos a analizar las nuevas concepciones que emergen en esta propuesta y
que fueron también motivos de problematizacion en el grupo colaborativo. Estas son, la
concepcidn de la resta entendida como una diferencia y la ampliacion de la idea de nimero no

asociada a las magnitudes.
2.2 Las nuevas concepciones

Atender el recorrido que presenta la propuesta implica emprender cambios/ampliaciones en
términos de ideas matematicas involucradas. Por un lado, este andar conduce un cambio del
significado aritmético de la resta como sustraccion, vinculada a la accion de quitar, al
significado algebraico de la resta como diferencia. Por otro lado, la nocion de numero se amplia
pues deja de estar asociada a las magnitudes.

La resta como diferencia es el resultado de una comparacion entre los cardinales de dos
conjuntos en un orden establecido que informa en cuanto es mayor o menor uno que otro. Por
ejemplo, si A tiene una cantidad x y B tiene una cantidad y, la diferencia entre lo que tiene A'y
lo que tiene B es la cantidad x — y ; es decir, que A tiene x — y elementos mas/menos que B.

¢Como se presenta en la propuesta para cargar de sentido esta hueva concepcion de diferencia?

El trabajo con expresiones algebraicas permite marcar cierta distincion con el algebra
en relacidn a la aritmética y asi, aceptar objetos que en aritmética no tienen sentido. En algebra
es frecuente que no pueda establecerse de antemano cudl de los términos de una resta es mayor,
y es por eso que una diferencia negativa tiene sentido. Reinterpretar la resta como diferencia
da esa posibilidad y contribuye a dar sentido al nimero negativo ligado al algebra y con la
propiedad de ser menor que cero. De este modo, el calculo de diferencias de expresiones hace
viable una nueva concepcion de nimero que se desprende de un trabajo algebraico. Asi, un
naimero negativo serd el resultado de una diferencia en la que el minuendo es menor que el

sustraendo.

Concebir este sentido de resta, permite construir las reglas de calculo’ para multiplicar

sumandos y sustraendos y las de operacion de operacion®, dando lugar a presentar los niimeros

" Las reglas de calculos para la multiplicacion se trataran en la tarea 34 del ANEXO en el capitulo 3 de este libro.
8 Las reglas de calculo de operacion de operacion se trataran en la tarea 23 del ANEXO en el capitulo 3 de este
libro.
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negativos en un ambito algebraico, desvinculado de las magnitudes. Al respecto Cid (2015)
plantea que estos ndmeros no se construyen histéricamente sobre la base de necesidades
extramatematicas, sino que surgen por necesidades internas a la matematica ligada a una mejor

gestion del célculo algebraico.

Tanto la concepcidén de numero asociada a las magnitudes, como la idea de resta
vinculada a la accion de quitar, son ideas que obstaculizan la construccién del nimero negativo.
En este sentido, Cid, Godino y Batanero (2003), explican que bajo esta concepcidn, el cero
indica la ausencia de cantidad de magnitud, por lo que no puede haber nimeros menores que
cero; la suma se asocia con acciones de afiadir o reunir, por lo que el resultado tiene que ser
mayor o, a lo sumo, igual que los sumandos; la resta se asocia con acciones de separar o quitar,
por lo que el resultado tiene que ser menor o, a lo sumo, igual que el minuendo. Si en una resta
el minuendo es menor que el sustraendo, la operacion es imposible porque no se puede quitar
mas de lo que se tiene. Asi, estas afirmaciones son consustanciales al concepto de nimero y
tienen una influencia decisiva en su construccion. Sin embargo, aceptar la existencia de los
ndmeros con signo supone asumir que los nimeros y sus operaciones ya no tienen, en general,
las propiedades antedichas. Entender que los numeros no siempre expresan medidas de
cantidades de magnitudes absolutas, que existen numeros menores que cero (—3 < 0), que
cero no siempre indica ausencia de cantidad de magnitud, que sumar no siempre significa
aumentar ((+3) + (=2) = +1), que restar no siempre significa disminuir ((+3) — (=2) =
+5), que a un namero se le puede restar otro nimero mayor (6 —8 = —2); exige una
reestructuracion del concepto de nimero. No se trata de afiadir mas informacion a la que ya se
posee, sino de modificar sustancialmente nuestro concepto de nimero, de elaborarlo de nuevo,
asumiendo que muchas propiedades fundamentales, que creiamos ciertas para todos los
nameros, ahora ya no lo son (Cid, Godino y Batanero, 2003, p. 405).

Ademas, la comparacion de expresiones esta al servicio de otorgar sentido al nimero
negativo. Por esta razon interesa poder determinar cuando una expresion es mayor/menor que
la otra para determinar que la diferencia entre ellas sea positiva o negativa. Esta idea permite
abordar la escritura de los resultados de las diferencias, habilitando la presentacion de un
nimero negativo como resultado de una diferencia en la que el minuendo es menor que el
sustraendo. Por ejemplo, la diferencia entre (x —4) y (x — 1) es 3 y conocer que (x — 4) es
menor que (x — 1) es lo que permitira analizar la pertinencia de agregar el signo — al 3. Es
decir -3 seré el resultado que indica de cuanto es la diferencia entre esas expresiones y el signo

del numero se corresponde con que la primera expresion es menor que la segunda.
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Esclarecer, por un lado, el vinculo entre el rol de las expresiones algebraicas y la
operatoria de sumandos y sustraendos, y por otro lado, atender las nuevas concepciones que
emergen en el tratamiento de la propuesta, nos ubicé en un proceso continuo de
problematizacion y de deconstruccidn/reestructuracion de ideas relacionadas con la entrada

tradicional de los niimeros enteros.

A continuacion, presentaremos otro de los puntos claves que resultaron ser eje de
nuestras discusiones en los espacios de estudio compartido a la hora de pensar la
implementacién de la propuesta en aulas de la region.

3. Problematizacién de asuntos vinculados a la enseflanza

La propuesta hace aparecer ciertos objetos matematicos acompafiados con sus técnicas de
manipulacion los cuales se vuelven problematicos tanto en la conceptualizacion como en la
implementacion, y en consecuencia es necesario realizar un anélisis matematico-didactico de
los mismos. Nos preguntamos entonces, ¢ Qué acciones didacticas serian oportunas/pertinentes
para acompafiar las tareas de la propuesta que permitan llegar a la operatoria de ndmeros

enteros?

Uno de los puntos claves que resultaron ser eje de nuestras discusiones en los espacios
de estudio compartido a partir de problematizar los objetos matematicos y atender la
problematizacion de los asuntos en la ensefianza, fue el modo de hacer los calculos. La
evolucion de un célculo aritmético a un célculo de tipo algebraico, segin lo proponen Cid
(2015) y Cid y Bolea (2010), se da a partir de construir reglas de célculos de sumandos y
sustraendos usando expresiones algebraicas y reinterpretando los significados de los signos +

y — ¢COmo se aborda este proceso en la propuesta?

A continuacion, analizaremos de qué manera los modos de calcular en aritmética
evolucionan hacia el quehacer algebraico en la implementacién de la propuesta. Para ello
consideraremos las tareas propuestas de la secuencia didactica que se encuentran en el ANEXO
del capitulo 3. En primer lugar, abordaremos las reglas de célculo instalando la idea de
sumandos Yy sustraendos a partir de manipular expresiones algebraicas para instalar los nimeros
con signos considerando cantidades positivas y negativas, llegando finalmente a los niUmeros

enteros.
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3. 1 Expresiones algebraicas aditivas y modos de hacer los calculos

Los problemas contextualizados permiten al estudiante “hacer” y dan la posibilidad de
controlar que, lo que se hace funciona, admitiendo una resolucion a partir de las acciones de
afiadir, quitar, ganar, perder, subir, bajar. Esos procesos se realizan partiendo de una nocion de
la letra como variable (cantidad inicial de cromos, de pasajeros, etc.), donde para diferentes
valores de la misma y mediante una cadena de operaciones aritméticas se obtiene un resultado
numeérico. Sin embargo, seré necesario estudiar el funcionamiento de los programas de célculo

como modelos que representan un conjunto de situaciones.

Las tareas que presentamos y analizamos a continuacion dan cuenta de este proceso:

Tarea 1: Laura se llevd sus cromos al colegio para jugar varias
partidas. En la primera perdié 9 cromos y en la segunda gano 7.
¢Cuantos cromos le quedaron después de jugar?

Las discusiones en el grupo vy las diferentes implementaciones durante varios afios, nos
permitié esclarecer que la intencidn de este problema es la de comenzar a construir un contrato
didactico que habilite una entrada al trabajo algebraico y en ese sentido establecer con los
alumnos que la respuesta a un problema puede ser una relacion y no necesariamente un nimero,

por ejemplo, después de jugar le quedaron dos cromos menos que al inicio.

Observamos que, por un lado, admite una solucién apoyada en el contexto y en los
conocimientos que los alumnos tienen de la operatoria con nimeros naturales. Es posible que
los estudiantes resuelvan cadenas de calculos usando distintos valores para la cantidad de
cromos inicial y luego, con una gestion del docente en principio se acepte la respuesta que le
quedaron dos cromos menos que al principio. Por otro lado, esta situacion donde falta un dato
inicial podria asociarse con la expresion x — 9 + 7, donde x es la cantidad de cromos que Laura
Ilevé al colegio. Nos preguntamos: ¢ Cuando y cémo aparece esta expresion en la clase? y ¢Para

quée?

Después de llevar la tarea al aula, alertamos la conveniencia de no forzar la entrada de
dicha expresion en la clase. En una de las primeras implementaciones, algunos estudiantes
reclamaban que no se puede resolver el problema porque no se sabe cuantos cromos lleva Laura
al colegio. Ante esta cuestion y pensando de manera conjunta la gestion de la clase, se avanza
en que, si falta un dato o no se conoce una cantidad, puede usarse una letra. Esto condujo a

producciones de los alumnos del tipo x —9; z + 7 y N como resultado final, donde escribian
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una expresion por cada partida y usaban una nueva variable por cada estadio intermedio. Asi,
la clase gira alrededor del tratamiento del uso de la letra con una gestién laboriosa por parte del

docente para recuperar la cadena de célculos involucrados en la resolucion del problema.

En las primeras clases observamos que los estudiantes podian decir que expresiones del
tipo x — 13 + 3 son iguales a x — 10 apoyados en problemas que consisten en perder, ganar,
subir, bajar; sin embargo, cuando se avanzé hacia el trabajo en las expresiones
descontextualizadas aparecen respuestas del tipo x — 16 , donde se sigue trabajando en un
plano aritmético®. Una cuestion a considerar es que si se justifica que x — 13 + 3 es x — 10
eligiendo distintos valores para x cumpliéndose la igualdad, seguimos en un plano aritmético
gue no permite avanzar hacia la ruptura necesaria con el calculo algebraico. Asi, fue necesario
pensar una gestion de la clase que tenga en cuenta una tension entre la necesidad de volver al
contexto para que los estudiantes adviertan el error y la necesidad de dejar el contexto para
avanzar en el nuevo calculo. Esa tension es necesaria debido a que, por un tiempo en la clase,
persiste el calculo aritmético que es el soporte, pero que hay que abandonarlo, para dar lugar

al calculo algebraico a través de esa ruptura.

Este asunto nos llevd a (re)pensar en un ir y venir entre los problemas contextualizados
y el trabajo en las expresiones descontextualizadas. ¢Como pasar de justificar la equivalencia
de expresiones gque representan una misma situacion (basadas en contextos), a la construccion
de las reglas de célculos poniendo en juego la composicion de traslaciones (sin contexto)?
¢Coémo ir construyendo el discurso que permite simplificar expresiones? Este trabajo es arduo

y la gestion del docente se torna fundamental.

En expresiones del tipo x — 13 + 3 para justificar que es x — 10 sera necesario que los
estudiantes dejen de percibir sumas y restas de nimeros naturales para comenzar a ver a los
nameros asociados a las acciones de sumar y restar para luego reducir dos acciones a una sola.
Para ello, debemos comenzar a instalar en el aula discursos tales como restar 13y sumar 3 es
lo mismo que restar 10, que luego se constituiran en reglas de calculos. Esto trae a discusion
¢ Cual serad el momento oportuno para comenzar a hablar en la clase en estos términos y coémo

se gestionaria?

% En la Introduccion del capitulo 3 de este libro, Cid hace referencia a este tipo de errores.
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En varias ocasiones, durante la implementacion, disefiamos mas tareas, con la
finalidad de hacer actividades de repaso o actividades para la evaluacion. Para ello fue
necesario ir explicitando las condiciones de las expresiones que se generan; es decir, poner a
consideracién algunas variables didacticas. Una de ellas fue proponer problemas que debian
dar la posibilidad de construir expresiones que encuentren un limite en el calculo aritmético,
¢ Qué significa esto? ;Como se logra este objetivo? Para ello, evitariamos expresiones tales
como x + 9 — 7 que permiten una resolucion aritmética y no conllevan a una ruptura con este
modo de calcular, pues a 9 se le puede quitar 7. Cid (2015) plantea que es necesario enfrentar
a los estudiantes con un calculo que no se pueda realizar en el &mbito aritmético. Es decir, hay
que favorecer expresiones en las que la simplificacion provoque un desafio. Por ejemplo, en
expresiones del tipo x + 7 — 9, donde a 7 no le puedo sacar 9, o expresiones como x — 9 + 7,
porgue a X no le pueden quitar 9. Este tipo de expresiones permite evaluar la persistencia en el
calculo aritmético a partir de la aparicion de algunos errores frecuentescomox — 9+ 7 = x —
16, como lo dijimos anteriormente. Por ello, se miran con gafas de caracter constructivo pues

permite habilitar en el aula su tratamiento y asi problematizar este asunto.

También es importante tener en cuenta otra variable didéctica y es la que considera que
en la expresiones la letra no esté siempre en el inicio como por ejemplo 13 — x — 9, para poner
en juego, de manera implicita, la propiedad conmutatividad de la composicion de traslaciones;
es decir, para simplificar la expresidn anterior se puede pensar que: restar primero X y después

9 es lo mismo que restar primero 9y después x yresulta 13 —x—9 =13 -9 —-x =4 —x.

Considerar estas variables didacticas permite trabajar con la simplificacion de
expresiones algebraicas, reinterpretando las operaciones aritméticas de sumas y restas como
composicion de traslaciones que tienen propiedades Yy justifican dicho calculo. Este analisis
aporta un valor didactico que favorece un trabajo en el aula mostrando la economia y
destacando el caracter no algoritmico del calculo algebraico. En este sentido, las tareas 6, 8, 20

y 21 nos resultaron representativas para hacer evidente estas cuestiones.

10 Se [levaron a clase afiches, cada uno tenia escrito una de las situaciones del estilo de las que presentamos
a continuacion. Se les pidid a los alumnos en grupos de 4 6 5 que escribieran en cada afiche la resolucion y la
respuesta del problema. Y que agregaran todas las explicaciones que consideren necesarias.
1) José llevé sus figuritas al colegio para jugar, en el primer recreo perdi6 8 figuritas y en el segundo perdi6 6,
¢con cuantas figuritas volvié José a su casa?
2) Ema tiene una cierta cantidad de dinero, compra $6 en chicles y $3 en caramelos. ;Con cuénto dinero vuelve
a su casa?
3) Lucas tiene una cierta cantidad de dinero, en el camino se encuentra $5 y luego compra $9 en gomitas ¢Con
cuanto dinero vuelve a su casa?
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Tarea 6 (modificada): Un vendedor tiene celulares y tablets. Luego
compra 21 celulares y 57 tablets. Después vende 30 celulares y 70
tablets. Completa la siguiente tabla en la que se proponen algunos casos
particulares. Escribe el caso general al final, poniendo las formulas

N° inicial de | N° inicial de | N° inicial de | N° final de | N° final de | N° final de
celulares tablets articulos celulares tablets articulos
80 150
65 120
50
90

La intencion didactica de este problema es que los alumnos, al completar la tabla
reflexionen sobre los modos de hacer los célculos. Nos preguntamos: ¢Por qué la presentacion
de esta actividad tiene formato de tabla? ¢Cuales serian las ventajas didacticas de esta
presentacion? ¢COmo interpretamos, en términos de variable didactica, la ultima fila?
Encontrar explicaciones para estos y otros interrogantes que fueron surgiendo a medida que
avanzabamos en el analisis nos ayudaron a comprender en qué sentido esta actividad favorece

la transicion del célculo aritmético al célculo algebraico.

Observamos que, en las dos primeras filas de la tabla, los signos + y — son signos que
intermedian entre dos ndmeros, signo operativo binario. En estas filas el control de los
resultados es semantico, como en aritmética, pues depende del significado que tengan los
nameros en el contexto del enunciado del problema. A partir de la tercera fila los signos que
afectan a un solo numero indican su papel como sumando o sustraendo, aparece un nuevo
significado, el operativo binario generalizado*?. Es decir, la falta de algun dato impide obtener
una solucién numérica y fuerza a plantear una expresion algebraica con la finalidad de

contribuir a las técnicas de calculo de la suma con numeros negativos a nivel implicito.

11 |_a modificacion del enunciado de la tarea 6 se hizo con el objetivo de proponer un contexto més familiar para
los alumnos.

12 sjignificado operativo binario generalizado: indica que un nimero tiene en la expresion algebraica un papel
como sumando o sustraendo.
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La ruptura entre lo aritmético y lo algebraico se inicia en la tercera fila. EI no conocer
la cantidad inicial o final de tablets hace que los alumnos den cuenta del uso de la letra para
representar la cantidad desconocida T y la accion de vender y comprar del contexto, ayuda a
pensar en sumandos y sustraendos. El tamafio de las celdas dificulta escribir la expresion T +
57 — 70, y esto da pie para proponer una escritura mas reducida, dando lugar a un trabajo
algebraico sobre la expresion T 4+ 57 —70 =T — 13. Si bien el problema se presenta
contextualizado, su formato en tabla exige gran cantidad y variedad de célculos que estarian
favoreciendo la manipulacion de las expresiones e ir dejando de lado el contexto. En la medida
que se pasa de una celda a otra se van construyendo las reglas de calculo que son necesarias

para dar respuesta al problema.

El trabajo con el problema requiri6 varios andlisis y reflexiones, que a su vez los fuimos
tratando como asuntos que se volvieron problematicos a la hora de pensar su implementacion.
Ahora bien ¢Cuales son estas cuestiones a las que nos referimos? ;Cémo pensar una gestion
para trabajar este problema en el aula? ¢ Qué conocimientos y estrategias disponen los alumnos
para obtener la expresion T — 13? Realizar la operacion +57 — 70 no es posible en el campo

de los nimeros naturales, aunque pueda resolverse ayudandose por el contexto.

Nos interesa retomar la idea que, desde la 1° fila, si bien se proponen numeros que
posibilitan hacer los célculos y encontrar un resultado numérico, estos pueden constituirse en
el soporte para abordar el funcionamiento de los niUmeros como sumandos Yy sustraendos. Por
un lado, para una cantidad inicial de 150 tablets, la cantidad final es 137; es decir, 13 menos
que la cantidad inicial. Es posible asociar 7150 + 57 — 70 con 150 — 13 apoyandose en el
contexto: sumar 57 tablets y luego restar 70 es lo mismo que restar 13 tablets. Hacer notar el
vinculo entre 150 + 57 — 70 y 13 menos que al principio, surge de pensar +57 — 70. Por otro
lado, en la primera fila la cantidad inicial de celulares es 80 y la final es 71. En el trabajo
algebraico de la cuarta fila resulta la expresion C — 9 para la cantidad final de celulares; es
decir, que la cantidad final de celulares es nueve menos que la cantidad inicial. Discutir en la
clase la relacién que hay entre esta expresion y los calculos involucrados en la primera fila,
permite mostrar el funcionamiento algebraico de los calculos, pues la relacion entre 80 y 71 de
la primera fila, esta dada por 9 menos que la cantidad inicial. Es posible asociar 80 + 21 — 30
con 80 — 9 apoyandose en el contexto: sumar 21 celulares y luego restar 30 es lo mismo que
restar 9 celulares. Estas construcciones son necesarias y su tratamiento en el aula debe resultar
central. Del mismo modo, en la Gltima fila para determinar la cantidad total de articulos,

aparece en escena el trabajo con dos variables y deberan surgir asi, por primera vez, la suma
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de dos expresiones algebraicas: C — 9y T — 13. Serd importante, entonces, la intervencion del
docente para hacer visible el funcionamiento de los signos para ir construyendo el sentido del
numero negativo en el &mbito algebraico y habilitar un modo de hacer las sumas de nimeros

enteros a nivel implicito.

Buscamos, con el analisis precedente, hacer vivir en la clase lo que Cid (2015) propone:
evolucionar de las sumas y restas entre nimeros naturales a la composicion de sumandos y
sustraendos, y del significado operativo binario de los signos + y — al significado operativo
binario generalizado. Considerar los niUmeros como sumandos Yy sustraendos fue uno de los
asuntos que se volvieron problematicos, una y otra vez, antes de la implementacion y a
posterior de la misma, pues la escuela no lo considera como tal y es una de las ideas claves que
presenta la propuesta. Es decir, esta construccion es necesaria para que la manipulacion de
expresiones algebraicas se torne un trabajo central en el aula. Atender didacticamente el paso
del célculo aritmético al calculo algebraico supone pasar de un célculo entre nimeros sin
determinacion (numeros absolutos) a un célculo en el que hay que tener en cuenta la condicion

de sumandos y sustraendos.

En un primer momento el contexto serd el que provea el apoyo para realizar las
intervenciones y hacer visible los modos de hacer los calculos en términos de sumandos y
sustraendos para construir el sentido del nimero negativo y la suma de nimeros enteros, que
hasta el momento aparecen en forma implicita. Luego, en los problemas descontextualizados
las técnicas de célculo algebraico pasan a tener un control sintactico, en busca de reflexion y
economia, permitiendo poner en evidencia las propiedades y el funcionamiento del calculo. En

este sentido, una de las tareas descontextualizadas es la siguiente:

Tarea 8: Un chico, al hacer los deberes, tiene que simplificar unas
expresiones algebraicas. Lo hace de la siguiente manera:

aQ)d-7-4+10=d-3+10=d-13
b)27-q-8-8=27-q-0=27-q
C)18-5+x+5-8=18+x-8=18-8+x=10+X

¢Crees que el profesor le pondra un bien?

En esta tarea se pone en discusion los modos de realizar estos célculos, permitiéndonos
visualizar la diferencia entre un célculo aritmético y un célculo algebraico. La intencion
didactica es dar cuenta del afianzamiento de la técnica de composicién de sumandos y

sustraendos construida hasta el momento y de las técnicas de simplificacion de las expresiones
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algebraicas. Esta tarea nos resultd interesante pues permite tratar los errores que
frecuentemente suceden en el aula, y ponerlos a consideracion de los alumnos para interpretar

lo realizado por otros, lo cual conlleva a reflexionar sobre las reglas ya construidas.

En el grupo colaborativo, cuando analizamos esta tarea, nos preguntamos: ;Cémo nos
vamos desligando del trabajo en el dominio aritmético para entrar en un dominio algebraico?
¢ COmo se gestiona esta actividad en el aula? Fue importante percibir en el grupo, que un error
del tipo d — 3 + 10 = d — 13 es una produccion que pone de manifiesto “un modo de hacer”
que tuvo su éxito en el dominio de la aritmética y que es necesario hacerlo consciente y
rechazarlo para dar lugar a otro modo de célculo (Detzel, Ruiz y Colipe, 2020). La gestion del
docente estuvo focalizada en la reinterpretacion de las operaciones binarias en términos de
composicion de traslaciones. El hecho de que la primera operacion en d — 3 + 10 no se pueda
efectuar cambia completamente la interpretacion que hay que dar a los signos. Ahora hay que
entender que a d tenemos que restarle 3 y luego sumarle 10, lo que equivale a sumar 7 y por
tanto d — 3 4+ 10 = d + 7. Otra cuestion a atender y que se desprende del analisis precedente
es el significado del signo igual, pues debe mantener una relacion de igualdad entre sus
miembros; ya no conecta, como en aritmética, una operacion indicada con su resultado, sino

una equivalencia.

Abordar los modos de hacer los célculos en términos de composicion de traslaciones
permite un mejor margen de maniobra en la manipulacion de las expresiones algebraicas, ya
que la composicion en términos de sumandos y sustraendos tiene buenas propiedades
(asociativa, conmutativa, existencia de elemento neutro y opuesto) y contribuye a la

justificacion del calculo algebraico, como se puede evidenciar en el item c.

Una cuestién que se puso a consideracion en el grupo fue la implementacién de esta
tarea y las posibles ideas que pudiesen circular en la clase; si en este caso le asignamos valores
a la variable d, continuaremos en un plano aritmético y no nos ayudaria a provocar la ruptura

necesaria para entrar en un plano algebraico.

Las actividades descontextualizadas, como la desarrollada anteriormente, en las que se
favorece la reflexion sobre como se efecttian las simplificaciones en las expresiones, favorecen

la construccion en la clase de las técnicas de calculo. Las siguientes tareas'® ponen en evidencia,

13 Completar las reglas de calculo corresponden a las tareas 9 y 10 de la propuesta.
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dando lugar a una institucionalizacion, las reglas vinculadas a la suma de sumandos y

sustraendos:

Sumar 5 y sumar 2 es lo mismo que
Sumar 5y restar 2 es lo mismo que
Restar 5y sumar 2 es lo mismo que
Restar 5y restar 2 es lo mismo que
Sumar primero 5y sumar después 2 es lo mismo que primero 2y después 5.
Sumar primero 5y restar después 2 es lo mismo que primero 2 y después 5.
Restar primero 5 y sumar después 2 es lo mismo que primero 2y después 5.
Restar primero 5y restar después 2 es o mismo que primero 2y después 5.

Hasta aqui nos centramos en visibilizar que las expresiones algebraicas con la operacion
suma de enteros a nivel implicito, son un medio para pasar de un calculo aritmético a uno

algebraico.

A medida que se avanzaba en el estudio de la propuesta para su implementacion, nos
encontrdbamos con nuevos desafios a la hora de tratar los cambios que debiamos enfrentar para
asumir nuevos modos de calcular. Las siguientes tareas dieron lugar a numerosas discusiones
y reflexiones en el grupo y nos resultaron representativas para dar cuenta del cambio de
significado de los signos. Esas discusiones y reflexiones tenian que ver con cuestiones tales
como, ¢Por qué célculos aritméticos como éstos se presentan ahora en la propuesta? ;Cémo
tratarlos en un plano algebraico ya que estan en el mundo aritmético? ;Como se ve en estos

calculos mentales la funcionalidad del calculo algebraico? ;Cémo se relacionan las dos tareas?

Tarea 20: Cuando se calcula mentalmente se procura buscar la forma
mas sencilla posible de efectuar las operaciones. ;Cémo haces las
siguientes operaciones?

678+99 157-99 601-103 212-198 117-22
47 + 98 123+39 87-29 427 - 397

Tarea 21: Coloca los signos + y — que faltan en las siguientes
igualdades:

765 (100 - 1) =765-99=765__ 100 1
80-(30-1)=80-29=80__ 30 1

141 (100 +2) =141 -102=141 100 _ 2
92 - (42+3)=92-45=92 42 3

325 (200 -3)=325-197=325_200 3
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La adaptacion de la tarea 20, que discutimos y elaboramos en el grupo*#, tuvo que ver
con el modo de llevarla al aula, no con el enunciado o el cambio de los calculos que se proponen
en ella. Nos interesaba el modo de tratarla sin que perdiera su esencia en la propuesta y, que
permitiera a su vez, construir nuevas reglas de calculo. Ademas percibimos, que la gestion en
el aula iba a demandar un trabajo largo y complejo pues emergen nuevos objetos algebraicos.
La intencidn didactica que ambas tareas conllevan es la de resolver los calculos indicados
apoyandose en conocimientos aritméticos y apelando a estrategias de calculo mental para
construir las reglas que permitirdn abordar operaciones de operaciones. Por ejemplo, los

numeros redondos facilitan los calculos; asi sumar 100 y restar 1, es mas facil que sumar 99.

Atendiendo a esta intencion didactica se redisefio la tarea a modo de juego®® y se
armaron los diferentes calculos en power point, con el objetivo que pasaran con un tiempo de
transicion entre cada diapositiva y asi llevar a los alumnos a poner en juego estrategias de
calculo mental. Analizando la tarea 20, en el grupo discutimos acerca de los calculos que se
presentan. Estos, tienen la particularidad que dan lugar a descomposiciones utilizando nimeros
redondos, lo que facilita el célculo mental. Los procedimientos que realizaron los alumnos
fueron variados, algunos descomponen el primer sumando, por ejemplo, en 723 + 39 hacian
122 4+ 40 = 162;0tros, lo hacian con el segundo sumando, /57 — 99,que es lo mismo que/57 —
(100 — 1).Si bien ambos procedimientos muestran una busqueda del nimero redondo, en el

segundo caso seré necesario instalar el uso del paréntesis.

La actividad matematica involucrada en la tarea 21 se relaciona con la anterior; ya que,
en 765 — (100 — 1) se visualiza la escritura con paréntesis. Aparece luego una relacion de
igualdad con 765 — 99, que proviene de aplicar la prioridad que establece el paréntesis en
aritmética y, a su vez, es una expresion en la que conviene usar la estrategia de los nimeros
redondos para finalmente completar los signos que establecen la igualdad con 765__100__1.
La busqueda de economia de los calculos lleva entonces a explorar una equivalencia
entre 765 — (100 — 1)y 765 — 100 + 1, dando lugar a una nueva reinterpretacion de los signos
+y — (Detzel y otros, 2020). En este caso, el signo — delante del paréntesis debera interpretarse
también como un signo que provoca un cambio. Emerge de este modo el significado operativo
unario que mantiene o cambia la condicion de sumandos y sustraendos. Atender este nuevo

significado nos permite establecer la equivalencia entre expresiones con y sin paréntesis.

14 |_a adaptacion de esta tarea se explicita en forma mas detallada en el capitulo 2 de este libro.
15 EI modo de gestionar esta tarea se desarrolla en el Capitulo 5: Lo colaborativo en accidn,...
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Estas tareas vienen aparejadas con una nueva problematica. En las primeras tareas que
se presentan en esta propuesta, se opera componiendo sumandos y sustraendos, pero ahora
aparece la necesidad de hacer operaciones de operaciones; es decir, la necesidad de sumar o
restar términos que a su vez son sumas o diferencias y que dan lugar a la construccion de las

técnicas que requiere esta etapa. Estas se ven reflejadas en la tarea 23.

e Sumar a + b es lo mismo que ay b
e Sumar a—beslo mismo que ay b
e Restar a + b es lo mismo que ay b
e Restar a— b es lo mismo que ay b

Hasta aqui se abordaron diferentes significados de los signos +y —; del operativo binario
entre nimeros naturales, al operativo binario generalizado y de alli al significado unario, y el
rol que estos tienen en los modos de hacer los célculos. Ademas, hemos mostrado como se
construyen las reglas de calculo, a partir de la manipulacion de determinadas expresiones
algebraicas, quedando establecida la estructura aditiva de sumandos y sustraendos. ¢Cuél es el
sentido de esta construccion? ;Como evolucionar de los calculos de sumandos y sustraendos a

los calculos de nimeros con signo?

Uno de los puntos claves que resultaron ser eje de nuestras discusiones en los espacios
de estudio compartido a partir de problematizar los objetos matematicos y atender la

problematizacion de los asuntos en la ensefianza, fue el “modo de hacer los calculos”.

Veremos en el siguiente apartado, otro asunto problematico en la ensefianza, que resulto
ser eje de nuestras discusiones. Nos referimos al recorrido propuesto para construir una nueva
concepcion de resta como diferencia, en el que la comparacion de expresiones tiene un rol

fundamental.
3.2 Comparacion de expresiones y nuevas concepciones

La gestion de los objetos que emergen de la propuesta se volvio, una y otra vez, un asunto
problemético. A continuacion, trataremos de desentrafiar la relacion entre la comparacion de

expresiones y nuevas concepciones, como la diferencia y el nimero.

16 Esta idea también es considerada por Cid en el apartado 9 del capitulo 3: La introduccion escolar de los nimeros
negativos...
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Nos encontramos con tareas cuya resolucion involucra conocimientos matematicos,
tales como comparacion de expresiones algebraicas, los que no podiamos identificar con
contenidos curriculares habituales y su asociacion mas cercana que reconociamos eran las
inecuaciones. ;Como gestionar la comparacion de expresiones algebraicas para avanzar en la

propuesta?

Tarea 17: Compara las siguientes expresiones, diciendo cual de ellas
es menor 0 mayor que la otra.

El) x+1 x—10
E2) p-7 p-3
E3) 2a+5 3a+12
E4) 25-z 25-2z
E5) a-4b a+b
E6) 3n+5 2n+30

Observamos expresiones como E1) y E2) en las que establecer el orden no genera
conflicto. Sin embargo, con E3), E4) y E5) se podria encontrar un orden con un dominio de
validez para los positivos, aunque no para todos los negativos. Y finalmente en E6) el orden
entre ellas depende de un determinado valor positivo. ;Como gestionar esta tarea en el aula?
¢ Cudl es el alcance del analisis que se haria? ;Hasta donde explicitar estos dominios de validez

que presenta cada caso?

Fue necesario ahondar en la propuesta para comprender qué ideas matematicas se
podrian rescatar en esta resolucién. Luego de varias discusiones nos fuimos convenciendo que
como venimos trabajando con los nimeros naturales, salvo en la E6), es posible establecer un
orden de esas expresiones en ese campo numérico. Asi, la problematizacion se va focalizando
en la gestion del inciso E6). En este caso, alertamos la conveniencia de no forzar un analisis
para encontrar el valor a partir del cual el orden cambia, pues una gestién muy pesada en este
sentido desdibuja que los conocimientos giren alrededor de encontrar una técnica de
comparacion entre expresiones. En este sentido E6) aparece para marcar el limite de la técnica
provisoria de comparacién y da lugar a concluir que hay expresiones en las que no es posible
establecer un orden. Es decir, se pone en evidencia que a veces no se puede decidir cuél
expresion es mayor, porque depende del valor de la variable. Nos preguntamos entonces ¢ Para
qué es necesaria esta técnica de comparacién de expresiones? ;Como se vincula con los

nlmeros negativos?
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La intencion de esta tarea es encontrar una “técnica de comparacion término a término”
que permita decidir si una expresion es mayor o menor que otra. Por ejemplo, en la E3) se
puede argumentar que 2a + 5 es menor que 3a + 12, pues 2a es menor que 3a (recordemos
que a es un namero natural), y en la primera expresion se suma 5 que es menor que 12, valor
que se suma en la segunda expresion. Su resolucion permite instalar un trabajo en el que hay
que estudiar la forma de las expresiones a comparar. Interesa reconocer que a veces hay
expresiones algebraicas en las que se puede decir que una es mayor/menor que otra y en otros

casos, no es posible dicho orden.

Tener la certeza que una expresion es menor 0 mayor que otra, permitird abordar como
se escribe el resultado de su diferencia. En el caso que la primera expresion sea menor que la
segunda dara la oportunidad de aparecer un nimero con signo —, que se corresponde con un

nuevo significado del mismo, el predicativo®’.

Concepcion de diferencia. Se trata de elaborar la idea que hallar una diferencia se asocia con
cuantificar una comparacion; es decir, establecer cudnto mas o menos tiene uno en relacion al
otro y, ademas vincular la diferencia al calculo de una resta. Las siguientes tareas ilustran lo

explicitado:

Tarea 16: Al empezar el colegio en septiembre, Maria, Adrian y Luisa
tienen el mismo dinero en su hucha. Entre septiembre y Navidad gastan
o reciben las siguientes cantidades:

Maria Adrian Luisa
Recibe $10 Gasta $5 Recibe $10
Gasta $5 Gasta $10 Recibe $5
Gasta $15 Gasta $15 Recibe $15
Recibe $30 Gasta $35

a) ¢Quién tiene més dinero? ¢Quién tiene menos? ¢En cuénto se
diferencia de los demas el dinero que tiene cada uno?

b) Si al empezar el colegio Maria tiene el doble que Adrian y éste 30 $
menos que Luisa, ¢puede suceder que dos de ellos acaben con la misma
cantidad de dinero?

17 Recordemos que ya se abordd este significado, los signos + y — indican una cualidad del nimero sin signo al
que acomparian.
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Tarea 24: Carlos tiene 6 canicas mas que Javier y Enrique 10 canicas
menos que Marcos. Si sabemos que Carlos tiene mas canicas que
Enrique, ¢cuantas més tiene?

N° de canicas de Javier

N° de canicas de Carlos

N° de canicas de Marcos

N° de canicas de Enrique

Diferencia entre el N° de canicas de Javier y Marcos

Diferencia entre el N° de canicas de Carlos y Enrique

La tarea 16 permite asociar la diferencia con la comparacion y su cuantificacion. Las
primeras preguntas que se refieren a quién tiene mas o menos, remiten a una comparacion. La
situacién contextualizada habilita a dar respuestas a partir de las acciones de recibir y gastar,
es posible responder que la diferencia es de 5, o de 10 segun entre qué amigos se haga la
comparacion. Eventualmente podrian surgir respuestas como: la diferencia entre Maria y Luisa
es de $5 o precisar un poco mas planteando que Maria tiene 5 menos que Luisa, 0 Luisa tiene
5 mas que Maria. En las respuestas coloquiales estd subyacente la idea de diferencia negativa
o de diferencia positiva, segun el caso. Convenimos en el espacio de trabajo que es importante
destacar en la clase, el modo en que se encuentran esas diferencias. Es decir, que para hallar
una diferencia, por ejemplo, entre lo que tienen dos personas, estd presente la comparacion
pues se evallUa cuanto mas o cuanto menos tiene unaen relacion a la otra. Veremos mas adelante
que expresiones del tipo “se tiene tantos menos que”, se asocia con la idea de diferencias
negativas y permitird presentar el nimero negativo como el resultado de este tipo de

diferencias.

La tarea 24 tiene por intencién didactica la de asociar la diferencia con el céalculo de
una resta y el uso de paréntesis. Asi, la discusion y analisis, al interior del grupo colaborativo
de las posibles resoluciones del problema, nos llevé a reflexionar sobre las intervenciones del

docente para abordar como conocimientos nuevos los codigos de escrituras correspondientes
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al registro de la diferencia como una resta y a la ocasion de escribir el paréntesis (Detzel y
otros, 2020).

También las discusiones en torno a como hacer viable un trabajo en la clase, condujo a
determinar algunas variables en el problema. Convenimos en que preestablecer las variables®®
favorece encontrar las cantidades de cada uno; para Carlos [J + 6y para Enrique [ — /0y asi,
focalizar el trabajo en el tratamiento de las expresiones. Interpretamos, que si se pretende
priorizar el calculo, la comparacion debe ser insuficiente y para que esto ocurra se involucran
dos variables. Asi, como la comparacion no es eficaz, entonces para efectuar la diferencia se

avanza en el célculo de una resta.

Al anticipar la resolucion de los alumnos para completar la celda que solicita la
diferencia entre Carlos y Enrique, pusimos el foco en el uso de paréntesis, pues es necesario
proponer expresiones en las que se involucran la escritura de este simbolo y explicitar asi el
uso del paréntesis para expresar la resta de una suma o la resta de una resta. De este modo,
expresar la diferencia entre x + 6 e y — 10 favorece discutir la pertinencia del uso del

paréntesis en la escritura de la expresion x + 6 — (y — 10).

Cabe destacar que este trabajo pone en juego el registro de la diferencia entre
expresiones. Se pone de manifiesto a través de la escritura otro sentido del signo —, hay que
asociar que una diferencia se registra como una resta. La idea de resta cambia su significacion
relacionada a la diferencia, mas alla de concebirla sGlo como una sustraccién. El trabajo que
sera necesario realizar esta enlazado con la simbolizacion de esos modos de indicar la respuesta
y su posterior tratamiento en relacion al calculo. En ese sentido, reconocemos que completar
la dltima celda de la tabla habilita un trabajo en relacién a la significacion de la resta como
diferencia a partir de su representacién simbdlica; es decir, se pone en juego el registro de la
diferencia entre expresiones y su calculo®®. Esto trajo aparejado la discusion en el grupo, ,como
y cuando explicitar en la clase que ese registro se corresponde con una resta? y destacar la
orientacion de la misma, es decir aclarar que: “para indicar la diferencia entre X e y Se escribe

x — y Yy pararegistrar la diferencia entre y y x se escribe y — x”’.

Hasta aqui hemos visto que la diferencia obliga a trabajar desde un primer momento la
comparacion de expresiones algebraicas. La importancia de este trabajo de resignificar la resta

como diferencia enlazado con la escritura simbélica, viene de la mano de concebir al nimero

18 x e y representan las cantidades de bolitas de Javier y Marcos respectivamente.
19 Recordemos que en las tareas 20 y 21 se producen conocimientos para construir las reglas de operacion de
operacion explicitadas en la tarea 23, pero en la tarea 24 se focaliza su escritura.
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negativo como posible resultado de esos calculos, aportando una nueva concepcion de nimero

en el ambito algebraico, un nimero con determinacion.

Concepcion de numero. A continuacion, analizaremos una tarea en la que convergen los
conocimientos producidos en las anteriores para dar lugar a presentar en la clase al nimero
negativo, esto es un numero con signo. Al respecto Cid (2015) habla de una incipiente aparicion

del significado predicativo del signo —.

Tarea 25: Calcula la diferencia entre las siguientes expresiones

algebraicas:

i) 7p + 3q 2p-2q

i) 4t- 6 -15 4t-3-2

iii) 21 - 2m + 3-23+5m 10m-30+5m+25

En el analisis de las posibles respuestas que podrian surgir del inciso ii), aparecen
ciertos interrogantes. Si se atiende en un sentido literal a la consigna, una respuesta podria ser
“la diferencia entre las expresiones es de 16, pues observando ambas expresiones son iguales
en la cantidad de 4t, en una se resta 21 y en la otra se resta 5 esto significa que queda 16 sin
equiparar, entonces esa es la diferencia”. En tal caso, ¢seria aceptable esa respuesta? Este
interrogante remite a discutir el significado de calcular la diferencia en el marco de la propuesta,
puesto que los alumnos podrian dar ese tipo de respuestas. Méas preguntas surgen, ;Convendra
pensar intervenciones para avanzar en el funcionamiento de ese calculo? ;Qué aspectos se
deberian destacar? El registro de la diferencia lleva a plantearnos su necesidad en esta tarea.
Sin embargo, interesa traer a escena el resultado de esa diferencia, que es el nimero negativo.
Se plantean las siguientes cuestiones: si se trata de hacer surgir como respuesta “—16”, a partir
de interpretar que la diferencia entre esas expresiones es 16 y el signo — deviene de que la
segunda expresion es mayor que la primera, ;Cémo gestionar la aparicion de esa escritura?

¢ Como surge la escritura del signo?

Aqui convergen conocimientos que se han venido construyendo a lo largo de la
propuesta y que sera necesario entrelazarlos. Se estan involucrando las ideas de diferencias
negativas, una expresion mayor que otra, la diferencia como célculo de una resta, la resta de

una resta a partir de la supresion de paréntesis, entre otras.
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Asi, como lo mencionamos antes, para el inciso ii) (considerando la diferencia entre
4t — 6 — 15y 4t — 3 — 2) los alumnos usando la técnica de comparacion término a término
pueden responder que las expresiones difieren en 16 y también pueden decir cual de ellas es
mayor. Si bien la respuesta es —16, es poco factible que surja en la clase, porque hasta ahora no
se habia presentado un sustraendo aislado. Frente a esta situacion se abre un espacio fértil para
que el docente, a partir de sus intervenciones, pueda ir enlazando la respuesta probable del
alumno, 16, con la presentacion del nimero negativo, —16, interpretado como el resultado de
una diferencia en la que el minuendo es menor que el sustraendo. ;Como se enlazan esos

conocimientos?

Para calcular la diferencia entre 4t — 6 — 15 y 4t — 3 — 2, también se podria realizar:
4t — 6 — 15 — (4t — 3 — 2), que implica recuperar la asociacion de la diferencia con la resta
y la aplicacion del paréntesis. Esto da lugar al funcionamiento de las técnicas de calculos, en
un principio, las de la suma; por ejemplo “restar 6 y restar 15 es lo mismo que restar 217,
obteniendo 4t — 21 — (4t — 5); luego las reglas de calculo de la resta de una resta: “restar 4t—
5 es lo mismo que restar 4t y sumar 5” quedando 4t — 21 — 4t + 5 y por la técnica de
simplificacion se “tachan” 4t y —4t, finalmente se obtiene —27 + 5. Con este ultimo célculo

surge un nuevo conocimiento, el numero negativo como resultado de la diferencia.

Entonces, hay que asociar con el resultado de este célculo: 4t — 6 — 15 — (4t — 3 —
2) =...= =214 5= —16, que las expresiones 4t — 6 — 15y 4t — 3 — 2 difierenen 16 y que
la primera es menor que la segunda. Asi, el —16 surge de interpretar por un lado el 16 como la
cantidad en la que difieren las expresiones y por otro lado el signo — delante del namero como
la cualidad del nimero que indica que esa diferencia es negativa. Asi, se comienza a aceptar a
estos nuevos nimeros con signo como resultado de una diferencia. Ademas, reciprocamente se
puede establecer el calculo de una diferencia como una técnica para comparar los términos de
la misma, pues da informacion de cuél término es mayor 0 menor, segln su resultado sea
positivo 0 negativo. Esta técnica resultara Gtil para establecer el orden entre los nimeros

enteros?,

20 Ver tarea 45 del ANEXO en el capitulo 3.
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3.3 Expresiones algebraicas aditivo-multiplicativas y modos de hacer los calculos

Para abordar el producto de sumandos y sustraendos se sigue profundizando en el
funcionamiento algebraico de algunos objetos matematicos, contrapuesto al aritmético, como

lo muestran las siguientes tareas:

Tarea 29: Como ya saben, la formula del &rea de un rectangulo es A =
ba, donde b es la longitud de uno de los lados (base) y a la longitud del
otro lado (altura).

i) Si nos dicen que a=3cm, ¢(cOmo expresaremos el area de ese
rectangulo?

ii) Si ahora te dicen que en ese rectangulo el lado b aumenta 2 cm, haz
un dibujo del nuevo rectangulo. ¢Cudl serd ahora la longitud de sus
lados?

iii) ¢Cuanto habra aumentado su area?

Tarea 32: A partir de un rectangulo del que conocemos la longitud de
un lado, 5 cm, construimos otros dos rectangulos: uno en el que
aumentamos el lado conocido en 3 cmy el desconocido lo disminuimos
en 3 cm, y otro en que disminuimos el lado conocido en 3 cm vy
aumentamos el lado desconocido en 3 cm.

a) Haz un dibujo del primer rectangulo.
b) Haz un dibujo del segundo y tercer rectangulos.

c) Encuentra la diferencia entre las &reas de los dos ultimos
rectangulos.

¢Cuanto tiene que medir el lado desconocido para que las dos areas
sean iguales?

Nuestra experiencia nos ha mostrado la conveniencia de no apresurar los tiempos al
momento de la implementacion, y de detenerse en cada uno de estos incisos. Es importante dar
lugar a discutir la forma de escribir el producto y la construccién de una expresion en la que
interviene el paréntesis, cuestiones que pasan inadvertidas generalmente en la ensefianza. El
enunciado de la tarea 29 expresa “el area de un rectangulo es A = ba ”, esto dara lugar a la
discusion acerca de como simbolizar el producto, a partir de analizar las distintas expresiones
que puedan surgir para expresar el area del rectangulo: 3 X b, 3.b, 3b 0 b X 3,b.3,b3.Enel
inciso ii) el lado desconocido sufre modificaciones y el conocido no cambia. Para resolver lo

solicitado, en primer lugar, se tiene que indicar la medida de un lado, que no es un namero ni
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una letra, ahora es una expresion, en este caso “ b + 2 ”. En nuestra experiencia, no fue natural
para los estudiantes construir esta expresion, el cambio de contexto es un factor importante.
Aunque ya venian construyendo expresiones, lo hacian en un contexto discreto?! donde la letra
representaba cantidad de pasajeros, cantidad de cromos etc., asociar la modificacion (aumento
o disminucion) de una longitud desconocida con una expresion fue un asunto que merecio una

atencion especial.

En el grupo colaborativo, a partir de un trabajo de andlisis evidenciamos que para
comparar las areas de los rectangulos no seria necesario realizar la diferencia de las expresiones
ya que en este caso se puede desde el grafico concluir que aument6 en 6. ;Como se entrelaza
lo algebraico y lo geométrico? ¢ Cuél es la intencion didactica? Después de avanzar en otras
tareas y analizar las producciones de los estudiantes, éstas nos devuelven cuestiones no
resueltas, como veremos mas adelante. Podemos afirmar entonces, que expresar el area del
rectangulo ampliado conduce al asunto fundamental de cémo construir expresiones en las que

el uso del paréntesis es objeto de analisis.

La resolucion por parte de los alumnos en una de las implementaciones de la tarea 32,
nos abre interrogantes cuyos esclarecimientos van aproximando una respuesta a esa pregunta.
En esta tarea, a diferencia de las anteriores, deben comparar las areas de dos rectangulos en los
que los lados de ambos tienen aumentos o disminuciones en sus longitudes. Nos interesa traer
a discusion su resolucion por parte de algunos alumnos, la que nos llevo a tomar consciencia

de la potencia de las tareas anteriores, en cuanto a los conocimientos que permiten abordar.

Las areas de los tres rectangulos son: A; = 5x; 4, = 8(x — 3); 43 = 2(x + 3) ?2. Un
estudiante las expresa de la siguiente manera y argumenta que los tres rectangulos tienen igual
area:

A=5xcm; A=8cm.x—3y A=2cm.x+ 3 y concluye que las areas de los tres

rectangulos son iguales.

Justifica su procedimiento expresando: Con A =8 cm.x —3 como 8 con X no se puede,
entonces hago 8 — 3 que son los nimeros y luego paso la x, entonces queda 5. x cm, del mismo

modocon A =2 cm.x + 3, hago 2 + 3 y paso la x, entonces también me da 5. x cm.

21 Sj bien los nimeros representan medidas de longitud, el conjunto numérico con el que se trabaja son los nameros
naturales.
22 |_as notaciones A, Az, As son nuestras.
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¢ Qué nos devuelve esta produccion? Vemos que aparecen diferentes cuestiones tales como, la
ausencia del paréntesis, una estrategia de operar nimeros por un lado y letras por otro sin
considerar la prioridad de los célculos y el uso de unidades de medida. ;Como abordar la
cuestion de la escritura? ¢Por qué aparecen errores de calculos nuevos? ;Qué hacer con las
unidades en las longitudes de los rectangulos? ¢ Qué rol juegan las unidades de medidas en los

enunciados de los problemas?

Resoluciones como ésta nos lleva a reflexionar que el uso del punto para indicar el
producto no facilita, en este caso, recuperar conocimientos vistos anteriormente. En las tareas
anteriores, los alumnos podian resolver que 2 + 3b + 9 — 3b = 11, simplificando 3b con —3b,
sin embargo, puede ocurrir que en laexpresion 2 + 3.b + 9 — 3. b laresuelvan haciendo 5. b +
6.b = 11.b . Observamos que los estudiantes no siempre asocian la expresién 2 + 3.b + 9 —
3.b con la expresion 2 +3b + 9 — 3b y en consecuencia puede conducir a estrategias de

resolucion diferentes.

El andlisis de estas producciones nos devuelve informacion sobre la permanencia de
una estrategia aritmética, en la que se realizan las operaciones de izquierda a derecha y donde

también persiste resolver juntando por un lado los nimeros y las letras por otro.

Otra cuestion que merecid discusion y andlisis en el grupo fue destacar el uso de
paréntesis, pues en esta resolucion es necesario proponer expresiones en las que se involucra
la escritura de este simbolo; mientras que en la aritmética escolar el paréntesis en las
expresiones viene dado. La experiencia que tienen los alumnos es interpretar la informacion
que brinda ese simbolo en relacién a la prioridad de las operaciones; en cambio, en esta tarea,
se pone en juego un codigo de escritura que responde a una “norma matematica”. Se abre asi
un espacio de problematizacion acerca de la oportunidad de explicitar en la clase el uso de

paréntesis al expresar operaciones de operaciones.

En relacion al uso de las magnitudes, aparecen en la clase producciones en las que
intervienen las unidades de medida en el calculo de la diferencia de las areas de los rectangulos
modificados:

8cmx —24cm?— (2 cmx + 6 cm?)
8cmx—24cm?—2cmx —6cm?

8cmx —2cmx — 24 cm? — 6 cm?
6 cm x — 30 cm?

Si bien el uso de las magnitudes puede invitar a estudiar la buena formacién de la

expresion, esto conlleva una gestion trabajosa. En este caso el analisis de la coherencia de la
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expresion 6 cm x — 30 cm?, nos lleva a reflexionar qué representa x. Como la variable x

representa una magnitud en cm, esta operacion tiene sentido.

A continuacién, entramos en la Gltima etapa de la propuesta, en la que Cid (2015)
reconoce un enorme salto epistemoldgico al pasar del trabajo con sumandos y sustraendos a
pensarlos como ndmeros con signo haciendo uso de nuevos significados del signo —, como el
predicativo y el operativo unario® de ndmeros con signos. Ademas, la autora plantea la

necesidad que esta problematica merece seguir siendo estudiada.

Advertimos que, asi como la operatoria de sumandos y sustraendos encontro su apoyo
en los calculos de numeros naturales, ahora la operatoria de los nimeros con signos deberia

encontrar su apoyo en la estructura aditiva de sumandos y sustraendos.
3.4 Operaciones entre nimeros con signos

A medida que avanzabamos en el estudio de la propuesta y de su implementacion nos
encontrabamos con tareas que tienen por objetivo otorgar sentido a los sumandos y sustraendos
en forma aislada, como nuevos nimeros, los nimeros enteros. De esta manera vemos cOmo se
consolida/declara el significado predicativo de los signos + y — , ahora no son signos que
indican una operacion, sino signos que indican una cualidad de los nimeros. ¢Por qué decimos
que se consolida este significado tan avanzada la propuesta? ;Cémo llegamos a operar los

nimeros con signo?

Como ya hemos visto, la propuesta presenta, en una primera instancia, un conjunto de
problemas contextualizados que favorecen un tratamiento de expresiones algebraicas cuya
manipulacion permite la interpretacion de la letra como variable y que toma valores dentro del
campo de los nUmeros naturales. Sin embargo, a medida que se avanza en la misma, la letra en
su papel de variable toma valores positivos 0 negativos. Nuestro gran desafio fue entonces,

¢como posibilitar avances con estas nuevas conceptualizaciones/ resignificaciones?

En este sentido la tarea 39 abre un camino para analizar los modos de hacer los célculos

que la propuesta ofrece en esta etapa.

23 Se interpreta el signo — como signo operativo unario cuando transforma un sumando en sustraendo y viceversa.
Esto conduce a las reglas de supresion de paréntesis y permite establecer la equivalencia entre expresiones con
paréntesis y sin paréntesis.
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Tarea 39: Alberto juega a los cromos.

En la primera partida pierde tres cromos, en la segunda no se acuerda
de lo que paso, en la tercera gana cinco cromos y en la cuarta pierde
cuatro cromos.

a) ¢Cuéntos cromos gano o perdi6?

b) Completa la siguiente tabla:

N° de cromos que gand o perdié en la N° de cromos que gandé o perdid en
segunda partida total
+4
—6
+5
-3

La intencion didactica de esta tarea y de las siguientes en esta etapa de la propuesta, es
aceptar a los sumandos y sustraendos como representantes de cantidades positivas y negativas,
para luego llegar a declarar los nimeros enteros como conjunto numérico que amplia al de los

ndmeros naturales.

Si nos adentramos en esta tarea, para dar respuesta a la misma, nos llevé como grupo a
considerarla como un nuevo asunto que se volvio problematico a la hora de su implementacion
y a anticipar respuestas por parte de los estudiantes, en términos de sumandos y sustraendos.
Por ejemplo, si consideran que en la segunda partida se gana, la situacion seria —3 + a + 5 —
4; pero, si por el contrario, consideran que se pierde, la expresion seria —3 —a + 5 — 4. Asi,
con ambas expresiones y con el andamiaje provisto hasta el momento, de la operatoria de
sumandos y sustraendos, se daria lugar a la aparicién de las siguientes formulas: —2 —a, —2 +
a,a — 2,—a — 2, para luego llegar a la unificacion de una féormula del tipo: a —2 6 —2 + a.
Es precisamente el poder sustituir la variable por un nimero positivo o negativo lo que permite

unificar la formula. Ahi reside el interés de dar valores positivos y negativos a las variables.

Ante estas anticipaciones nos preguntamos: ¢ cuales serian las gestiones en la clase para
convenir que la variable “a” esta sumando, independientemente que Se gane o0 se pierda en la
segunda partida? ¢Qué intervenciones serian necesarias para llegar a la unificacion de una
férmula? ,Cdémo abordar la idea de que la letra puede tomar diferentes valores positivos o

negativos?
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La tabla muestra que, tanto los datos presentados como las soluciones a encontrar, son
cantidades que pueden interpretarse con un sentido de ganancia o pérdida (cantidades
relativas); de ahi su escritura en términos de +4, para indicar que gano 4 cromos en la segunda
partida. También es interesante considerar que los nimeros involucrados en la tabla funcionan
como variables didacticas y hacen posible el uso de propiedades de manera implicita; asi, si
gano 4 en la segunda partida, resulta —3+4+5—-—4=-3+5+4—-4=-3+5=+2,
gand 2 en total. Los calculos se facilitan y nos interesa hacer foco en los resultados que nos
llevan al 2 y al 8 facilmente, la cuestion es explicar que en un caso gano y en otro perdio y asi
la necesidad de escribir +2 y —8. El tipo de respuesta exige poner una valoracion al nimero
pues importa si perdié o gand y esto implica una gestion por parte del docente para ir
consolidando el significado predicativo de los signos; es decir, conversar en la clase acerca del
significado que indica la naturaleza positiva o negativa del ndmero. Esto permitira ir

preparando el terreno para institucionalizar el conjunto de los nimeros enteros,

Otra cuestion relacionada con esta tarea, que nos problematiz6 y demando interesantes
discusiones en el grupo, fue atender a las transformaciones involucradas en el enunciado en
términos de partidas. Es decir, dar respuesta a la pregunta ¢ Cuantos cromos gané o perdié? no
refiere a la cantidad total de cromos, sino a los que perdi6 o gané después de las 4 partidas que
jugo. En esta situacion lo desconocido es una transformacion que tuvo lugar en un tiempo
determinado y, en general, los problemas planteados en términos de transformaciones generan
dificultades®®. En este caso, al no conocer el estado inicial, algunos alumnos le asignaban una
letra generando una expresion con dos variables, otros usaban la misma letra para el estado
inicial y para la transformacion, es decir la misma letra para dos variables distintas. La entrada
en escena en la clase de estas expresiones, conlleva a una ardua gestién por parte del docente

en el andlisis de la pertinencia de dichas expresiones para dar respuesta al problema.

Con el tipo de tareas como la 39, que involucran nimeros con signo, observamos que las
acciones de quitar, sacar, perder dejan de estar asociadas a una resta. Esta cuestion trae
aparejada la idea que la resta desaparece para asociarse a una suma, la suma del opuesto. Ahora

bien, ¢ Como abordar la resta de nimeros enteros? ;Cuando usar la expresion x — y?

24 \Ver tarea 46 del ANEXO en el capitulo 3.
25 Nos referimos a dichos de alumnos cuando expresan: “no se puede saber qué pasé en la segunda partida si no

s

se sabe cuantos tenia”.
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Esta idea se pone de manifiesto en la tarea que presentamos a continuacion. Ademas,
pone en evidencia la necesidad de sustituir las letras con nimeros con signo utilizando una sola

férmula, independientemente de que sean temperaturas sobre cero o bajo cero.

Tarea 44: a) Dibuja un termémetro con temperaturas por encima y
debajo de cero y encuentra la diferencia entre las siguientes
temperaturas, contando cuantos grados hay que recorrer para pasar de
una temperatura a la otra.

1) 6 sobre cero y 5 bajo cero;
2) 7 sobre ceroy 2 sobre cero;
3) 3 bajo ceroy 8 bajo cero.

b) Si llamamos T a la temperatura mas alta y t a la mas baja, escribe la
diferencia de temperaturas y utiliza esa férmula para encontrar las
diferencias en los casos anteriores. Comprueba si se obtienen con la
formula las mismas diferencias que antes.

Como lo seflalamos anteriormente, en esta propuesta aparecen problemas
contextualizados con un tratamiento en un &mbito algebraico, diferente a lo que generalmente
se hace en la ensefianza. Las letras pueden tomar valores positivos y negativos, en términos de
temperaturas sobre y bajo cero, lo que permite mostrar la gran ventaja de la utilizacién de la

formula.

Una cuestion interesante a destacar en esta tarea en relacion a los modos de hacer los
calculos es que los alumnos por primera vez se deben enfrentar a la notacién completa®; es
decir para el punto 1) se tiene 6 — (—5), donde “restar el 5 que esta restando es lo mismo que
sumar 5”. De ahi resulta la notacion incompleta que ya los alumnos venian trabajando desde el
inicio de la propuesta en términos de sumandos y sustraendos: 6 + 5 = 11. Vemos que la
gestion del docente para acompariar en cdmo se opera con la notacién completa toma un rol
central. En este caso es importante vincular la notacion completa con las reglas de célculo ya
construidas para la operacion de operacion. Asi, se puede asociar 6 — (=5) con 6 — (0 — 5),

donde “restar 0—5 es lo mismo que restar 0 y sumar 5”. Por lo tanto 6 — (—5) = 6 + 5.

Como se dijo recientemente los alumnos se enfrentan por primera vez a la notacion
completa, ahora sera el momento de llevar adelante su tratamiento en los modos de hacer los

calculos que permite la reduccién de la notacién completa a la incompleta. Esta génesis de los

26 |_a diferencia entre la notacion algebraica completa y la incompleta es que en la primera figuran los signos de
suma/resta como indicadores de operaciones binarias entre nimeros con signo, mientras que en la incompleta
estos simbolos se suprimen.
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numeros enteros invierte el recorrido escolar habitual en la presentacion de las notaciones. La
razon de este cambio es que, si se analizan las técnicas de calculo algebraico siempre se esta
trabajando con notaciones incompletas y, ante una expresion escrita en notacion completa, se

procede a transformarla haciendo uso de las siguientes reglas de célculo que se explicitan en la

propuesta?’:
e Sumar un nimero que suma es lo mismo que dicho nimero
e Sumar un nimero que resta es lo mismo que dicho nimero
e Restar un numero que suma es lo mismo que dicho nimero
e Restar un numero que resta es lo mismo que dicho nimero

Hasta ahora vimos cémo la estructura aditiva de sumandos y sustraendos permite
justificar las reglas de célculos para sumar y restar nimeros enteros. Del mismo modo la
estructura aditivo-multiplicativa de sumandos y sustraendos se convertira en el nuevo soporte
para apuntalar las reglas de calculos para la multiplicacion de los numeros enteros. En la
secuencia didactica se proponen tareas en las que se requiere resolver multiplicaciones de
nameros con signo, por ejemplo hallar (—=3)(—5). En este caso, para justificar (—=3)(=5) =
15 se puede, en un primer momento vincular el calculo propuesto con la siguiente expresion
0 — 3(0 — 5) para luego, recurrir a las reglas de calculos conocidas “restar 3(0 — 5) es o mismo

que restar 3.0 y sumar 3.5.”

Es importante sacar a la luz comportamientos que se vienen cumpliendo con los
numeros naturales y que ahora dejan de ser ciertos, por ejemplo, la idea que la suma siempre
agranda. Estos conocimientos han tenido su éxito en un dominio determinado y es necesario
abordarlos para poder rechazarlos y dar lugar a nuevas conceptualizaciones. La siguiente tarea
tiene esa intencion y asi, se podra conversar en la clase acerca de las particularidades que

caracterizan a los nimeros naturales y a los numeros enteros.

27 \er Tarea 43 del ANEXO en el capitulo 3.
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Tarea 49: Las propiedades siguientes son ciertas para los nimeros
naturales. Indica si también se cumplen para los nimeros enteros.

1) Los sumandos son siempre menores o iguales que el resultado de la
suma.

2) El minuendo de una resta es siempre mayor o igual que el resultado
de la resta.

3) Si los factores de un producto son todos distintos de cero, entonces
son menores o iguales que el resultado del producto.

4) El dividendo de una divisién es siempre mayor o igual que el
cociente.

5) No hay ningin nUmero que sea menor gue cero.

Atender el recorrido que la propuesta ofrece en términos didacticos, implica emprender
reestructuraciones/ ampliaciones de ideas matematicas involucradas que a su vez, a la hora de
la implementacidn, supone una problematizacion permanente en el mundo de las practicas de
enseflanza. Hacernos cargo como grupo de identificar y analizar asuntos de la ensefianza que

emergen de la propuesta fue un gran desafio.
4. Consideraciones finales

En este capitulo compartimos conocimientos que forman parte de nuestra experiencia llevada
adelante durante varios afios, en la que estudiamos una propuesta de ensefianza de los nimeros
enteros y la implementamos en oportunidades y contextos diferentes. Retomamos aspectos que
nos resultaron relevantes a partir de problematizar el objeto matematico involucrado y los
asuntos que se vuelven problematicos a la hora de su implementacion en las aulas comunes de

la region para resignificarlos a la luz de nuestro proyecto de ensefianza.

Emprendimos un camino entre las ideas que se producen al resolver las tareas y los
saberes a ensefiar. En ese andar aparecen conocimientos con cierta provisoriedad, tales como
las reglas de célculo para operar sumandos y sustraendos, a partir de manipular determinadas

expresiones; también emergen nuevas concepciones en relacion a la diferencia y al numero.

Estos conocimientos tienen un rol fundamental, y por ello reconocer y apropiarse de los
mismos fue parte del trabajo que se realiz6 en esta experiencia. Para cada aspecto abordado,
nos fuimos formulando preguntas que nos interpelaron y abrieron a la vez nuevas perspectivas
de analisis para ser consideradas en el mismo espacio colaborativo y en su implementacion, en

un ir y venir del aula.
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La reflexion sobre la practica hace visible un conjunto de elecciones potenciales,
abriendo un espacio de estudio para apropiarnos de una organizacion matematica diferente y a
la vez, de referencia explicita para la toma de decisiones didacticas. Tal como lo dijimos en un
principio, fue necesario en el interior del grupo, un proceso de deconstruccion y una
reconstruccion del conocimiento matematico-didactico que de lugar a la problematizacion y
comprension de esta propuesta para poder implementarla en aulas singulares. Esta experiencia
nos llevo a ampliar nuestras miradas en relacion a objetos matematicos y a realizar acciones
que rompian con nuestra practica habitual en la ensefianza de los niumeros enteros. Pudimos
reconocer y extender nuestros marcos interpretativos, cuestionandonos desde diferentes

lugares.

Finalmente, queremos volver una vez mas a la idea de reconocer la fertilidad de estudiar
y profundizar una propuesta de ensefianza disefiada en una investigacion que no es propia y
analizar una posible gestién de las actividades para las clases, dentro de un espacio
colaborativo. En este sentido, Perrin-Glorian y Bellemain (2019), plantean que aun si en dicha
investigacion se ha tenido en consideraciéon la complejidad de la ensefianza en el aula, las

condiciones para su difusion en las clases requieren ser estudiadas.
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Capitulo 5

Lo colaborativo en accién, una experiencia sobre lo trabajado antes,

durante y despues de su implementacion

Juan Zambrano

Introduccion

Mi nombre es Juan Javier Zambrano, soy profesor en Matemaética y Cosmografia. El relato
cuenta la experiencia que tuvo lugar mientras me desempefiaba como docente de una escuela
secundaria de la ciudad de Cipolletti, Rio Negro. Durante los Gltimos ocho afios participé de
una practica de trabajo colaborativo junto a profesores de escuelas secundarias, docentes
investigadores de la UNCo y educadores de formacion docente del nivel terciario. Dicha
experiencia se aboco al estudio de una propuesta de ensefianza para los nimeros enteros y en
la busqueda de una propuesta mas atractiva para su desarrollo en la clase donde los alumnos
pudieran darle sentido a ese conjunto numérico. Ademas, se hicieron varias implementaciones
de la propuesta adaptada, principalmente en primer afio del nivel medio y en una oportunidad
en segundo afio. La experiencia ha sido enriquecedora y me brindd la posibilidad de participar
de congresos, talleres y ponencias en las que se daba a conocer el trabajo desarrollado y
finalmente, de difundirla con la escritura de un capitulo en este libro. EI mismo relata mi

experiencia colaborativa.
1. Contextualizacién del trabajo en grupo.

Empezaba el afio 2012 cuando una invitacién para formar parte de un grupo de investigacién
de la Universidad Nacional del Comahue (UNCo) llegaba al, por aquel entonces, Centro de
Educacién Media N° 14 (CEM N° 14) de la localidad de Fernandez Oro, Rio Negro. La
convocatoria a formar parte de aquel grupo parecia muy interesante y estabamos dispuestos a
asistir a aquella primera reunion para interiorizarnos de cuél era la proposicion y la dindmica

de la misma.

Alli, en la primera reunién, se nos informo de una propuesta que podia hacernos crecer
profesionalmente, nos brindaria la posibilidad de ser escuchados en cuanto a las dificultades
gue se nos presentaban en nuestra labor aulica. Ademas, nos daria respuesta a la constante

demanda que teniamos respecto de una propuesta que se pudiera implementar en el aula con

209



Juan Zambrano

posibilidades de un acompafiamiento y de ser revisadas o mejoradas en funcion de lo que se

podia ir manifestando al trabajarla con los estudiantes.

Desde hacia ya varios afios, junto a mi compafiero de trabajo, preocupados por mejorar
nuestras practicas y la ensefianza en la escuela secundaria, veniamos realizando gran cantidad
de cursos y/o capacitaciones en las que se ofrecian sugerencias de actividades innovadoras que
podian ser trabajadas con nuestros estudiantes. Eran algunas situaciones problematicas muy
interesantes para implementar, pero al momento de ser puestas en préctica, surgian, a veces,
algunos inconvenientes o dudas en cuanto a como seguir adelante con el trabajo de las mismas.
Lamentablemente, en ese momento nos sentiamos solos y no podiamos encontrarle la vuelta
para seguir adelante, lo cual indefectiblemente tenia como final el abandono de esas nuevas

ideas y volviamos al trabajo tradicional.

En este grupo al que se nos invitaba, ofrecia la posibilidad del acompafiamiento durante

la puesta en marcha, lo cual resultaba mas atrayente para nosotros.

En un principio el grupo comenz6 a funcionar con seis integrantes, dos docentes de la
UNCo, dos del CEM N° 14 y dos estudiantes de la carrera del Profesorado de Matematica. A
lo largo de los afios, fueron cambiando los integrantes del grupo; profesores investigadores y

nuevos docentes de nivel medio se sumaron a la propuesta.

Las primeras reuniones del grupo se realizaban los dias sabados por la mafiana, con
encuentros cada dos semanas. Durante las aproximaciones iniciales nos fuimos conociendo y
tratando de llegar a un acuerdo en cuanto a la forma de trabajar y, por sobre todo, tomar
conciencia de que seria un trabajo a largo plazo, con el cual debiamos comprometernos y tratar

de alcanzar metas u objetivos claros.

Lo maés interesante que pudimos acordar es que seria un trabajo colaborativo en el cual
todas las partes se verian beneficiadas. Para los docentes del nivel secundario principalmente
en el acompafiamiento del estudio y futura implementacion de la propuesta didactica que
podriamos llegar a construir, de las intervenciones en el dictado de la secuencia en el aula y la
constante mejora de lo que se va elaborando. Para los docentes investigadores en la puesta en
marcha de una experiencia en el sitio, en tiempo real y con la posibilidad de estar en el campo

en el que se desarrollan y fluyen los conocimientos matematicos, el aula del colegio.

Desde que iniciamos el grupo de estudio, siempre se abrio la invitacion a formar parte
del mismo a mas docentes de distintos colegios, ya que considerabamos que mientras mas

profesores fuésemos trabajando en la propuesta, mas rico seria su analisis y se podria llegar a
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mas clases de matematica. Lamentablemente no tuvimos mucho éxito en ese sentido, algunos
concurrian a una primera reunion y luego de la misma nos informaban que no disponian del
tiempo suficiente como para dedicarle a la tarea de estudio que la investigacion de la propuesta
a producir requeria. Finalmente, en el afio 2015 se sumo el profesor José Cumin, quien se
desarrollaba como docente en el CEM N° 15 y en un colegio privado de la localidad de
Cipolletti, mostré mucho interés en la propuesta incorporandose al grupo. Su participacion en
el equipo y en el estudio de la secuencia, permitié que la propuesta también sea implementada
en dos primeros afios de otra institucion de escuela secundaria, en el colegio Brentana
(Cipolletti).

Con el transcurso de los afios, se fueron sumando docentes de institutos de formacion
docente y otros de la UNCo, con lo cual las producciones y el crecimiento del grupo fueron
alin mas notorio. Pasamos a ser varios docentes abocados al hecho de buscar una alternativa a

la ensefianza de los numeros enteros en el nivel medio.
2. Acerca de la eleccion del objeto de estudio para la ensefianza

En las primeras reuniones, al discutir entre todos cual seria el asunto a abordar, sin lugar a
dudas la tematica de los numeros enteros resulté fundamental para el nivel secundario. Esta
eleccion surge ya que solemos encontrarnos con alumnos del ultimo afio que presentan
dificultades para operar con dicho conjunto numérico. Observamos que cuando tenian que
resolver operaciones de suma y resta con numeros enteros, aplicaban la regla de los signos para
determinar si el resultado era positivo 0 negativo. Por ejemplo: si tenian que resolver —3 — 5,
eso era igual a 8, ya que hacian menos por menos, es mas, entonces el resultado es positivo y
luego se suma. Usaban esa ldgica tanto para las operaciones de suma y resta, como asi también

para multiplicar o dividir.

Notamos que, al cometer ese tipo de error en el conjunto de los nUmeros enteros, el
mismo se transferia al trabajar también con otros conjuntos numéricos, lo cual hacia ain mas
dificil la comprensién del funcionamiento de los signos en las distintas operaciones. Muchas
veces hasta dudaban de los valores obtenidos al resolver con calculadora, si les quedaba

negativo, ellos lo ponian positivo usando la l6gica antes explicada.

Una vez escogido el tema sobre el cual nos pondriamos a investigar, fuimos buscando
materiales para leer y tratar de tener una mejor interpretacion del estado de la ensefianza del

conjunto numérico y las dificultades que se les presentaban a nuestros estudiantes. El hecho de
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tener una idea mas clara del por qué de los problemas de célculo, nos llevaria a buscar
soluciones. Fue asi que comenzamos a leer distintos materiales bibliograficos que nos servirian

de apoyo para iniciar el analisis y asi lograr una mejor lectura del conjunto numérico.

En las discusiones empezaba a emerger un supuesto acerca de si los estudiantes
lograban comprender los significados de los signos y surgian dudas acerca de como lograr que
los alumnos hagan un uso correcto de los mismos en las distintas operaciones. Analizamos la
manera tradicional de ensefianza con la que se acerca a los estudiantes al campo de los nUmeros
negativos y pudimos observar que siempre se hacia desde situaciones en las que el nimero
estaba asociado a una medida, longitudes sobre o bajo el nivel del mar, temperaturas sobre y
bajo cero y eso podria terminar siendo una dificultad al avanzar, por ejemplo, en el

ordenamiento del conjunto.

La idea que mas nos atraia, para cambiar con la forma tradicional en la que se introducia
el conjunto de los numeros enteros y lograr una mejor comprension en cOmo es su
funcionamiento, era una nueva propuesta de trabajo, al menos para mi, en la que los estudiantes
debian tomar un rol mas protagonico en la clase. Al mismo tiempo la introduccion en el campo
de los nimeros enteros se daria trabajando en un entorno algebraico, que es lo que dio origen
al conjunto numérico mencionado. Dicha propuesta consistia en proponer una serie de
situaciones problematicas que impliguen un desafio y en la que los propios alumnos pudieran
construir el nuevo conocimiento, dado que de esa manera podrian hacerlo propio y les resultaria

mucho mas facil de recordar en todas las situaciones en las que tengan que volver a usarlos.
3. Algunos aspectos de la propuesta de estudio

Luego de considerar algunos materiales, finalmente pudimos acceder a una propuesta en
particular que nos llam6 mucho la atencion por los fundamentos que la justificaban. Mas
precisamente, nos interes6 cémo explicaba las dificultades que se presentan en la ensefianza
habitual de los numeros enteros y exhibia al mismo tiempo la posibilidad de abordar el
contenido conjuntamente con el algebra. Comprender el porqué de los inconvenientes en el
funcionamiento de la operatoria de los nimeros con signos, nos permitiria poder encontrar

soluciones para abordar su ensefianza.

En la propuesta de ensefianza, que disefi6 Eva Cid (2015) para su tesis doctoral, es
posible leer y comprender la naturaleza de las dificultades de los alumnos al trabajar con los
nUmeros con signo, entre otras cuestiones como lo mencionamos anteriormente. Por ejemplo,

es muy comun el uso de las deudas y haberes o las temperaturas sobre y bajo cero para
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introducir al alumno en el conjunto de los nimeros enteros, y en estos casos sucede que el

“orden quedaria definido a partir de la afirmacion: 12° C bajo cero (—12) es una temperatura mas
baja que 1° C bajo cero (—1). Dicho asi, desde luego, —12 es méas que —1. Del mismo modo, una
persona que debe 500 pesetas tiene una deuda mayor que la que debe 100 pesetas, lo que podria
llevarnos a decir que —500 es mayor que —100” (Cid, 2015, p. 237).

Otro punto que generaba conflicto en los estudiantes, es que en este conjunto numérico
Z, ya no se cumplia con lo conocido y adquirido por los estudiantes, por ejemplo, la idea clara

que tenian hasta el momento de que sumar siempre aumenta y ahora eso ya no funcionaba asi.

Interpretaciones de este tipo, llevan a que los estudiantes no logren comprender el
funcionamiento correcto del conjunto numérico y por consiguiente se generan errores que con

el paso del tiempo es mucho mas dificil de revertir.

Entendiamos que, si podiamos lograr que los estudiantes fueran capaces de construir
con sentido la idea de los nimeros con signos y su funcionamiento, con el paso de los afios

podrian usar esos conocimientos de una manera mas clara y efectiva.

Continuamos con el analisis y estudio del material y pudimos observar que la autora de
la tesis trataba a los nimeros enteros desde su génesis, es decir desde la razon por la cual se
cred el conjunto numérico, “el algebra”. Comprender con qué objetivo surgio y como operar
con ellos nos aclaraba bastante cémo podriamos llevar adelante nuestra investigacion y
seguramente brindaria la posibilidad de obtener mejores resultados en las aulas. El acceso al
material se hizo en forma gradual. Luego, obtuvimos una breve introduccion de la investigacion
y la secuencia de problemas a trabajar. Mas tarde, obtuvimos material de apoyo y ampliacion
a partir del contacto iniciado con Eva Cid. En él, hasta pudimos detenernos en las
implementaciones que se habian realizado en aquella ciudad de Espafia, para observar el

funcionamiento en el aula con los estudiantes.

La secuencia de actividades esta dividida en dos partes, una primera que es para ser

trabajada en primer afio del nivel secundario y la otra en el segundo afio.
La primera sesion de tareas abarca, en forma general, los objetivos de:
e Construir y simplificar expresiones algebraicas.

e Construir las reglas de calculo para operar con expresiones algebraicas.

e Comparar y establecer la relacion de orden entre las expresiones algebraicas.

Mientras que la segunda sesidn de actividades, aborda, también en forma general, los

siguientes objetivos:
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e Multiplicar expresiones algebraicas.
e Establecer la regla de los signos para la multiplicacion.

e Primeras ideas de la potenciacion.

A medida que se van alcanzando los objetivos planteados, vamos trabajando de manera

implicita con los numeros enteros hasta llegar a la formalizacion del conjunto numérico.
4. Acerca del trabajo al interior del grupo

Como mencioné anteriormente, los encuentros se realizaban de manera periddica, cada quince
dias, los sdbados por la mafiana en el colegio CEM N° 14 de la localidad de General Fernandez
Oro.

Al afio siguiente, nos trasladamos al CEM N° 15 de la ciudad de Cipolletti. Alli los
encuentros se realizaban los dias de semana, fuera del horario escolar y generalmente luego de
alguna clase en la que se habia implementado alguno de los problemas en el aula. Durante las
reuniones, procediamos a la lectura e interpretacion de diferentes partes de la tesis de Cid
(2015). Nos resultaba muy atrapante la forma en la que la autora de la tesis explica las
dificultades que presentaba para los estudiantes la comprension del conjunto numérico. Por
ejemplo, el uso de los signos en los calculos a realizar, que generalmente aparecen como
calculos aislados (operaciones combinadas, uso de propiedades y reglas) que no requieren de
una interpretacién o andlisis de lo que se va resolviendo, sino simplemente hacer cuentas y

aplicar reglas de célculo indicadas por los docentes y con poco sentido para los estudiantes.

Mientras leiamos el material, podiamos darnos cuenta como la propuesta iniciaba el
conjunto numérico a través de problemas de sencilla interpretacion. En ellos aparecian
situaciones de ganar, perder, subir, bajar, etc., lo cual permitia establecer calculos de sumas o
restas y al mismo tiempo junto a algun dato desconocido que, favoreceria, con el transcurso de

la resolucién, la aparicion de variables, lo que posibilitaria el trabajo algebraico.

Ademas, las situaciones podian ser resueltas haciendo uso de las técnicas de calculo
que se emplean para el conjunto de los nimeros naturales, y esos conocimientos les bastaban
para dar respuesta a las mismas. Dichas situaciones resultaban de contextos conocidos por los
estudiantes, lo cual hacia que fuesen situaciones atrapantes y agradables y a la vez desafiante

para los conocimientos que hasta ese momento disponian.

Ahora, esta forma de introducir este conjunto numérico presenta un nuevo problema

que la autora afirma:
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“la necesidad de iniciar el algebra escolar cuando atn no se dispone de las reglas de los signos,

lo que dificulta, si es que no impide, el calculo algebraico. Esto obliga a una introduccion

simultanea de los numeros negativos y del algebra elemental en la que se posponga el desarrollo
exhaustivo de las técnicas algebraicas” (Cid, 2015, p. 255).

Esto, en principio, parecia complicar mas aun el camino hacia el tipo de trabajo que se

proponia en este material de estudio. Daba la sensacion de ser un desafio mucho mas grande

aun, pero teniamos la firme conviccion de llegar hasta el final e ir desenmarafiando esa red que

nos estaba presentando un reto que desedbamos asumir con dedicacion.

Cid (2015) propone una serie de criterios epistemoldgicos utilizados en la construccion

de la génesis escolar de los nimeros negativos, que vamos a utilizar para introducir este

conjunto numérico en el aula. Algunos de ellos son:

Los nimeros negativos se introducen en el seno del algebra elemental, entendida como
instrumento de modelizacion algebraica funcional.

Se simetriza aditivamente el conjunto de los nimeros naturales por lo que el algebra
comienza siendo un algebra en N para terminar siendo un algebra en Z.

No se asume el desarrollo de las técnicas correspondientes a todos los objetos
algebraicos que se presentan. Solo se ejercitan las técnicas de calculo con numeros
enteros (simplificacion de expresiones algebraicas, operaciones entre ellas y calculo de
su valor numérico).

Convertimos en objeto de estudio los distintos significados de los signos + y —, la
diferencia orientada resultado de la comparacion de numeros y las reglas de
simbolizacion algebraica.

Proponemos inicialmente problemas aritméticos directos y parametrizados (la
modelizacion inmediata viene dada por una férmula), con el objeto de poner de
manifiesto el significado de la letra como parametro o variable y la necesidad de operar

con sumandos Yy sustraendos.

Teniendo en cuenta esos criterios, la idea de como trabajariamos desde esta perspectiva

aparecia mucho mas clara y nos brindaba una mayor tranquilidad para la continuidad del

trabajo.

Pudimos distinguir que el material propone grupos de problemas que marcaban

visiblemente el camino que debiamos seguir. Los titulos correspondientes a €s0s grupos son:

Como construir expresiones algebraicas.

Como simplificar expresiones algebraicas.
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e COmo comparar expresiones algebraicas.
e CoOmo encontrar la diferencia entre expresiones algebraicas.

e CAmo multiplicar expresiones algebraicas.

Una vez que tuvimos una idea mas clara del camino que debiamos seguir, decidimos
dar el siguiente paso: analizar y trabajar sobre la secuencia presentada por grupos de problemas

que proponia la autora.

La internalizacion de la propuesta nos llevo a su estudio tanto desde lo matemaético
como desde lo didactico, es decir no solo comprender que se trata de una idea de nimero entero
a partir de reconocer el sentido directamente vinculado al lgebra, sino también desde la gestion
de la clase. La propuesta conlleva la resolucion de problemas, luego hacer una puesta en comun
y debate en clase, es en ese espacio que las distintas reglas de calculo comienzan a tener fluidez
en el aula. Que los estudiantes puedan abordar la situacion y mostrar su estrategia, genera una

mayor confianza en el trabajo matematico que van realizando y ademas mayor autonomia.

También tomamos la decision de implementarla en uno de los cursos a mi cargo. Esa
eleccidn se debi6 principalmente a que las actividades estaban pensadas para un primer afio de
nivel secundario y de los docentes que componian el grupo, yo era el Unico que ensefiaba en
un curso de dicho afio. Inmediatamente se hizo una peticion a los directivos del entonces CEM
N° 15, de la Ciudad de Cipolletti (Rio Negro), una escuela publica ubicada en el Barrio del
Trabajo, cuya comunidad educativa esta conformada por estudiantes de barrios carenciados de
la zona. Solicitamos las autorizaciones correspondientes para que el grupo de investigacion
pudiese acudir a la institucién con la finalidad de acompafiarme en la puesta en marcha de las
tareas y posteriores reuniones de debate sobre lo ocurrido en la clase. El equipo directivo que
se encontraba en funciones vio con muy buenos ojos la posibilidad de que se diera el

acercamiento entre ambas instituciones y las puertas estuvieron abiertas desde un comienzo.
6. Primeras aproximaciones y adaptacion de la secuencia

Andlisis de algunas actividades de la propuesta

Durante el estudio de la propuesta, fueron muchas las discusiones que se daban en cada
encuentro, nos llevaban a preguntarnos y reflexionar sobre la intencionalidad de cada una de
las actividades, las modificaciones y/o adaptaciones que serian necesarias para una mejor

interpretacion de las mismas que alli se proponian. A continuacion, se van a analizar algunas

de las tareas que resultan relevantes para comprender el funcionamiento de la propuesta de
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trabajo. Es importante su comprension para entender como se va construyendo el conocimiento
y cémo el estudiante va avanzando en la resolucion de las actividades a pesar de las dificultades

que van apareciendo en cada una de ellas.
v Anélisis a priori de la actividad 1

De la lectura y el analisis correspondiente a cada una de las actividades surgieron algunos
interrogantes respecto de aquellas que llevariamos al aula y de las posibles adecuaciones que

deberiamos realizar.

Por ejemplo, en las actividades que analizaré a continuacion podremos observar muchas
de las inquietudes que fuimos solucionando en el grupo de investigacion, con el objetivo de
que los estudiantes no tuviesen dificultades en su interpretacion y pudiesen dedicarse solo a la
elaboracion de estrategias de resolucién de las mismas.

Tarea 1: Laura se llevo sus tazos al colegio para jugar varias partidas. En la primera
perdio6 9 tazos y en la segunda gan6 7. ¢ Cuantos tazos le quedaron después de jugar?

Esta es la primera actividad que propone la secuencia de tareas que disefié Cid en su
trabajo. Es importante dado que desde aqui surge la idea del dato desconocido y que luego dara
origen a la letra, lo cual permitird ir confeccionando de manera progresiva expresiones
algebraicas y a medida que se avanza en la propuesta obtener expresiones cada vez mas

complejas.

Trataré de dejar plasmado cémo lo fuimos trabajando tanto en el grupo de trabajo como

en el aula con los alumnos.

Algunas de las expectativas giraban en torno a las variantes linglisticas que existen
entre nuestro pais y el pais de origen de la propuesta, como asi también nos preocupaba lo que

podian plantear nuestros alumnos para dar una respuesta a los problemas.

En la interpretacién de este primer problema, en el grupo colaborativo, fueron

surgiendo las siguientes situaciones:

I) Lo primero que nos preguntamos era si nuestros estudiantes sabian qué eran los
“tazos”, ya que, al tratarse de situaciones planteadas para estudiantes de un colegio ubicado en
Espafia, posiblemente aparecieran palabras, lugares o términos desconocidos para ellos. Para
este problema, una primera solucion fue cambiar la palabra “tazos” por “figuritas” y modificar
esa palabra en el enunciado del problema, para no generar un obstaculo al momento de

presentar la tarea.
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I1) En el momento que intentamos resolver esa actividad, nos condiciond bastante la
lectura del marco tedrico, el hecho de saber que se trataba de la introduccién de los enteros en
un entorno algebraico, practicamente nos obligd, casi de manera inmediata, a trabajar con una
variable. Pensamos entonces en la aparicion inmediata de la letra que representase la cantidad

inicial de tazos y planteamos la siguiente solucién:
X—9+7=x-2

[11) Pensando en los posibles procedimientos que utilizarian nuestros estudiantes al
momento de plantear y resolver el problema, se nos hizo, en principio, dificil corrernos de
nuestros conocimientos al momento de imaginar lo que ellos podrian llegar a producir. Una
primera idea que se nos ocurrid fue el hecho de que intentarian realizar una resta entre 9y 7,
dado que son los dos numeros que figuran en el enunciado del problema y una de las relaciones
que aparece es pierde. Alli radica una de las intervenciones que deberiamos realizar para hacer
ver cdmo solucionar esa dificultad. Lo que hariamos es releer el problema y tratar de analizarlo
mas en profundidad, ver que ademas de la palabra pierde, esta también gana, lo cual ya

generaria un conflicto en la resolucion mediante una suma o una resta solamente.

IV) Luego de algunas ejecuciones de la propuesta, nos dimos cuenta de que no era
necesaria la aparicion de la letra en esta actividad inicial, podian representar la cantidad inicial
de tazos con un numero que les permitiese resolver la situacion y asi poder dar solucién al

problema. La necesidad del uso de la letra se da en un problema posterior de la secuencia.
v Aspectos de la implementacion en el aula de la actividad 1

En las primeras implementaciones, estdbamos muy pendientes de que apareciera la variable en
la resolucion de los estudiantes. La gestion de la clase estaba mas que nada centrada en que los
alumnos pudiesen representar el dato desconocido con una letra, obtener una expresion
algebraica y operar con la misma. Esto dificultaba el trabajo aulico, dado que la representacion
del dato desconocido a través de una letra, era algo forzada y generaba cierta resistencia en el
alumnado al momento de operar y dar una respuesta a la pregunta de la actividad. Luego de
ese primer obstaculo, la cuestion a analizar se traslado a la respuesta a la pregunta planteada,
¢cuantos tazos le quedaron después de jugar? La expresion que da la respuesta era x — 2, pero
en el contexto del problema ¢qué significaba? ¢Seria facil interpretar el resultado obtenido?
Para nosotros, la respuesta era clara, dos tazos menos que al principio, pero para los alumnos

el orden de la letra, el namero y un signo en el medio no seria un asunto facil de descifrar para
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poder dar cuenta de la respuesta. Pensamos que tendriamos mucho para gestionar desde el
trabajo con la expresion y su equivalencia para finalmente poder obtener la respuesta esperada.
Una vez que comprendimos que la aparicion de la letra se daria en actividades posteriores, nos
pusimos a trabajar con menos presiones en cuanto a ese inconveniente. Al acordar que no era
necesaria la aparicion de la variable, tomamos de manera mas agil el trabajo en la clase.
Seguramente saldria de manera recurrente en los estudiantes la siguiente idea: pero no sabemos
con cuantos tazos salio de su casa, con lo cual deberian de pensar en una estrategia para poder
sortear ese inconveniente. Una posible solucién que imaginaron para esa situacion, fue
considerar una cantidad inicial de tazos y desde alli realizaran los calculos correspondientes
para finalmente dar una solucion al problema. Por ejemplo, si la cantidad inicial de tazos es 16,

podrian plantear lo siguiente:

16 —9+7 =14

Lo cual es valido para esa cantidad inicial. Alli tendria una respuesta para brindar:
vuelve con 14 tazos. Aqui surgia otra cuestion a discutir, podriamos tener tantas respuestas
como alumnos en el curso y alli tendriamos que gestionar para lograr una respuesta al problema,
ya que necesitdbamos unificar la gran diversidad que podian surgir. Logramos observar que la
cantidad inicial de tazos que podrian imaginar no requeriria de mayor analisis, dado que con
colocar una cantidad mayor a 9, les permitiria desarrollar la situacion sin mayores dificultades.
Entonces, ¢Qué sucederia si algun estudiante imagina como cantidad inicial justo 9? En ese
caso nos remitiriamos a las reglas del juego, si luego de la primera partida se queda sin tazos,
no podra seguir jugando. Todo este analisis aparece dado que los conocimientos de los que se
disponen son los nimeros naturales y hay un contexto que, en este caso, tiene sus reglas y
deben respetarse, ademas, se quiere avanzar en la operatoria de nimeros con signo. Surgid
también que, en algunos casos, nos encontrabamos con estudiantes que tenian conocimientos
de ecuaciones, y podrian llegar a pensar en plantear una variable para la cantidad inicial de
tazos y asi intentar armar una ecuacion, por ejemplo: t — 9 + 7 =, lo que los frenaria aqui es

la imposibilidad de igualar a un numero, con lo cual la resolucion quedaria inconclusa.
v Sobre la gestion de la clase

En este punto nos detuvimos a pensar en como llevariamos adelante la propuesta en el aula,
pudimos suponer posibles métodos de resolucion por parte del estudiantado y luego ir
analizando como trabajariamos con la secuencia didactica. Debimos tomar decisiones en

cuanto a si las actividades se resolverian en forma individual o en grupos y qué ideas
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fundamentales debian quedar fijadas para poder dar continuidad a los proximos problemas.
Una de las decisiones que tomamos, fue la de imprimir todas las actividades de la secuencia en
hojas que serian entregadas a los estudiantes para no ocupar el tiempo de la clase en el dictado
0 copiado de las tareas. Un asunto no menos relevante fue decidir si debiamos entregar todos
los problemas juntos o ir trabajando de a uno. Pensamos que, en el caso de entregar todas las
actividades juntas, podria ocurrir que algunos alumnos pudiesen resolver los problemas de
manera mas rapida y entonces avancen con las demas actividades y de esta manera se desdibuje
la intencionalidad que tiene cada uno de los problemas planteados. Fue asi que tomamos la
determinacion de ir entregando de una a la vez las actividades y al finalizar cada una de ellas
hacer una puesta en comun. Segun la complejidad del problema, las actividades se trabajaban

en forma grupal o individual.

Volviendo al ejemplo de la tarea 1, desde alli pudimos ir obteniendo algunas
conclusiones importantes para continuar con la secuencia didactica. Algunas de las cuestiones

a destacar para institucionalizar en la puesta en comun serian:

v Si tenemos un dato desconocido, podemos imaginar una cantidad inicial y asi
poder resolver el problema.

v No podemos tener varias respuestas numéricas, el problemaes uno y por lo tanto
la respuesta debe ser una oracion que generalice a todas las soluciones.

v Para obtener una respuesta mas general, debemos comparar la cantidad inicial
imaginada con la cantidad final obtenida, en funcion de esa comparacion
responder a la pregunta del problema. Asi, en la tarea 1, si comparamos la
cantidad inicial imaginada 16 con la final obtenida 14, podemos decir que:
Laura vuelve a su casa con dos tazos menos. Lo mismo sucederia para cualquier
otra cantidad inicial de tazos que pudiesen imaginar.

v No es posible pensar en armar una ecuacion, dado que no se tiene una cantidad
a la cual igualar.

v Al imaginar la cantidad inicial del problema, debemos ser cuidadosos de que a
misma nos permita operar con los nimeros siguientes. En el ejemplo de la tarea
1, debiamos tomar cantidades iniciales mayores a 9.

Continuando con el analisis de lo trabajado, comentaremos lo sucedido con otra de las
actividades.

v Andlisis a priori de la actividad 2

Una segunda cuestion que pudimos observar con el paso de los afios y las experiencias

anteriores, es que en algunos casos era conveniente entregar de manera separada los items de
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un mismo problema, ya que considerabamos que, al hacerlo de esa manera, se podian estudiar

o0 analizar otras alternativas de procedimientos que podria realizar el estudiante.

Tarea 2: a) El colectivo KoKo sale de Roca y viaja a Neuquén con cierta cantidad de
pasajeros. En Allen bajan 19 y suben 15, luego en Cipolletti bajan 35y suben 41. ¢ Con
cuantos pasajeros llega a Neuquén?

b) Para responder a la pregunta, completen la siguiente tabla.

N° inicial de pasajeros N° final de pasajeros

57

61

P

En su version original, se trataba de un tren que salia desde Barcelona con destino a
Gerona y haciendo dos paradas intermedias. En este caso, tomamos la decision de cambiar el
tren por una empresa de transporte publico de nuestra zona y que recorre algunas de nuestras
ciudades, para que sean lugares conocidos para nuestros alumnos. Consideramos un recorrido

de la empresa que solo atraviesa las localidades que utilizariamos en el problema.

En una primera implementacion entregamos la tarea completa, con los dos items y
vimos que en algunos casos directamente pasaban al item b para poder responder a la pregunta,
ya que asi lo indicaba la consigna, y se perdia toda la elaboracion de las distintas estrategias de

resolucién que podian surgir.
v Aspectos de la implementacion en el aula de la actividad 2

Una de las estrategias que los estudiantes lograron usar, debido a que en la Tarea 1 funciond,
es la posibilidad de imaginar una cantidad inicial de pasajeros y desde alli dar una respuesta al
problema. Por ejemplo, algunos alumnos imaginaban por si mismos una cantidad inicial de
pasajeros cualquiera y podia suceder que luego, esa cantidad no les sirviera para resolver la
segunda parada. Asi, si elegian la cantidad inicial de pasajeros igual a 20, en Allen bajaban 19,
quedaba 1 pasajero y si subian 15, salia de Allen con 16 pasajeros. Al llegar a Cipolletti, no
podia suceder que bajen 35, con lo cual deberian pensar mejor en la cantidad inicial de

pasajeros.

Cuando los estudiantes optaban por pasar directamente a la tabla (item b de la tarea),

surgirian las siguientes opciones de resolucion:
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Analisis

Para estas dos primeras filas s6lo operarian con los
nameros, realizando las restas y sumas
correspondientes. Para responder a la pregunta,
nuevamente como en la tarea 1, solo bastara con
hacer una comparacion entre la cantidad inicial de
pasajeros y la final. Respuesta: “llega con dos
pasajeros mas”.

Aqui el estudiante se ve en la obligacion de hacer
uso de la letra para poder armar su “programa de
célculo. Y también, podrian surgir varias
estrategias de resolucién para poder arribar a la
respuesta final. Se trata, entonces, de explicitar un
andlisis de diferentes estrategias que dan lugar a
visibilizar un funcionamiento algebraico de los
calculos, los mismos se explicitan a continuacion de la
tabla.

N° inicial de | N° final de pasajeros
pasajeros

57 57-19+15-35+41=59
61 61-19+15-35+41= 63
p p-19+15-35+41=p+2
p p+2

Si la respuesta es “p+2”, s6lo estarian haciendo
uso de lo obtenido en las dos primeras filas: ya
saben que “llega con dos pasajeros mas”, entonces
a la cantidad inicial “p” basta con sumarle dos
pasajeros mas. Esta expresion, nos permitiria
luego hacer ver la equivalencia entre las
expresiones obtenidas con este procedimiento y
los resultados obtenidos al “simplificar” la
expresion de la fila anterior.

Algunas estrategias que utilizaron los estudiantes para poder resolver la expresion
p—19 4 15 — 35 + 41:

1°) Podrian dar solucidn al problema mediante una representacion con flechas:

119 1715

l 4
T2

135 T41 l= bajan  T= suben

Mediante esas representaciones y analizando por parte lo que sucede en cada localidad,

los estudiantes podian decir que, en Allen como estado final, bajaron cuatro pasajeros, mientras

que en Cipolletti, subieron seis y como resultado final, comparando lo que sucedi6 entre las

dos localidades, subieron dos pasajeros mas.

Si bien el procedimiento es correcto y logra dar una respuesta al problema, no es el

mas adecuado ya que lo que se pretende es que aparezcan los célculos para luego hacer

! Chevallard (2005), llama a un proceso de resolucion o cadena estructurada y jerarquizada de operaciones
aritméticas con el nombre de “programa de calculo aritmético”.
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aparecer la regla de calculo para este conjunto numeérico.

2°) Podrian agrupar por un lado a todos los pasajeros que bajan y por otro lado a todos
los que suben y luego hacer la diferencia entre ellos: estd méas aparejado a procedimientos

convencionales

p—19+15-35+41 bajan 19 y 35, en total 54
suben 15y 41, en total 56
p—54+56 si bajan 54 y suben 56, entonces subieron dos mas

p+2

El procedimiento de agrupar por un lado los negativos y por otro lado los positivos y
luego restar los resultados parciales, no seria recomendable en este momento dado que no
actuaria el programa de célculo asociado a la simplificacién de expresiones algebraicas, es
decir, que no se estaria respetando la cadena estructurada y jerarquizada de la simplificacion
de expresiones algebraicas (se puede apreciar mejor en el siguiente procedimiento). Si bien
esta tactica esta visiblemente asociada a operaciones matematicas, no es parte de la propuesta

la aplicacion mecénica del mismo.

3°) Procedimiento asociado a los programas de calculo: Si bien, para ir dando solucion
al problema presentado, se irian apoyando en el contexto y asi podrian ir analizando los

distintos momentos:

p —19 4+ 15 — 35 4+ 41 — Si en Allen bajan 19 y suben 15, podemos decir que bajaron cuatro
p —4 — 35+ 41 — Sien Cipolletti bajan 35y suben 41, podemos decir que subieron seis
p — 4 + 6 —>Si en Allen bajaron 4 y en Cipolletti subieron 6, llega a Neuquén con dos méas
p+2
Este planteo se acerca mas a lo que necesitamos que empiece a ser claramente visible
para los alumnos, ya que luego podran derivar de manera mas directa en las reglas de célculo

que pretendemos para la resolucion y simplificacion de expresiones algebraicas.

Eso haria que la gestion de la clase requiriera de mucha mas intervencion, pues habria
que trabajar bastante méas para que los estudiantes pudieran visibilizar una de las reglas de
calculo que emergen del andlisis y construccion del conocimiento, dicha regla debia quedar

clara en esta primera parte de la secuencia: restar 19 y sumar 15 es lo mismo que restar 4.
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v Sobre la gestion de la clase

Luego de realizar una reflexion sobre la lectura del material y el analisis de los problemas,
Ilegamos a la conclusion de que no era tan necesario hacer aparecer la letra en el primer
problema puesto que, en esta actividad, en el cuadro, ya aparece la letra y es un dato que debe
usarse, con lo cual es necesario que los alumnos tengan que pensar en su uso y ver de qué
manera funcionaria en la resolucion de la situacion planteada. Esta actividad permite visibilizar
la idea de la autora en relacion a que los programas de célculo se constituyan en objeto de
estudio y asi se va dando lugar al trabajo algebraico implicado en las resoluciones de estas
actividades. Es muy importante hacer, y ver funcionar las reglas de calculo entre sumandos y

sustraendos desde el inicio de la secuencia.

Otra situacion que se hacia visible en la implementacion de la actividad con sus dos
items al mismo tiempo, es que si pasaban a resolver la tabla directamente podian encontrar el
numero final de pasajeros sin pasar por el calculo algebraico, recordando que en una primera
implementacion pensdbamos en la aparicion de la letra desde el inicio de la secuencia de
ejercicios y apelando a lo trabajado en la Tarea 1, podian comparar la cantidad inicial de
pasajeros y la final y, en funcion de la comparacion obtenida usar la letra. Por ejemplo, si
lograban determinar que llegaba con dos pasajeros mas, podian usar la letra y responder

directamente p + 2.

Finalmente, pensando en la idea de si entregar las dos actividades juntas o no,
definitivamente y luego de analizar detenidamente en si era conveniente hacerlo de esa forma,
decidimos que en las siguientes implementaciones las entregariamos de manera separada, como

tareas 2 y 3 respectivamente.

También debiamos pensar en las puestas en comudn, como elaborarlas para dar
participacion a la mayor cantidad posible de estudiantes y que todos puedan sentir que sus
aportes son importantes para la continuidad de las actividades.

Es fundamental destacar aqui que tanto los estudiantes como también en mi caso, no
estdbamos acostumbrados a este tipo de trabajo, lo que suponia todo un desafio en el sentido
que ellos debian ir construyendo sus propias estrategias de resolucion y yo debia actuar mas de
mediador entre sus producciones y los conocimientos que debia ir circulando en el salon de
clases. Ademas, otro desafio era proponer a los alumnos compartir sus procedimientos de

resolucion y hacerse entender con sus pares. De ese modo el conocimiento empezaria a circular
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en la clase y ser mas cercano entre los estudiantes, jqué mejor que la explicacion de un

compariero para comprender de manera mas eficiente los distintos procedimientos utilizados.

Continuando con las actividades que tenian como proposito construir y simplificar
expresiones algebraicas, empiezan a aparecer algunas con mayores grados de complejidad y

que van planteando nuevos desafios, tal es el caso de la actividad que analizaré a continuacion.
v/ Analisis a priori de la actividad 8

Observamos al llegar a esta actividad que planteaba un nuevo desafio, el cuél consistia
principalmente en que después de construir y simplificar las expresiones algebraicas debian
compararlas. EIl hecho de tener que determinar, entre dos 0 méas expresiones, cual de ellas es

mayor, menor o igual a la otra, no es algo sencillo de realizar.

Ademas, surgia la necesidad de crear dos 0 méas expresiones en las que, para poder

compararlas, debian trabajar con la misma variable en las distintas expresiones.

Tarea 8: Al empezar la semana, Maria, Adrian y Luisa tienen el mismo dinero en su
alcancia. Entre lunes y jueves gastan o reciben las siguientes cantidades:

Maria Adrian Luisa
Recibe $10 Gasta $5 Recibe $10
Gasta $5 Gasta $10 Recibe $5
Gasta $15 Gasta $15 Recibe $15

Recibe $30 Gasta $35

¢Quién tiene mas dinero? ¢Quién tiene menos? ¢En cuanto se diferencia de los demas
el dinero que tiene cada uno?

Para poder plantear y resolver la situacion pensamos en algunos de los procedimientos
que podria desplegar el estudiante, y lo primero que se nos ocurrid es que podrian utilizar una
variable distinta para cada una de las personas involucradas en la situacion y empezar a trabajar
desde esa idea principal. Seguramente no presentaria mayores dificultades el hecho de armar
la expresion correspondiente a cada personaje y tener que simplificarlas, pero si surgirian
muchas dudas al momento de tener que compararlas entre si. Establecer una relacion de orden
entre dos expresiones como "x + 3"y "m — 2" no es para nada sencillo si no conocemos qué
valor tiene cada una de esas variables. Es asi que el trabajo mas fuerte tendria que residir en

hacer ver que “al principio de la semana, todos tenian la misma cantidad”, con lo cual debian
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usar la misma variable para los tres amigos y eso ayudaria méas a la comparacion entre la

cantidad de dinero que tenia cada uno.
v Aspectos de la implementacion en el aula de la actividad 8

En primer lugar, los estudiantes plantearian las expresiones para cado una de las personas

involucradas en el problema, entonces:

Maria Adrian Luisa

M+10-5-15 A-5-10—-15+30 L+10+5+15-35

Como lo habiamos pensado en el analisis previo, los alumnos utilizaron una letra distinta para cada
uno de los personajes del problema, emplearon la inicial del nombre de cada uno, para designar la
cantidad inicial de dinero, aqui la letra esta siendo utilizada como una etiqueta.

Apelando a las reglas de célculo ya conocidas y aplicadas en diferentes actividades, podrian
simplificar cada una de las expresiones para luego comenzar a responder a las preguntas.

M—-10 A L-5

Una vez simplificadas las tres expresiones comenzaria el trabajo de compararlas para poder responder
a las distintas preguntas planteadas.

Y luego abordamos las preguntas: ¢Quién tiene méas dinero? ¢Quién tiene menos?

Aqui los estudiantes intentaron comparar las expresiones, determinando quién de ellos
tiene mas o menos dinero. La pregunta mas recurrente en este caso fue ;Y como sabemos

cuanto valen M, Ay L?
v Sobre la gestion de la clase

Durante la clase y ante las constantes consultas sobre como podian comparar la cantidad de
dinero que tenia cada uno de ellos, tuve que hacer una primera y muy importante intervencion,
ya que como vemos en el ejemplo, se utiliza una letra inicial distinta para cada una de las
personas que intervienen en el problema. Esto representa un obstaculo en la posterior
comparacion entre la cantidad de dinero que tiene cada uno. Realicé la siguiente pregunta,
¢ Sabemos cuanto dinero tenia cada uno en su alcancia? La respuesta fue que no, por eso usaron

una letra al inicio de cada expresién algebraica.

Entonces les planteé la siguiente duda, las letras que usaron para indicar la cantidad de
dinero que tenian al principio, ¢Son iguales? A lo que responderan que no, entonces

volveriamos a leer el enunciado del problema, haciendo hincapié en el mismo dinero en su
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alcancia, y preguntariamos entonces, si Maria tiene “M”, Adrian tiene “A” y Luisa tiene “L”,
¢todos tienen la misma cantidad al iniciar la semana? Alli entonces empezarian a reflexionar
sobre el uso de una misma letra para indicar la cantidad inicial que tenian en sus alcancias,

teniendo en cuenta que todos tenian igual cantidad de dinero al principio.

Una vez solucionado ese inconveniente, podrian pasar a comparar Sin mayores

obstaculos las tres expresiones.

Realizando el cambio de la letra para cada una de las expresiones y que queden todas

con una misma, algunas de las expresiones que fueron surgiendo eran:

Maria Adrian Luisa

x—10 X x—5

Podrian decir entonces que el que mas dinero tiene es Adrian, ya que al finalizar la

semana tiene lo mismo que tenia al principio.
Luego sigue Luisa, ya que en total sélo gasto $5 de lo que tenia al comenzar la semana.

Y la que menos tiene es Maria, ya que fue quien mas gasto de los tres, $10.
Entonces: x>x—5>x-10

Respecto de la ultima pregunta: ;En cuanto se diferencia de los demas el dinero que

tiene cada uno?

La comparacion mas facil de realizar es la de Maria y Luisa respecto de lo que tiene
Adrian, podrian responder que Maria tiene $10 menos que Adrian y Luisa $5 menos que
Adrian.

Haciéndolos pensar en esa respuesta, podrian también decirlo de la siguiente manera:
Adrian tiene $10 mas que Maria y $5 mas que Luisa. No es una relacion facil de establecer
para los alumnos por los signos menos en ambas expresiones. Pero se podria solucionar con
hacer ver una opcion y su reciproca, por ejemplo, si Maria tiene $10 menos que Adrian,

entonces Adrian tiene $10 mas que Maria.

La mayor dificultad estaria en comparar a Maria o Luisa respecto de los otros dos. Eso
pasaria principalmente al comparar a Maria respecto de los otros dos, ¢ Tiene $5 mas 0 menos

que Luisa? Puede representar una dificultad debido al signo de ambas expresiones.
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Con problemas como éste, en el que nuevamente el estudiante es puesto a trabajar en
un contexto que conoce y puede manipular con relativa facilidad, comienza a realizar
comparaciones entre dos expresiones algebraicas y puede establecer cual de ellas es mayor o
menor que la otra. Una idea que debe quedar bien establecida para asi poder aproximar una

idea de cdmo instituir el orden de los nimeros enteros.

Luego de estas primeras actividades seguian otras que tenian el mismo objetivo,

construir y simplificar y comparar expresiones algebraicas.

Es importante destacar que la secuencia misma tiene algunas actividades en las que se
van formalizando las reglas de calculo y la forma de operar, para que los estudiantes vayan
adquiriendo el lenguaje propio del algebra y al mismo tiempo se vaya logrando una

uniformidad en el didlogo que se tiene en las puestas en comun.

Seguidamente haré una breve resefia de algunas de esas actividades.
v/ Analisis a priori de la actividad 13

Al llegar a esta actividad, vimos que empezariamos a construir el lenguaje propio de la
propuesta y que serviria de ayuda a nuestros estudiantes al momento de comprender el
funcionamiento de la operatoria de los numeros con signo. Principalmente, nos ayudaria a que
todos podamos manejar la misma terminologia, y tanto la puesta en comun como sus

explicaciones serian claras para todos.

Tarea 13: Completa las frases siguientes:

Sumar 5y sumar 2 es lo mismo que

Sumar 5y restar 2 es lo mismo que

Restar 5y sumar 2 es o mismo que

Restar 5y restar 2 es o mismo que

Si bien no parecia una tarea dificil de realizar, debiamos tomar recaudos en cuanto a lo
que los estudiantes podrian llegar a plantear al momento de completar las frases, como asi

también a su interpretacidn para usos posteriores.
v Aspectos de la implementacion en el aula de la actividad 13

Cuando los estudiantes se encontraron con esta actividad, lo primero que les llamo la atencion,
fue el hecho de que no aparecia una situacion problematica para resolver, no habia que armar,

simplificar o comparar expresiones algebraicas.
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Y las primeras preguntas que surgieron fueron, ;Sumar 5 y sumar dos? ¢A qué cosa
profe? Evidentemente les faltaba algo, tenian que completar la frase, pero no les terminaba de

quedar en claro como podian hacerlo.
v Sobre la gestion de la clase

Para poder dar respuesta a los estudiantes, comencé a indagarlos sobre lo que ellos mismos

preguntaban.

Ellos decian que les faltaba algo, entonces les pregunté: Y en los problemas, cuando les
faltaba algo, ¢Como hacian? Sus respuestas eran que usaban una letra que representaba una

cantidad inicial y luego podian ir armando las expresiones.

Entonces les propuse que pensaran en expresiones que pudieran ayudarlos a completar

las frases. Y empezaron a construir y simplificar expresiones, por ejemplo:

x+5+3=x+8
Una vez simplificada la expresion, tratdbamos de leerlas en funcién de las frases a

completar:

Leiamos entonces: sumar 5 y sumar 3 es igual a sumar 8. Que luego cambiabamos el
es igual a por es lo mismo que y finalmente podian cumplir con la actividad planteada. Del

mismo modo pudieron completar las tres frases restantes.

Ya formalizada la regla para la suma y la resta de nimeros con signo, seguia ahora la
formalizacién de una de las propiedades de la suma. Seguramente muchos de los estudiantes
ya la conocian, pero necesitdbamos darle el marco correspondiente a la secuencia que

estabamos trabajando.

Para abordar la propiedad conmutativa de la suma trabajamos la siguiente actividad.
v/ Anélisis a priori de la actividad 14

Al llegar a este punto, sabiamos que lo ya trabajado en la actividad anterior podia servir de
trampolin para poder dar una respuesta a lo planteado aqui. Ya los estudiantes estarian mejor

preparados para trabajar de manera mas independiente.

Tarea 14: Completa las frases siguientes:
Sumar primero 5y sumar después 2 es lo mismo que primero 2y después
5.
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Sumar primero 5y restar después 2 es lo mismo que primero 2y después
5.
Restar primero 5y sumar después 2 es lo mismo que primero 2y después
5.
Restar primero 5y restar después 2 es lo mismo que primero 2y después
5.

En este caso la consigna a cumplir era muy similar a la actividad anterior, motivo por

el cual los alumnos se pusieron a trabajar de inmediatamente.
v Aspectos de la implementacién en el aula de la actividad 14

Aqui no surgieron dudas en cuanto a lo que debian realizar. Cada estudiante en su lugar se
aboc6 a completar las frases, dando fluidez a lo trabajado hasta el momento.

v Sobre la gestion de la clase

Los estudiantes comenzaron a armar expresiones algebraicas que respondian a lo planteado en

cada frase, luego procedian a su lectura y asi podian completarla. Por ejemplo:

x+54+2=x+2+5=x+7
Decian entonces: sumar 5y sumar 2 es lo mismo que sumar 2 y sumar 5. Si bien ellos
simplificaban la expresion, tuve que hacer ver que la actividad no requeria de ese paso. De
todas maneras, me tomé el tiempo como para que pudieran verificar que la simplificacion

estuviese bien realizada, para asi reafirmar lo trabajado hasta el momento.

Bien, volviendo a la actividad, a esto que ellos leian, les faltaba agregar el orden de
cada sumando, como para hacer mas visible la propiedad conmutativa, finalmente y luego de
hablarlo con los estudiantes, pudieron completar las distintas frases y dar por finalizada la
actividad.

Cumplimentada la actividad, ya quedaba oficialmente formalizada la propiedad

conmutativa con el lenguaje que la propuesta elaborada requeria.

Asi, ya teniamos abordado tres de los grandes objetivos de este trabajo: construir,
simplificar y comparar expresiones algebraicas. Ademaés, claro, que ya iba quedando

instaurando el lenguaje propio que la secuencia necesitaba.

Llegaba el momento de encarar otro de los grandes propdsitos de la propuesta:

“Encontrar la diferencia entre expresiones algebraicas”. Para ello se trabaja con un nuevo grupo
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de actividades que permitiran ir elaborando las estrategias necesarias para poder alcanzar la

meta propuesta en esta sesion de tareas.
v Analisis a priori de la actividad 20

Cuando llegamos a esta actividad, vimos que solicitaba que los estudiantes realicen calculos
mentales. Nuestra principal inquietud era saber si estaban preparados para poder dar solucion
a las situaciones planteadas y ver si nos encontrariamos con las estrategias mas convenientes
para llegar a lo que necesitdbamos para poder encarar la nueva secuencia de tareas que
permitirian ir visualizando la diferencia entre expresiones. Pensamos en que seria conveniente

hacer algunos ejercicios de practica para observar qué tipo de resoluciones podiamos encontrar.

Otro aspecto importante a considerar, era ver como podiamos hacer para que los
estudiantes se vean en la necesidad de realizar calculos mentales y no recurran a la cuenta
parada en una hoja de la carpeta. Teniamos que encontrar una variante que los ponga en

situacién de pensar alguna manera de resolver rapidamente los calculos presentados.

Tarea 20: Cuando se calcula mentalmente se procura buscar la forma mas sencilla
posible de efectuar las operaciones. ¢ Como haces las siguientes operaciones?

678 + 99 47 + 98 157 - 99
123 + 39 87-29 601 - 103
427 + 397 212 -198 117 - 22

En esta actividad como en otras se usé el programa Power Point, con la finalidad de
brindarles otro tipo de presentacién en las que tuvieron la necesidad de usar estrategias rapidas
y de facil célculo. Eran, mas que nada, aquellas en las que los estudiantes tenian que realizar
calculos apoyandose en conocimientos aritméticos y apelar a estrategias de calculo mental.
Valiéndonos de esta herramienta informatica y la posibilidad que brinda de colocar tiempos de
transicion entre una diapositiva y otra, podiamos favorecer ese tipo de célculo en los
estudiantes, dado que no tenian demasiado tiempo como para realizar el calculo convencional

y poder estar listos para la cuenta siguiente.
v Aspectos de la implementacion en el aula de la actividad 20

Una vez finalizada la actividad, en la puesta en comun, comenzamos a observar y analizar las
distintas estrategias de resolucion que plantearon los alumnos. Nos encontramos con algunas

tacticas como, por ejemplo:

678+ 100 — 1 157 =100+ 1 212-200+2
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Esas son solo algunas, que tomamos como las mas representativas con el fin de abordar
una de las operaciones fundamentales para la simplificacion de expresiones algebraicas “una

operacion de otra operacion”, el “uso de paréntesis” y su posterior “supresion”.
Si tomamos el primer ejemplo, 678 + 99:

678 + (100 —1)

El término + (100—1) es lo que denominamos operacion de operacion, en el lenguaje
que se va creando en la resolucion de la secuencia, se lo designa como “la suma de una resta”.
En los otros dos casos serian “la resta de una resta”. Estas operaciones y formas de nombrarlas
son importantes ya que van generando herramientas Utiles para poder plantear y resolver otras
tareas en las que se va formalizando la supresion de paréntesis y el lenguaje propio de esta

forma de trabajo.
v Sobre la gestion de la clase

Una vez que los alumnos presentaron las distintas posibilidades de solucion, se trabajo en la
escritura, sus equivalencias y su andlisis para poder obtener los calculos anteriores. Es asi que

obteniamos las siguientes interpretaciones:

678 + 99 157 — 99 212—-198

678 + (100 — 1) 157 — (100 — 1) 212 — (200 — 2)
678 + 100 — 1 157 — 100 + 1 212 — 200 + 2
7718 -1 57+1 12+2

777 58 14

Una de las cosas que mas tuvimos que trabajar fue la inclusion del paréntesis en la
operacion, ellos consideraban que no era necesario ya que al momento de realizar las cuentas
no lo habian utilizado para nada. EI modo en el que logramos convencerlos de la necesidad de
su uso, fue que, si queriamos representar, por ejemplo, el nimero 99 como la resta de dos
numeros (100 — 1), era conveniente indicar con paréntesis queé nimeros y que operacion era la
que reemplazaba al 99. De ese modo podiamos ver claramente que tipo de sustitucion se estaba

realizando.

A los efectos de llegar a ver las operaciones de operaciones y ver como se modificaban

los signos o no, al eliminar los paréntesis, puedo decir que obtuve un buen resultado.
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Una vez finalizada la actividad, la puesta en comun y comprendida la importancia de

los paréntesis y como se podian modificar los signos, teniamos que formalizar lo trabajado.

Asi, para poner en el lenguaje propio de la resolucion, y luego de haber trabajo con
algunas otras actividades, se presenta la tarea con la que ya quedan expresadas las reglas de

calculo que debian usar al realizar las operaciones, en este caso la supresion de paréntesis.
v Analisis a priori de la actividad 24

En la actividad que analizaré a continuacion, pudimos observar que nuevamente se trataba de
completar frases. Pensamos que los estudiantes ya contaban con las herramientas necesarias
como para poder cumplir con el requerimiento de la consigna, es decir que podian observar
algin ejemplo de los anteriormente desarrollados y usarlos como “modelos” para lograr

completar las frases.

Tarea 24. Completa las siguientes frases:

Sumar a + b es lo mismo que ............. AY ceieeeea b
Sumar a — b es lo mismo que ... .......... AY eoveeaeanee b
Restar a + b es lo mismo que............. AY eeveeen b
Restar a — b es lo mismo que............. AY eeeeeeenea b

Esta es otra de las tareas que presentan reglas de célculo que deberan usar los alumnos
al realizar las operaciones, al mismo tiempo va ampliando el lenguaje propio de la propuesta.
En este caso la regla permite eliminar paréntesis en una expresion algebraica para luego poder

simplificarla.
v Aspectos de la implementacion en el aula de la actividad 24

En algunos casos, pudimos observar que los alumnos no entendian como completar las frases.
Algunos decian que en las oraciones no mencionaban los paréntesis y que por tanto no sabian

como utilizar los “modelos” de los que ellos disponian.
v Sobre la gestion de la clase

En el grupo de estudio pensamos que para lograr que los alumnos comprendieran lo que se
solicitaba en estas actividades, podriamos recurrir a presentarles un ejemplo de una expresion
algebraica que represente la situacion a partir de la cual los alumnos pudieran completar la

frase. Por ejemplo:
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x+GB+7)=x+5+7
Al leerlas entre todos, la expresion oral de lo escrito en la expresién sonaba de la
siguiente manera: sumar 5 mas 7 es igual a sumar 5y sumar 7. Entonces, los mismos alumnos
lograban darse cuenta de que no era necesario mencionar los paréntesis al momento de leer la

expresion y su igualdad, con lo cual pudieron avanzar con el resto de las frases.

Finalmente, una nueva regla de célculo y el lenguaje propio de la propuesta quedaba
establecida en el aula. En este caso la supresion de paréntesis y lo que se da a llamar

“operaciones de operaciones” en la secuencia trabajada.

Hasta aqui ya muchos de los objetivos estaban trabajados en la clase. Podiamos ver que
lo tratado estaba, dentro de todo, bastante bien incorporado en los estudiantes y que podian
desenvolverse de manera mas o menos independiente al momento de plantear y simplificar

distintas expresiones algebraicas.

Nos quedaba ahora afrontar la cuestion de la “diferencia entre expresiones algebraicas”.
Para poder abordar esta nueva cuestion, se presentan actividades en la que ademas de comparar
las expresiones, deben hallar la diferencia entre ellas.

v/ Analisis a priori de la actividad 27

Esta actividad presentaba un grado de complejidad un poco mayor a las trabajadas hasta el
momento. Ademas de poder simplificarlas y compararlas, debian hallar la diferencia entre estas
expresiones y aqui podian encontrarse con una diversidad de situaciones que ameritarian un

analisis mas profundo y una mayor gestion en la clase.

Si bien las expresiones no parecian ser muy complicadas, la forma en la que tenian que
representarlas para compararlas y luego calcular su diferencia, seguramente seria lo mas dificil

de lograr.

Tarea 27: Calcula la diferencia entre las siguientes expresiones algebraicas:

i.7p+3q 2p—2q
ii. 4t—6—15 4t —3 -2
iii.21—2m+3—-23+5m 10m — 30 + 5m + 25

Como podemos observar, las expresiones a comparar son muy variadas, desde algunas
que parecen de facil resolucion a otras que se van complicando por la cantidad de términos que
tienen. De todas maneras, los alumnos ya estaban acostumbrados a trabajar con expresiones

gue eran un poco mas extensas.
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v Aspectos de la implementacion en el aula de la actividad 27

Para poder calcular la diferencia entre las expresiones los alumnos comenzaron a colocarlas

entre paréntesis y luego empezaron a operar con las reglas establecidas hasta el momento.

i 7p + 3q 2p — 2q
En primer lugar, con lo ya trabajado pueden establecer que la expresion 7p + 3q es
mayor que 2p — 2q , ahora restaria encontrar la diferencia entre ambas, para ello, las expresan

de la siguiente manera:

(7p +39) — (2p — 29)
Para eliminar el primer paréntesis, solo sacan, ya que no hay ninguna operacién que
interfiera en ello. Para el segundo término de la expresion dicen que restar 2p — 2q es lo mismo

que restar 2p y sumar 2q, quedando de la siguiente manera:

7p +3q — 2p + 2q
Y ahora: sumar 7p y restar 2p es lo mismo que sumar 5p; y sumar 3q y sumar 2q es lo

mismo que sumar 5q. Con lo cual la expresion simplificada seria:
5p + 5¢q
Con el segundo item:
ii.4t — 6 — 15 4t —3 -2
Comparar estas dos expresiones también les resultd relativamente facil, dado que las
dos tienen al inicio la misma cantidad, en la primera “pierde” o “gasta” (tomando como

referencia el problema en el que gastan o reciben dinero, contexto favorable para una mejor

interpretacion) mas que en la segunda, entonces la segunda expresion es mayor que la primera.

Para lograr simplificar, en la expresion 4t — 6 — 15, dicen: resta 6 y restar 15 es lo
mismo que restar 21; y en la segunda restar 3 y restar 2 es lo mismo que restar 5, entonces
queda de la siguiente manera:

4t — 21 4t -5
Para proceder a calcular la diferencia las colocan entre paréntesis y luego resuelven:
(4t —21) — (4t —-5)
Siguiendo las reglas ya trabajadas e incorporadas en su trabajo de programas de

calculo:

4¢—21—4t+5
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4t y — 4t, los tachan, dado que son iguales y uno esta sumando y el otro esta restando. Y para
continuar con los numeros, restar 21 y sumar 5 es lo mismo que restar 16. Con lo cual el

resultado de la expresion simplificada es: —16.

Aparece por primera vez un numero negativo solo, sin la compafiia de una letra. Esto
Ilamé mucho la atencion a los estudiantes, dado que no podian darle un sentido 1dgico. Hasta
el momento siempre estaba asociado a una accion o a una operacion con algo mas, la variable.
Para generarles cierta tranquilidad y poder avanzar en el trabajo, lograron asociarlo a una

accion, decian, por ejemplo, es como que perdio 16.
Y, por altimo, en el tercer item:
.21 —2m+3—-23+5m 10m — 30+ 5m + 25

Intentaron simplificar las expresiones para poder manipularlas de manera méas

controlada:

14+ 3m 15m -5

Algunos intentaron aplicar conmutativa en la primera expresion:

3m+1 15m -5
Aqui la comparacién no les resulté tan facil de realizar, dado que, si bien en la primera
expresion suma una cantidad pequefia y en la otra resta una mayor, en la segunda expresion al
inicio tiene méas que en la otra. Con lo cual es necesario pensar en que en este caso depende de

cuanto vale la letra “m”.

Hacian la diferencia:
(Bm+1)—-(15m—-15)
1+3m—-15m+5
—-12m + 6
A los estudiantes este resultado no les llamé mucho la atencién, dado que podrian

aplicar la propiedad conmutativa y les quedaria algo bastante conocido por ellos.
v Sobre la gestion de la clase

A continuacién, nos adentramos en la tarea de analizar los resultados obtenidos de la diferencia

entre las expresiones algebraicas:

i |5p+5q Al realizar la diferencia entre las dos expresiones, el resultado obtenido es una
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expresion cuyos términos son positivos (pensando siempre en el campo de los
naturales) y como dijimos, en su comparacion, la primera expresion es mayor que
la segunda.

ii | —16 Aqui la comparacién nos arroja un nimero (también podria ser una expresion)
con signo menos y en la comparacion dijimos que la segunda era mayor que la
primera o también la primera es menor que la segunda.

iii | —12m +6 | En este caso, tenemos un término negativo y uno positivo (trabajando en los
naturales). En el analisis dijimos que no podiamos establecer cual era mayor o
menor que la otra, que requeria de un andlisis mas profundo.

Tratamos de que quedase en claro, entre los estudiantes que, si la diferencia entre dos
expresiones era positiva, la primera expresion era mayor que la segunda, y si la diferencia entre

ellas era negativa, la segunda era mayor que la primera.

Este seria un primer trabajo que luego nos permitira ir estableciendo la relacion de orden

entre los niUmeros enteros.

Cabe destacar que, a estas alturas del trabajo realizado, ya eran muchas las reglas de
calculo elaboradas y las estrategias desplegadas por los estudiantes al momento de enfrentarse
con una nueva actividad a resolver. Trataba todo el tiempo de que circule en el aula dichas
formas de resolucion y el lenguaje que se iba adquiriendo a medida que avanzabamos, todo
esto favorecia la comunicacion al momento de la puesta en comdn y todos lograbamos

comprender lo que se transmitia.

Para ejemplificar todo lo que se habia logrado hasta el momento, voy a analizar la
actividad que sigue a continuacion. En la misma podremos observar como se van desplegando

las estrategias y las reglas incorporadas por los estudiantes a lo largo de la propuesta.
v Analisis a priori de la actividad 29

Esta actividad permitia hacer uso de todas las reglas de calculo adquiridas por los estudiantes
hasta el momento. Para poder dar solucion a los distintos items, debian recurrir a suprimir
parentesis, aplicar propiedad conmutativa y para lograr simplificar las expresiones, sumar o
restar nUmeros con signo. Pensamos que era una actividad muy potente para ver donde nos

encontrabamos parados con lo que veniamos trabajando a lo largo de todo lo implementado.

Tarea 29: Simplifica las siguientes expresiones algebraicas:

Da—(@—-8)+b—-8—(a+10) 2)17-(4—-x)+(5-y)—15-2
3c+R25—-c+15)—-(25—c—15) 4 2m—-(7—-5m)—(7m+5)
5)20—-10z — (5z — (10 — 2w))
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Aqui es posible observar que solo se tratan de expresiones algebraicas en las que

tenemos que suprimir los paréntesis para poder cumplir con lo solicitado en la consigna.

A continuacion, presento sélo uno de los cinco célculos de la tarea, en la que los
estudiantes deben recurrir a todas las reglas anteriormente mencionadas para poder simplificar

la expresion.
v/ Aspectos de la implementaciéon en el aula de la actividad 29

Los alumnos ya tenian una gran variedad de estrategias y conocimientos adquiridos, con lo
cual se pusieron a trabajar inmediatamente en la simplificacion de las distintas expresiones.
Algunos podian avanzar mas rapido que otros, y quienes lograban terminar con su trabajo
intentaban dar una mano a algunos de sus comparieros. Era reconfortante ver como se habia
creado un lindo clima de trabajo. Algunas de las actividades presentaron mas dificultades que

otras, pero de todas formas pudieron dar una solucion.
v Sobre la gestion de la clase

Para mostrar lo que se fue trabajando en el aula, tomaré sélo el item 2 de la tarea, y lo que se
fue dialogando en la puesta en comdn sobre esa expresion en particular y la forma en la que

van apareciendo las distintas reglas de calculo. Tomemos entonces la siguiente expresion:
17— (4-x)+5—-y)—15-2

Aqui, para poder empezar con el trabajo de la simplificacion de la expresion, primero
tuvieron que eliminar los paréntesis. Haciendo uso de las reglas de célculo para la operacion

de una operacion:
Seria: Restar 4 — x es lo mismo que restar 4 y sumar Xx.
Sumar 5—y es lo mismo que sumar 5y restar y.
La expresion queda entonces:
17—-4+x+5—-y—15-2

Luego, haciendo uso de distintas técnicas trabajadas a lo largo de la secuencia los
estudiantes comienzan a simplificar la expresion algebraica. Lo primero que realizan es una

supresion de nimeros opuestos:

H—-4+x+5—-y—15—-2
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Asi, pueden tacharlos, ya que restar 15 y restar 2 es lo mismo que restar 17. Entonces,
como 17 — 17 = 0 se pueden tachar, la expresion se vuelve a copiar sin esos nimeros y queda

de la siguiente manera:
—4+Xx+5-y

En este punto de la actividad, en primer lugar, queda un nimero que no resta con nada,
el menos cuatro, algo que no les es desconocido, dado que aplicando la propiedad conmutativa
se puede solucionar el inconveniente, entonces: restar 4 y sumar x es lo mismo que sumar X y

restar 4.
X—4+5—y
Ahora, restar 4 y sumar 5 es lo mismo que sumar 1.
X+1-—y

La expresion podria quedar simplificada de esa manera o bien, volver a aplicar la
propiedad conmutativa, sumar 1y restar y es lo mismo que restar y, y sumar 1.

X—y+1
Siendo este el resultado final.

Tanto ésta como las distintas actividades siempre eran revisadas en una puesta en
comun en la que los mismos alumnos podian expresar con sus palabras los pasos que seguian
para llegar al resultado final, aunque siempre tratdbamos que sea el lenguaje descripto en las
distintas actividades de formalizacion del vocabulario propio que la secuencia de problemas

propone.

Tratdbamos siempre que el trabajo fundamental de la puesta en comun fuera el de
verificar las equivalencias entre las distintas expresiones que se obtenian al resolver, dado que
a veces los procedimientos de simplificacion podian variar en cuanto al orden de las letras o

ndmeros y en ocasiones aparecian expresiones mas o menos simplificadas.

En resumen, fueron muchas y muy variadas las actividades que fuimos trabajando y
analizando a lo largo del estudio de la secuencia. Presenté algunas de ellas para dar cuenta del
arduo trabajo que realizamos en el interior del grupo, como asi también con los estudiantes en
las clases en que las actividades eran llevadas al aula. Incontables horas en las que, después de
trabajar en el aula con los estudiantes, nos quedabamos en el colegio debatiendo sobre la
pertinencia de cada una de las tareas trabajadas, sobre la puesta en comun y las cosas mas

importantes que debiamos retomar en la proxima clase. Si algo parecia no funcionar, alentarnos

239



Juan Zambrano

entre nosotros y buscar siempre la manera de seguir adelante y cada vez méas convencidos de
lo que estdbamos haciendo y que los resultados que obteniamos eran muy satisfactorios. Fue
muy importante el apoyo de todos y cada uno de los integrantes del grupo para no claudicar en
esta tarea bastante interesante en la que nos habiamos embarcado.

7. El trabajo de los alumnos en clases

Al finalizar algunos grupos de actividades, dejabamos en claro las ideas mas relevantes de cada
una de ellas en funcion de que fuese un conocimiento que estuviese claro y a disposicién para
poder ser usado en otra situacion problemaética. Las anotaciones generalmente quedaban
registradas en la carpeta, elaboradas con sus propias palabras para una mejor comprension y en
ocasiones se realizaban afiches, que los mismos estudiantes confeccionaban, con algunas
conclusiones y aportes importantes para estar disponibles y a la vista de todos, como ayuda
memoria. Ante una nueva situacién planteada, los estudiantes podian recurrir a esos modelos,
adaptarlo al nuevo problema y resolver de una manera mas eficiente. Resulté ser una
herramienta de mucha utilidad para la clase en general, en mi caso, ante consultas de
estudiantes, les indicaba que busquen entre los afiches cual se asemejaba més a la nueva tarea
planteada y usasen las reglas escritas por ellos mismos para intentar resolver, esto tuvo como
resultado una mayor autonomia en los estudiantes. Los alumnos también se apoyaban mucho
en estas producciones para luego poder fundamentar, en las puestas en comun, las estrategias
usadas en la resolucién de la tarea presentada y también entre ellos mismos se indicaban cual
era el modelo de problema que mas se acercaba al propuesto en el caso de que algin estudiante
no supiera como empezar a plantear el problema. También representaba un recurso Util para

quienes faltaban a algunas clases y asi poder refrescar lo visto hasta el momento.

La siguiente imagen muestra un afiche realizado por un grupo de estudiantes con la
resolucién y conclusiones que elaboraron de un problema que fue propuesto con el objetivo de
ir cerrando una primera etapa de problemas y con las cuestiones mas importantes que debian

recordar:
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Como vimos hasta aqui, las dos primeras actividades requerian de bastante analisis y
reformulaciones necesarias para que puedan ser trabajadas por nuestros alumnos. Del mismo
modo se fueron analizando y estudiando en profundidad cada una de las actividades. El objetivo
era ir previendo posibles procedimientos de resolucion por parte del estudiante y asi poder
anticipar las intervenciones en la gestion de la clase. Teniamos que tratar de ir aproximandonos
a los objetivos que se iban proponiendo para cada conjunto de actividades y lograr que sean

conocimientos que el estudiante tenga a disposicion.

En la siguiente imagen podemos observar como un estudiante va elaborando un
lenguaje propio de las reglas de calculos para resolver expresiones algebraicas. Si bien tiene
un error en el primer ejemplo, ya que seria “restar 5 y sumar 8”, de todas maneras, va generando
una estrategia de resolucién y ademas puede comunicarla de una manera mas sencilla, logrando
internalizar ese conocimiento y sobre todo, tenerlo al alcance para ser usado en cualquier otra

situacién que asi lo requiera.
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Ejercicio 1. Observa las siguientes expresiones y sus resultados:
aym-5+8=m+3 b)b-3-4=b-7
¢Como lo explicarias con tus palabras?
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Otro ejemplo, seria una actividad en la que los estudiantes dejan por escrito una regla

que les permite conmutar los términos de una expresion algebraica:

Recordemos que la propiedad conmutativa es posible en el algebra por su estructura
aditiva (como vemos en el siguiente desarrollo), y se utiliza justamente la suma porgue goza
de buenas propiedades, su escritura completa seria:

B+ (—4)+3
Aplicando la propiedad, quedaria:

B+3+ (-4
Esta escritura completa aun no aparece para los estudiantes, pero comienzan a hacer
uso de propiedades que se ponen en juego en forma implicita, justificando dicho célculo y les

facilita la simplificacion de expresiones algebraicas.

Es importante destacar que, como vimos anteriormente, la secuencia misma tiene
algunas actividades en las que se van formalizando las reglas de calculo y la forma de operar,
para que los estudiantes vayan adquiriendo el lenguaje propio del algebra y al mismo tiempo

se vaya logrando una uniformidad en el didlogo que se tiene en las puestas en comun.
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8. La experiencia personal y del grupo en la implementacion

En nuestra experiencia, desde que iniciamos con la implementacion, siempre pudimos llevarla
adelante en primer afio de manera ininterrumpida desde el afio 2013 hasta el afio 2018, siempre

con mejoras que ibamos realizando en funcion de las experiencias pasadas.

Por diversas razones, la organizacion institucional, por ejemplo, la segunda parte no
siempre podia ser implementada en segundo afio, con lo cual la mayor experiencia en el trabajo

esta centrada en primer afio.

En una oportunidad, pudimos empezar con la implementacién de la segunda parte en

un segundo afio, también del CEM N° 15.

Fue grande la satisfaccion al ver que los estudiantes que habian trabajado con la
propuesta el afio anterior aun recordaban el lenguaje y las reglas de céalculo trabajadas,
comenzamos con problemas de revision para que pudiesen entrar en ritmo y recordar todo lo

trabajado el afio anterior, y luego arrancamos con la segunda parte de la secuencia.

Aqui hago un paréntesis para mencionar el caso de un estudiante que dos afios antes
habia cursado el primer afio del colegio y trabaj6 con la propuesta de primer afio, luego curso
segundo afio con otro docente (aclaro esto por el tema de que no tuvo una continuidad en el
trabajo con numeros enteros abordado desde un entorno algebraico) y repitié el afio. Al
encontrarse nuevamente con actividades en las que repasabamos los objetivos alcanzados en
primer afio, podia trabajar sin mayores dificultades con las expresiones algebraicas, podia
simplificarlas y lo Unico que tenia que trabajar nuevamente era el lenguaje propio de la
propuesta. Nos sorprendié para bien el hecho de observar que el conocimiento que el alumno

habia construido durante el primer afio, ain perduraba en su memoria y podia usarlo.

Volviendo a la implementacion en el segundo afio del colegio, veniamos trabajando de
manera fluida, con los percances tipicos de un nuevo conocimiento que se esta generando, pero
bastante bien. Las actividades se trabajaban en grupos o individualmente y seguiamos con la
puesta en comun para que circule la palabra del estudiante. Pudimos continuar con un buen
ambiente de trabajo y los estudiantes ya estaban acostumbrados a esa forma del quehacer

matematico, lo cual hacia que la clase tuviese ya un ritmo de trabajo interesante.

Lamentablemente, ese mismo afio la escuela tuvo problemas en las instalaciones de gas
y las clases estuvieron suspendidas por aproximadamente unos tres meses, ya que debian

realizar toda la instalacion nuevamente.
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La continuidad del trabajo se vio interrumpida, ya que el contacto con los estudiantes
se redujo al envio de actividades via redes sociales institucionales y la propuesta requiere de la
presencia de los actores en el aula, para poder debatir, mostrar distintos procedimientos e ir
elaborando las reglas de céalculo que esta segunda parte permitiria alcanzar.

En los afios siguientes, no pudimos volver a intentar su implementacion debido a una
reorganizacion del personal de la institucion, por una reforma que se dio en el sistema educativo
de la provincia de Rio Negro, y no tuve mas a mi cargo ninguno de los segundos afios. Es hasta
el momento la cuenta pendiente que nos quedd como grupo de investigacion, llegar a

implementar la propuesta en el segundo afio.
9. Trabajos practicos y evaluacion

Respecto de este apartado, es importante aclarar que fue todo un desafio cambiar de la manera
tradicional en la que evaluaba a mis estudiantes, por dos razones principales:

La primera: estaba muy acostumbrado a la evaluacién escrita, la cual se daba al finalizar
un tema, en la que al estudiante se les brinda una determinada cantidad de ejercicios que debian
resolver aplicando las propiedades vistas, de forma muy mecanica y usando las formas y
estrategias ensefiadas por el docente. Cada uno ubicado en su banco y en lo posible en silencio.

La segunda: la demanda de los mismos estudiantes por una calificacion que dé cuenta
de su rendimiento y que les brinde la seguridad de que lo que vieron hasta el momento lo tienen
aprobado. Era una confirmacién de que todo lo visto estaba debidamente aprendido y, ademas,
reflejaba una necesidad de verlo expresado en un nimero que indique cuan mucho o poco

habian logrado entender.

Y sin perder de vista que también es una especie de elemento controlador y/o
motivador para que los estudiantes se mantengan atentos y participen de las clases. Les da una
razén por la cual resolver las distintas actividades y presentar sus procedimientos de resolucion.
Funciona, para muchos, como la recompensa a todo lo que pudieron producir a lo largo de las

clases.

En esta forma de trabajo, lo mas importante se iba dando en forma escalonada, un nuevo
conocimiento brindaba las herramientas necesarias para ir generando otro, era muy interesante
el proceso que se daba dia a dia en el aula y poder observarlo detenidamente en cada uno de
los alumnos y de manera grupal requeria de estar atento a todo lo que sucedia en el salon de

clases.
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Durante las primeras implementaciones estaba acompafiado en el aula con uno o dos
docentes mas del grupo colaborativo, quienes, ademas de observar lo que sucedia en la clase
con la resolucion de las actividades, me brindaban apoyo en la atencion de consultas o dudas
que iban surgiendo por parte de los estudiantes. Estaban atentos a procedimientos importantes
que se realizaban y hasta me daban una mano en la puesta en comdn para que el conocimiento
generado sea mas claro para todos los integrantes del aula y del grupo de investigacion en

general.

Las actividades se iban resolviendo una tras otra, las ideas principales eran abordadas
en la puesta en comun y podiamos observar que el conocimiento “circulaba” en el salon de
clases, los alumnos, en su gran mayoria, se encontraban abocados a resolver las distintas
situaciones que les presentabamos y todo parecia marchar de la mejor manera. Luego de unas
semanas de clases, surgi6 como demanda de los propios estudiantes la necesidad de ser
evaluados, necesitaban tener una nota, algo escrito donde puedan ver el resultado de todo lo
que se venia elaborando en clase. Les explicaba que veniamos teniendo en cuenta el proceso,
que todo lo que se estaba logrando hasta el momento era gracias a que estaban pudiendo
relacionar lo visto en ese periodo y que, si eran capaces de resolver una nueva actividad, era
porque lo que se habia trabajado anteriormente estaba debidamente aprendido. Aln asi,
insistian en la evaluacién, motivo por el cual en el grupo colaborativo nos encontramos en la
necesidad de elaborar algunas actividades extras con el objetivo de que los estudiantes tuviesen
la evaluacion y la nota que tanto solicitaban.

Esto nos llevo a disefiar algunos trabajos practicos evaluativos con actividades que
considerabamos importantes por su contenido y por las reglas que debian quedar bien en claro
en los estudiantes. Entonces, luego de terminar cada grupo de problemas, los estudiantes
realizaban un trabajo practico con el cual, ademas de considerar su proceso, fijabamos de
manera mas efectiva los conocimientos que debian circular en el aula y el alumno se sentia mas

seguro al momento de abordar un nuevo conjunto de situaciones problematicas.

La experiencia de los primeros afios de implementacion también nos dejo en claro que
en muchas ocasiones, trabajar solo con las actividades de la secuencia no era suficiente para
que los estudiantes puedan captar la regla a seguir para la resolucion de las actividades. Esta

situacién se brindaba principalmente por tres razones que pudimos identificar:

1. La discontinuidad en las clases. A veces de una clase del dia jueves hasta la

proxima del lunes de la semana siguiente, lo trabajado anteriormente no se
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recordaba bien. Y tratar de hacer una revision sobre la tarea ya resuelta no
brindaba buenos resultados. Lo mismo pasaba si, por alguna razon (feriados,
actos escolares, suspensiones de clase u otras), pasaban varios dias sin tener

clases de Matematica.

2. Las reiteradas inasistencias de los alumnos. Por distintas razones, en ocasiones
nos encontrabamos con grupos de estudiantes en los que las faltas a clases era
algo bastante frecuente, a veces las mismas eran muy prolongadas, semanas e
inclusive meses. Al regresar a clases, debiamos tratar de ponerlos al dia con

todo lo que se venia trabajando.

3. Dar fluidez a la resolucidon de la secuencia. Tratdbamos de tener una continuidad
en la resolucion de las tareas, terminaban una, haciamos la puesta en comun,
dialogabamos sobre las cuestiones mas importantes y pasabamos a la siguiente.
Al pasar tres 0 mas de las actividades, gracias al trabajo conjunto de reflexion
que se daba en el grupo colaborativo, pudimos observar que algunas cosas no
estaban bien en claro y eso dificultaba poder seguir adelante, debiamos volver
a trabajar sobre todo lo anterior y nos retrasaba bastante.

Presenté estas cuestiones como una inquietud hacia el interior del grupo y me parecid
pertinente la posibilidad de que elaboremos actividades de revision o fijacion y que las mismas
sean dadas a los estudiantes como tareas para aquellos dias en los que sabiamos que tendriamos
discontinuidad en las clases, entonces, al regresar podiamos hablar y repasar sobre todo lo que

ya veniamos trabajando hasta la clase anterior.

También nos servirian para reforzar aquellas cuestiones que considerabamos
importantes y que logrdbamos observar que no habian quedado del todo claro al finalizar
algunas de las actividades.

Fue importante también la predisposicién de los profesores integrantes del grupo
colaborativo, que estaban presentes en las clases, en cuanto a la atencidn personalizada que les
brindaban a los estudiantes que se reincorporaban a clase luego de algunas inasistencias.
Trabajaban en forma particular con ellos, tratando de que puedan ver todo lo que se habia
trabajado hasta el momento y asi pudiesen alcanzar a sus comparieros. Esto fue de gran ayuda
para mi, dado que podia seguir adelante con las clases sin retrasar a quienes asistian a clases

regularmente.
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Pudimos, finalmente, proveernos de una buena cantidad de actividades extras, de las
cuales disponiamos en todas las clases y podiamos hacer uso de las mismas para evitar o

solucionar los inconvenientes anteriormente planteados.
10. La visita de Eva Cid

Transcurria el afio 2016 y la idea de que la autora de la tesis en la que veniamos trabajando

desde hace cuatro afios pudiese llegar hasta nuestro pais, comenzaba a tomar fuerza.

Pensabamos que la presencia de la doctora Eva Cid y la posibilidad de escucharla
personalmente, podia llegar a aclarar muchas de las cosas que ain no nos quedaban del todo
claro. Hacia algunos afios que veniamos implementando la propuesta en distintos cursos y con
muchos alumnos, y teniamos la plena conviccion de que la propuesta funcionaba, pero adn a
nivel grupo de investigacion, quedaban algunas preguntas sin responder. Algunos de los
interrogantes tenian que ver con las actividades en particular, en cuanto a objetivos a alcanzar
y la necesidad o no de hacer uso de las unidades de medicion en el grupo de problemas para

abordar la multiplicacién, por ejemplo.

El grupo de docentes investigadores del grupo colaborativo, perteneciente a la
Universidad Nacional del Comahue comenzé con los contactos y los tramites necesarios para
gestionar que la visita de Eva Cid, a nuestro pais y en particular a la universidad y al colegio
en el que estabamos implementando la secuencia sea posible. Cuando el proyecto fue
presentado a Eva Cid, le gustd mucho la posibilidad de poder conocer el pais y le parecia
increible que al otro lado del mundo un grupo de docentes estuviese analizando, trabajando e
implementando en el aula su investigacion. Ella nos decia que no se le habia ocurrido la idea

de que su trabajo fuese a trascender fronteras.

Finalmente, y luego de algunos meses de tramites pertinentes a su visita, en el mes de
marzo de 2016, lleg6 Eva vy la ansiedad de conocerla, escucharla y poder trabajar a su lado era

cada vez mas grande.

Casi inmediatamente comenzamos las reuniones del grupo de investigacion con Eva,
poder escucharla contar el porqué de la eleccion de los nimeros enteros para elaborar su tesis
de doctorado y saber que coincidimos en esas inquietudes. Esas mismas intranquilidades
también nos llevaron a nosotros a elegir ese tema para su estudio, entender que la preocupacion
era bastante grande ya que afectaba a todo el nivel de escolarizacion por su importancia, aun

para la resolucion de las distintas operaciones en otros conjuntos numeéricos. Poder encontrar
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una nueva forma de avanzar sobre ese problema era su mayor preocupacion y el hecho de,
ahora, encontrar a otros profesores abocados a trabajar con su tesis de doctorado para abordar
el inconveniente de la ensefianza de los nimeros con signo era muy motivador para ella y para
nosotros. Las reuniones se hacian largas y muy ricas en cuanto al didlogo y al conocimiento
que podiamos ir retroalimentando entre sus explicaciones a nuestras incertidumbres y ella al

nutrirse de nuestras experiencias en el aula.

Finalmente llego el dia en que Eva conoceria el CEM N° 15 de la ciudad de Cipolletti,
el lugar fisico en el cual su propuesta, con nuestras modificaciones, se estaba llevando adelante
desde hacia 3 afios. Conoceria el colegio y el grupo de estudiantes que en ese momento estaban
trabajando con la propuesta didactica. Fue una visita en la que realizé un breve recorrido por
las instalaciones de la escuela y luego tuvo el encuentro, tipo entrevista, con el grupo de

alumnos.

El didlogo entre los estudiantes y Eva era bastante fluido, charlaron un poco de cémo
era Espafia y la ciudad en la que ella vivia, de como le surgié la idea de realizar ese tremendo

trabajo y de como eran los estudiantes de alla.

Ellos le contaron a Eva acerca de su forma de trabajar en las clases, que les resultaba
muy interesante y que lo mejor era que ya no tenian pruebas y que con trabajar en clases y
hacer los trabajos practicos podian aprobar matematica. Fue una charla muy linda e interesante

para todas las partes involucradas en este trabajo.

Luego llegd el momento en que Eva brindaria una conferencia en la Universidad, para
nosotros, todos los docentes de nivel medio o universitario y estudiantes del profesorado de
Matematica interesados en participar de la misma. Hubo una concurrencia bastante grande,
pudimos compartir toda su experiencia en la elaboracién de su investigacion, escuchamos las
fundamentaciones de la propuesta con mucha claridad. También se tom6 un tiempo para contar
sobre la implementacién de la propuesta en los colegios en los que se puso a prueba el

funcionamiento de la secuencia.
11. Presentaciones en conferencias, talleres y cursos de capacitacion

Algunos de los mayores provechos, a nivel personal y profesional, que pude lograr desde que
soy parte del grupo de investigacion es haber conformado un panel de exposicion en Congresos
Nacionales de Matematica en los que relatdbamos la experiencia del trabajo colaborativo de

investigacion. Ser parte y haber trabajado en la escritura y posterior presentacion ante grupos
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de docentes de nivel medio, universitario, estudiantes de los profesorados y destacados
investigadores en didactica de la matematica, nacionales y, en ocasiones, hasta internacionales,
es algo que no pensaba que se podia llegar a dar cuando empecé con mi carrera como docente.
Tal fue el caso de la participacién en la EDIMAT 2017, con laponencia ‘“Problematizacion del
conocimiento matematico en un espacio de trabajo colaborativo”, que se desarrolld en la
UNCo, Facultad de Economia y Administracion. Sin duda una de las mejores experiencias,
exponer ante tantos profesionales y futuros profesionales, dar a conocer todo el trabajo que se
venia desarrollando desde hacia ya cinco afios, reuniones de estudio, planificaciones de clases,
readecuacion de las actividades, pensar en las puestas en comun, gestion de las clases, nuevos
modos de evaluar y toda la predisposicion del grupo para revisar, poner un freno y volver a

arrancar, sin dudas experiencias que fueron, son y seran inolvidables.

También me abri6 puertas a participaciones en ponencias que se desarrollaban en otros
lugares del pais, como por ejemplo en San Carlos de Bariloche, provincia de Rio Negro en el
afio 2018. En una ocasion anterior en la Universidad Nacional del Litoral, provincia de Santa
Fé (2017), llegar hasta alli y poder contar la experiencia vivida y hacer conocer nuestra
propuesta de trabajo y como fuimos creciendo afio tras afio, fue algo que, personalmente, me

hacia valorar cada vez todo lo vivido en el grupo.

Ahora, la primera vez que me tocd realizar una ponencia, fue en la ciudad de Cipolletti,
Rio Negro en el afio 2013, tan solo un afio y medio después de haber iniciado el grupo de
investigacién. Un desafio muy grande, en primer lugar, por tener que redactar una experiencia
de trabajo de investigacion y puesta en marcha, por primera vez, de la propuesta y luego ser el
expositor en forma individual en un congreso de educacidn, una practica totalmente nueva para
mi y poder estar a la altura, gracias al apoyo del equipo, gener6 la confianza suficiente como

para después animarme a la participacion en otros congresos.

También me abrié la puerta a ser docente co-formador. Durante algunos arios,
estudiantes del Profesorado de Matematica de la UNCo, fueron recibidos en el colegio en el
que trabajaba para poder realizar sus practicas de residencia. Fue muy productivo para mi
interactuar con ellos, conocer sus propuestas de trabajo y elaboracion de sus planificaciones,
verlos desenvolverse como docentes y poder acercarles parte de mi experiencia en charlas
grupales o individuales, dialogar sobre los modos de evaluaciéon y su acercamiento a los
estudiantes de nivel medio. Fue sin dudas una experiencia que me aport0 mucho desde lo

profesional.
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Otra experiencia muy relevante para mi carrera profesional fueron las posibilidades de
participar en el armado y dictado de talleres y cursos de capacitacion para otros docentes y
estudiantes de la carrera del profesorado de matematicas. Fue un trabajo que demando al grupo
mucho tiempo de elaboracion y diagramacion de la forma en que trabajariamos las distintas
actividades. Todo lo que logramos fue bastante grande, dado que debiamos en primer lugar
introducir a los participantes, de una manera bastante acotada, en la metodologia del trabajo
pensado y armado por Eva. También introducirlos en los distintos significados del signo y los
objetivos que debiamos alcanzar en cada etapa de las tareas que trabajariamos. A nosotros nos
llevé algunos afios de lectura, analisis, implementacion y reelaboracion de actividades, poder
interpretar y llevar adelante de manera adecuada la secuencia. Tratar de transmitir todo eso en

un taller o curso de capacitacion era una tarea bastante grande.

Al encontrarnos ante ese desafio, es que se veia la fortaleza que teniamos como grupo
y lo coordinado que estdbamos para poder trabajar en el disefio de los talleres y cursos. Todos
participando del dictado de alguna de las etapas, nos dividiamos en grupos mas reducidos y
cada subgrupo tenia a su cargo el dictado de una parte. Mientras un grupo estaba al frente del
taller, el resto participaba en el trabajo de los asistentes a dichos eventos, asesorando o guiando
las producciones de ellos. Todos hablabamos el mismo idioma y el mismo fluia de manera

natural, no aparecian baches en el dictado de la misma.

Los participantes se mostraron muy agradecidos por la presentacion de una nueva forma
de trabajar con los nimeros con signo, les resultaba una propuesta muy interesante y podian
captar la metodologia de trabajo. Algunos de ellos se sumaron a trabajar con la propuesta o

parte de ella en sus cursos y mantenian el contacto con nuestro grupo para hacer consultas.

Para nosotros era muy importante poder acercarles una nueva herramienta para su
practica docente, la idea siempre fue poder difundir lo méas posible la propuesta, debido a lo
potente de la misma y a los resultados que nosotros podiamos observar en nuestras
implementaciones. Seguramente requeria de mucho estudio y dedicacién para poder llegar a
obtener los resultados esperados, pero llegar a comprender su funcionamiento y ver que los
estudiantes pueden ir alcanzando los objetivos es muy satisfactorio, al menos para nosotros y

tratabamos de transmitir la pasion por lo que haciamos.

Todas estas experiencias de brindar capacitaciones, ser un expositor en conferencias o
ser docente co-formador, no estaban en mi horizonte cuando me recibi de Profesor en

Matematica y Cosmografia. Siempre me vi como asistente a esas charlas o formaciones.
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Ser parte de este grupo de investigacion me abrié muchas puertas, pero lo mas

importante es que me mostrd que siempre se puede hacer mas.
12. Palabras finales

Todo lo vivido a lo largo de estos casi ocho afios de ser parte del grupo colaborativo me deja

muchas satisfacciones profesionales y personales.

En lo profesional, sobre todas las cosas me permitio pensar en distintas formas de
abordar la ensefianza de un determinado contenido. Me ayudd a adquirir nuevas metodologias
de trabajo, pensar en distintas formas de abordar la clase, trabajar sobre las puestas en comun,
reflexionar sobre otras formas de evaluacion y a trabajar en la variedad de situaciones posibles
de una clase. Poder compartir el aula con profesores del grupo y saber que me escuchaban en
cuanto a mis aportes al trabajo aulico y adquirir toda la experiencia que ellos me transmitian
con sus consejos para la gestion de la clase, sumé mucho a mi desempefio como docente. Las
amplias charlas en torno al analisis de la propuesta y al conocimiento matematico que
esperabamos lograr eran muy fructiferas para todos, dentro del grupo todos somos iguales,

docentes en busca de generar mejores condiciones para la ensefianza de la matematica.

En lo personal, conoci un grupo de docentes, muchos de ellos con experiencia en el
trabajo con la didactica de la matematica, que me trataron como un par méas. Confiaron en mis
capacidades y en mis ganas de querer crecer en lo profesional y todo el tiempo me alentaron a
seguir adelante. Me presentaban los desafios de ser capacitador o expositor y solo me quedaba
responderles de la mejor manera. Tener su reconocimiento y su aceptacion ante mis propuestas

y mi trabajo me llena de satisfaccion.
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Capitulo 6

Reflexiones al revisar un proceso de Disefio y desarrollo de talleres para la
apropiacion de una propuesta proveniente de la investigacion didactica en

la formacion continua

Rosa Martinez - Analia Petich - Ethel Barrio

1. Introduccién

El estudio conjunto!, entre docentes investigadores (DI) y docentes de aula (DA),
correspondiente a nuestro trabajo colaborativo desarrollado en el capitulo 2, nos permitié una
apropiacion de la propuesta de Cid y Ruiz Munzon (2011) y Cid (2015) que fue configurando
una comprension de algunos aspectos nodales relativos a los saberes en juego. Con ese camino
recorrido organizamos, como grupo de trabajo, el desarrollo de talleres? para compartir la
propuesta de ensefianza, de los nimeros enteros, con otros docentes que no participaban de los
espacios colaborativos. Asi, el estudio conjunto de la adaptacion y exploracion en el aula de
ese producto de investigacion, devino en el desarrollo de acciones en talleres que articulan la

formacién continua con la investigacion.

Pensamos que las acciones que se desarrollan en los talleres pueden actuar como
canales de difusion, en tanto posibilitarian que profesores que ensefian matematica en escuelas
de nivel secundario tomen contacto con una propuesta que favorece avanzar sobre algunas de
las dificultades presentes en la ensefianza de los nimeros negativos. A la vez, estas acciones,
permitirian crear una via de acceso, que creemos necesario explicitar, para contribuir a la

asequibilidad de la propuesta de investigacion.

La eleccion del formato taller estuvo determinada por la intencién de generar un
escenario® de intercambio posible para difundir, analizar y reflexionar a partir de la resolucion
de un conjunto de problemas seleccionados, a proposito de caracterizar los aspectos centrales

de la propuesta.

1 El estudio conjunto entre DA y DI se inici6 en marzo de 2012.

2 Los talleres se desarrollan a partir de 2016. Todo ese tiempo dio lugar a un proceso de estudio y analisis de la
propuesta en un ir y venir con la implementacion.

3 Otros escenarios destinados al estudio y tratamiento de la propuesta, desde el afio 2015, han sido espacios
curriculares del profesorado de Matemética de la FaEA, UNCo, concebidos para analizar propuestas de ensefianza
a la luz de herramientas tedricas de la Didactica de la Matematica.
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Estos talleres* se fueron sucediendo en diferentes lugares con distintos docentes, cuyos
trabajos acontecian en diferentes instituciones. Las caracteristicas singulares de cada
experiencia fueron dando lugar a otros analisis, a conceptualizaciones mas profundas que
fueron integrandose a otras interpretaciones y que devinieron en la no repitencia rutinaria de
estos talleres. Ademas, las retroalimentaciones que se daban en los espacios colaborativos, con
relacion al trabajo de la misma propuesta durante su desarrollo, ha sido otro matiz que

reconocemos como transformador de ideas en los espacios de los talleres.

Los talleres se disefiaron con una configuracion que algunas veces estaba preestablecida
(en Jornadas de educacion y/o Congresos), y en otras, se ajustaba a los regimenes laborales de
los profesores. En ambos casos, la variable tiempo estuvo en un promedio de ocho horas reloj.
Desde el inicio de los talleres, uno de los desafios consistio en: ; Como difundir en pocos dias
una propuesta novedosa, constructiva, cuyo estudio y adaptacion nos demando afios en el grupo
colaborativo®? Nuestra intencion y nuestra tarea fueron, por cierto, muy ambiciosas. En nuestro
trabajo docente, la variable tiempo siempre nos atraviesa, ;Como usar esta variable “a nuestro
favor” en el desarrollo de los talleres? Este desafio se transformd en una potencialidad,
exigiéndonos un analisis mas profundo de la propuesta de Cid para poder desentrafiar y abordar
sus aspectos claves, sin dejar de reconocer los limites que tiene un trabajo con tiempos

acotados.

Asumimos la complejidad de la tarea de coordinacion de los talleres con la conviccion
de entrar en didlogo con las practicas de ensefianza de los docentes participantes a los mismos.
Esto nos planted otro desafio, el de integrar una propuesta —surgida a partir de otras
intencionalidades— a las necesidades reales de estos docentes, con un funcionamiento singular
en sus clases, con un modo particular de manejo de la incertidumbre y del margen de maniobra

que proporciona cada situacion (Perrin-Glorian y Moreira Baltar Bellemain, 2016).

En este capitulo presentamos algunas reflexiones al revisitar lo acontecido en estos
talleres. Tomamos la idea de “revisitar” que propone Nicastro (2006), referida al énfasis en una
mirada “con ansias de descubrimiento, de exploracion” que nos permitio echar luz a cuestiones

que hasta el momento no se explicitaban como tales. La reflexion sobre nuestro quehacer

4 Los Talleres a los que nos referimos son: en el marco de REPEM (2016), Santa Rosa pcia de La Pampa; como
Actividad de Extensién UNCo (2017), Neuquén Capital; en el marco del Proyecto Extension UNCo (2018), Chos
Malal pcia de Neuquén; en el marco de REPEM (2018), Santa Rosa pcia de La Pampa; en el marco de ERUMA
(2018), Bariloche pcia de Rio Negro; en el marco del Proyecto Extensién UNCo (2019), Chos Malal pcia de
Neuquén; en el marco de 1V JEM (2019), Salta capital.

> Ver capitulo 2 de este libro.
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genera asi un efecto de extrafiamiento de nuestro propio accionar al volver a mirar y
(re)pensarlo desde un lugar de distanciamiento. En este sentido, analizamos e interpretamos las
elecciones que se iban sucediendo, en el espacio de los talleres, reconociendo “algo nuevo” en
una dindmica de problematizacion. La construccién de adaptaciones que se producian, atendio
a la singularidad comun de las experiencias de los docentes que participaron en las distintas

jornadas.

Para esta revisita, en primer lugar recuperamos nuestra intencionalidad, que los
docentes participantes puedan reconocer a la propuesta como una herramienta genuina que les
ofrece mejores condiciones de ensefianza y mejores oportunidades de aprendizaje para sus
alumnos. Hablamos de herramienta genuina, en tanto que la apropiacion de un resultado que
surge de la investigacion para la ensefianza de los nimeros enteros en escuelas secundarias sea
de interés por estudiar. Es decir, nos referimos a que pueda ir dando respuestas a aquellos
problemas de ensefianza que los docentes identifican y enfrentan en sus aulas a proposito de
este objeto de conocimiento y de ensenanza. Esta apropiacion “no va de una”, no es evidente;
pecariamos de ingenuos si pensaramos que por conocerla ya estarian resueltas esas dificultades.
Asimismo, conocerla no es sindnimo de apropiarse de la misma: la disponibilidad de la

propuesta no garantiza su accesibilidad (Kalman, citado en Delprato. M., 2013).

Consideramos que los siguientes aspectos contemplados en nuestras elecciones abonan

a la idea de herramienta genuina para “atrapar la propuesta” y hacerla mas asequible:

- el estudio de las potencialidades, los limites de las situaciones que la componen y las
relaciones que hay entre ellas en tanto generadoras de produccién y progresion de

ciertos conocimientos;

- la identificacion de aquellos saberes que se convertirian en conocimientos, en el
sentido de Brousseau (2000), a partir de la puesta en juego de esas situaciones y luego

se re-descontextualizarian como resultado del trabajo con ellas; y

- la entrada en didlogo de esos conocimientos —constitutivos de la ensefianza y el
aprendizaje de ciertos saberes— con los rasgos constitutivos de las practicas de
ensefianza de aquellos profesores con quienes realizamos el tratamiento de tales

problemas.

Este revisitar nos abre un camino para mirar las cuestiones que configuran el entramado

entre lo nuevo y lo propio que atraviesa todo nuestro analisis. Lo nuevo, esta vinculado a como
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acceder a esta estructura de los niimeros negativos en el &mbito algebraico, ideas matrices® de
la propuesta de Cid (2015) y lo propio, esta vinculado a los saberes de los docentes en relacion
a la especificidad de cada dominio de conocimiento, a los conocimientos de los alumnos y a
los conocimientos institucionales. Atender al entramado entre lo nuevo y lo propio, en términos
de herramienta genuina, y desplegar el juego de la problematizacion, como hilo conductor, fue
nuestro encuadre para el desarrollo de los talleres. De esto, trataremos en el apartado 2,

Entramado entre o Nuevo y lo Propio.

En consonancia con lo expresado anteriormente, los aspectos mencionados en nuestra
concepcidn de herramienta genuina, refieren a dos focos de andlisis, uno anclado en echar luz
sobre cuestiones inherentes de los objetos matematicos en cuestion, y otro, relativo a las
vinculaciones con las aulas comunes. Esta distincién nos permite dar cuenta de la complejidad
que reviste la apropiacion de los nucleos conceptuales involucrados en la propuesta y a la vez
la discusion de su viabilidad para las aulas y alumnos de los docentes con los que trabajamos.
Atendiendo a dichos focos de analisis y para comunicar las acciones desarrolladas en los
talleres, enmarcadas en el entramado entre lo nuevo y lo propio, identificamos dos opciones
didacticas llevadas adelante: Hacer explicito lo implicito de la propuesta y el didlogo con el
aula. Creemos que estas opciones nos posibilitaron desnaturalizar algunos asuntos tratados en
los talleres dando cuenta de una continua problematizacion en los analisis y elaboraciones que
integraron y orientaron las mismas. En este sentido, la relevancia de este revisitar, segin nos
parece, habilita la posibilidad de elaboracion de argumentos que actuarian de alguna manera
como conocimientos didacticos que estructuraron nuestro trabajo de difusion en tanto ideas que
posibilitaron favorecer cierto acceso y asequibilidad de la propuesta. Su desarrollo se encuentra

en el apartado 3, Opciones Didécticas.

Finalmente, en el apartado 4, Reflexiones finales, retomamos el encuadre del entramado
entre lo nuevo y lo propio en el proceso de escritura de este capitulo que nos permite explicitar
las opciones didacticas que conformaron “los textos” de los talleres y que orientaron el analisis

que precede como anclajes para el estudio de la propuesta y su posible exploracién en las aulas.
2. Entramado entre lo nuevo y lo propio

El tratamiento de la propuesta, a través de la modalidad de taller, nos llevé a debatir profundos

analisis y reflexiones que resultaron movilizadores de un proceso de resignificacion de la

® El lector puede consultar el capitulo 3 de Cid para ampliar sobre los fundamentos de la propuesta.
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actividad de “hacer matematica”’. Las conversaciones didacticas que se fueron sucediendo en
esos espacios de taller, enriquecieron los puntos de vista y las miradas de todos los actores
involucrados, contribuyendo a hacer visible de alguna manera las ideas subyacentes que
inciden esencialmente en la comprension de los aspectos nodales de la propuesta. Estas
reflexiones demandaron mucho tiempo, en un ir y venir de un proceso de apropiacion que
tensiona “lo nuevo” y “lo propio” (Block, Moscoso, Ramirez y Solares, 2007). Es decir, fue
necesario entramar aspectos de la historia personal y de la formacion profesional docente con
aspectos de la propuesta misma para asumir estos retos, y pensar en cdmo se podrian enfrentar
desde la realidad del aula (Block y otros, 2007).

En este andar, nos encontramos con otros desafios, otras dificultades que marcan ciertas
disparidades en relacion a las practicas habituales. Fuimos pivoteando entre saberes algebraicos
y saberes sobre los nimeros enteros, como dominios matematicos fragmentados que emergen
en las discusiones, y los conocimientos aritméticos disponibles al resolver los problemas. En
contrapartida, analizamos una propuesta que, desde la ensefianza, aborda conjuntamente los
nameros enteros y el algebra, cuestion diferente a lo habitual; y, desde el aprendizaje, convoca
a los alumnos a enfrentar problemas algebraicos partiendo de conocer solo los nimeros
naturales y sus operaciones. Este reto nos llevd a hacer énfasis en como favorecer la
construccién de relaciones entre los conocimientos disponibles desde la experiencia docente y

los involucrados en la propuesta.

La problematizacion como hilo conductor

Nuestras decisiones estuvieron signadas, en todo momento, en atender a la construccion del
sentido del conocimiento (Brousseau, 2000) que la propuesta permite desplegar y, por ende, a
la problematizacién como medio de avance en la comprension y en la apropiacion de la misma.
La intencion es construir el sentido de los nimeros enteros y el sentido del algebra a la vez. El
desafio es enorme, ya que implica estudiar los tipos de problemas que el célculo algebraico
permite resolver, asi como las limitaciones del calculo aritmético y de los nimeros naturales y
las potencialidades de los procedimientos de resolucion algebraicos. El anélisis de los tipos de

problemas de la propuesta y las vinculaciones con la ruptura aritmético-algebraica marcaron

" Hacer matematica en el sentido de dar lugar a procesos de produccion de distintos procedimientos; ofrecer
oportunidades de ensayos, exploraciones, ajustes; promover puestas en comin como espacios para discutir,
argumentar, justificar.
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nuestro itinerario para su problematizacion, atravesado por las experiencias que los docentes

traen a estos espacios, relativas a los objetos en cuestion.

La propuesta de Cid, objeto de estudio para el aula, se desprende de un trabajo de
investigacion que propone un conjunto de problemas que atienden a las razones de ser de los
nimeros enteros en un entorno algebraico. En su elaboracion subyace una perspectiva en la
que la modelizacion algebraica vertebra y viabiliza las necesidades del surgimiento de reglas
de célculos que se requieren para concebir y operar con los nimeros negativos. Somos
conscientes de la complejidad y la diferencia que reviste la misma en relacién a las précticas
de ensefianza habituales, puntos de apoyo del quehacer docente y que, en muchos casos, tensan
este camino de apropiacién por la incertidumbre generada. Igualmente consideramos que esta
propuesta es constructiva, porque posibilita que los conocimientos emergen a partir de su
necesidad de uso y para responder preguntas tomando en cuenta, valorando o apoyandose en

los conocimientos incompletos de los alumnos.

En el desarrollo de los talleres se propicié la misma perspectiva de trabajo matematico
constructivo en la busqueda de explicitar cuales son los conocimientos nuevos que supone la
propuesta y como se abordan. Dicha propuesta rompe radicalmente con la concepcién del
numero y da lugar a la funcionalidad de los célculos, ya que colisiona con los saberes
disponibles® respecto de esos objetos. Esta cuestion tensiona la relacion entre esos
conocimientos nuevos y los propios como el conocimiento de los nimeros enteros que se tienen
disponibles. Desentrafiar el vinculo entre lo numérico y el funcionamiento algebraico, habilitd
un nexo para problematizar entradas tradicionales al algebra escolar como el campo de las
ecuaciones y a los nimeros enteros negativos como opuestos de los nimeros naturales, ligados

a las magnitudes.

Como ya lo sefialamos, sostuvimos, tanto en los diferentes momentos de los talleres
como en los distintos talleres, la problematizacion como hilo conductor de nuestras
interacciones, buscando generar espacios de discusion que nos permite ahondar en las
conceptualizaciones de los objetos matematicos involucrados y en aspectos de sus practicas de

ensefanza.

A continuacion, presentamos las elecciones que realizamos, en términos de opciones

didacticas, las cuales pretenden conjugar la complejidad de la propuesta con las expectativas

8 Nos referimos a conocimientos disponibles de los nimeros negativos como opuestos de los naturales y del
algebra asociado a las ecuaciones.
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de los docentes participantes. Analizamos estas opciones para explicitar las razones que ayudan
a dar cuenta en qué sentido las mismas intentan captar lo relevante de la propuesta, asumiendo

también la complejidad que insume su puesta en marcha.
3. Opciones didacticas

Desde esta mirada de extrafiamiento, distinguimos dos opciones didacticas, a modo de ejes de
analisis, que contribuyeron a problematizar el conocimiento a ensefiar involucrado en la
propuesta en cuestion. Una de ellas trata sobre “Hacer explicito lo implicito de la propuesta”,
en términos de comprensiones de aquellas ideas esenciales de la misma; y otra, vinculada al

“Dialogo con el aula”, buscando evidencias de lo plausible.

Estas opciones didacticas pretenden interpelar y desnaturalizar ciertos conocimientos
que se disponen, vinculados con el saber-hacer docente, que posibilitaron entramar un marco
compartido con los docentes participantes. Para el desarrollo de la primera opcion, “Hacer
explicito lo implicito de la propuesta”, tomamos como referencia una cierta organizacion del
tiempo que sostuvimos en el transcurso de los talleres. En primer lugar, recuperamos algunas
anticipaciones efectuadas, en relacién a los objetos que emergen, al iniciar los encuentros y
cuya intencionalidad era preparar el terreno de entrada a la propuesta. En segundo lugar,
traemos la perspectiva de la modelizacibn matematica, como eje estructurador de las
actividades de la propuesta de Cid consideradas en el desarrollo de los talleres. Para la segunda
opcion, “Dialogo con el aula”, hacemos un analisis de la relevancia que implico traer a los
encuentros las voces de los docentes que implementaron la propuesta y las voces de alumnos
reales o hipotéticos. Esta eleccién permitid darle un matiz de realidad como propuesta

ensefiada, otorgando una mirada socialmente posible.
3.1 Hacer explicito lo implicito de la propuesta

Una de las opciones didacticas tiene como propoésito central hacer visible la construccion de
nociones involucradas en la propuesta en forma implicita que, dada su importancia a partir de
problematizaciones en los talleres, se explicitd tanto en lo matematico como en lo didactico.
En otras palabras, nos referimos a la intencion de convocar a un trabajo que favorezca sentar
la produccion de conocimientos en la resolucion de problemas a partir de instalar la idea de
sumandos y sustraendos para manipular expresiones algebraicas, instalar el quehacer
algebraico para la construccion de las reglas de calculo, instalar un nuevo significado de la

resta como diferencia para ampliar el concepto de nimero, entre otras cuestiones.
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Atender estos asuntos nos lleva a ciertos desafios e interrogantes: ¢Cuéles son las
decisiones que hacen que esta propuesta —proveniente de la investigacion— se haga amigable?
¢Como otorgar sentido a frases/palabras® que emergen de la propuesta para “resguardar” su
propia l6gica? ¢Qué selecciones y recortes hacemos para dar lugar a la construccion de esas
ideas condicionadas por el tiempo de desarrollo de los talleres? Estos cuestionamientos nos
llevan a la necesidad de hacer explicito lo implicito de la propuesta en dos momentos distintos
de los talleres: uno, al inicio del trabajo, para ir adentrandonos hacia una primera aproximacion
de la misma y otro, en el transcurso de los talleres, para profundizar sobre la perspectiva de la

modelizacién matematica, que constituye la base que sustenta la esencia de la propuesta.

3.1.1 Preparando el terreno... anticipaciones en relaciéon a los objetos que
emergen. Para el disefio y organizacion de estos espacios de taller, previamente discutimos
queé cuestiones anticipar sobre los grupos de problemas que abarca la propuesta, de modo que
los docentes participantes puedan vislumbrar un horizonte en este planteo novedoso,
constructivo y tan diferente a la manera usual de la ensefianza de los numeros enteros.
Encontrar el equilibrio entre qué cuestiones explicitar antes del desarrollo de las actividades en
las jornadas y qué aproximaciones realizar, sin coartar la posibilidad de produccion de los
docentes en términos de problematizacion, fue motivo de profundas e interesantes discusiones
en el seno del equipo de coordinacion. En los parrafos siguientes desarrollamos algunas de

estas anticipaciones.

Aproximaciones al célculo algebraico desde el calculo aritmético. Una de las
cuestiones centrales en la ensefianza de los nUmeros enteros esta relacionada con los modos de
hacer los célculos. Desde esta mirada, que busca (re)construir el sentido de dichos nimeros
desde un funcionamiento algebraico, lo que se intenta discutir especificamente en esta
anticipacion son las condiciones que legitiman un célculo algebraico involucrado en la

siguiente expresion: 7 — 10 — 3 + 10.

La naturalizacion del funcionamiento de los calculos, a partir de hacer el menor nimero
de ellos, lleva a utilizar la técnica de simplificacion. Discutir el ambito de validez de esta
técnica, en el marco de esta propuesta, pone en tension los conocimientos disponibles.
Tengamos en cuenta que nos movemos en el campo de los nimeros naturales, entonces la

propiedad cancelativa no entra como un conocimiento disponible y por consiguiente no se

LEINNT3

% Nos referimos, por ejemplo: “los problemas ayudan a construir las reglas de calculo”, “el numero negativo
aparece como resultado de una diferencia”.
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puede “achicar” el calculo. En ese calculo esta implicada la suma de niumeros enteros en forma
implicita (+7) + (—10) + (—3) + (+10). Es necesario advertir que alli esta oculto el
funcionamiento de la suma algebraica; es decir, o que no se escribe es la suma de esos niUmeros
con signo. Justamente, el conocimiento de esos nimeros no se dispone y es intencion de la
propuesta poder construirlo. Es decir, aparece una técnica de calculo algebraico que aporta
economia, sin necesidad de explicitarla como una propiedad de la suma de enteros, niumeros
que aun no fueron declarados. Esta técnica encuentra su lugar a través del aporte algebraico

que hace la propuestal®, posibilitando de esta manera dar sentido a este tipo de calculo.

Expresiones diferentes vs significados diferentes. Otra cuestion que esta propuesta
destaca y media en su construccion es la distincion de los significados de los signos™* en las
distintas expresiones. Por esta razdn, nos parecié importante atender, al inicio de los talleres,

6

la discusion sobre los distintos significados de los signos “+” y que estan presentes en los
usos habituales y cuyo tratamiento se ve desdibujado en la ensefianza. Por ejemplo,

proponemos analizar el significado de los signos en esta tarea: Si a = —5 ¢cuanto vale —a?

La eleccion de este ejemplo tuvo como supuesto problematizar “otros” significados del
signo “—”. ;Qué significado tiene el signo menos del —5? ¢Y cudl es el significado del signo
menos del —a? ¢Representan lo mismo en una tarea habitual para los alumnos? La relevancia

[ Y2

de este analisis conlleva la intencion de desnaturalizar lo que significa el signo “—”, tanto en el
namero como en la expresion. La discusion en relacion a esta cuestion emerge como necesaria
ya que contribuye a considerar didacticamente los diferentes significados de los signos que la
propuesta toma a cargo para su desarrollo. Esta anticipacion nos parecié sustancial dado que la

(Y32

propuesta toma como objeto de estudio los diferentes significados de los signos “+” y “-", que
de no ser asi quedaria a cargo de los alumnos. La toma de conciencia por parte de los docentes
de esta complejidad aporta a desentrafiar y a profundizar en la comprension de aquellas
dificultades de aprendizaje que habitualmente sefialamos en la ensefianza como errores de
“manipulacion de signos”. Ademas, aporta otra intencidon mas general ligada a disponer de una
mirada global de la propuesta en relacion al camino algebraico que posibilita la construccién

de los nUmeros enteros.

10 E| lector puede consultar el capitulo 4 “Problematizacion y asuntos que se vuelven problematicos en la
ensefianza de los nimeros enteros. Adaptacion de una propuesta”, para profundizar sobre este aporte algebraico
al que nos referimos.

11 para ampliar sobre estas ideas se puede consultar Barrio y Petich (2018).
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Otras miradas, otras conceptualizaciones. La propuesta de ensefianza, como venimos
diciendo, hace foco en el tratamiento de los nimeros enteros vinculado al trabajo algebraico y
esto trae aparejado, por un lado, una nueva concepcion de nimero y por otro lado, un

tratamiento diferente para su ensefianza.

Esas ideas estan puestas al servicio de hacer visible otra conceptualizacion del numero
entero que se desprende del trabajo algebraico, particularmente del calculo de diferencias de
expresiones. Buscamos asi centrar el estudio de los numeros enteros en el contexto algebraico
que propone Cid, avanzando sobre otras ideas que también existen tales como concebir al
numero negativo como resultado de una medida y como opuesto del nimero natural que, si

bien son Utiles en algunas situaciones, coaccionan la razon de ser de estos numeros.

Ademas, esta perspectiva nos llevo a contrastar la secuenciacion de conocimientos
involucrada en la propuesta con la contenida en la ensefianza habitual. De esta manera, se da
lugar a una necesaria deconstruccion de una légica matematico-didactica arraigada para el
abordaje de los numeros enteros, regida por una cierta organizacion del tipo: dar una
caracterizacion de los nimeros, reglas para establecer el orden y posteriormente, reglas para
las operaciones entre dichos nimeros. En esta propuesta esta organizacion cambia en varios
aspectos, por ejemplo, es la diferencia entre nimeros con signo lo que establece el orden en los

enteros.

3.1.2 Transitando el taller... como juega la perspectiva de la modelizacion
matematica. El desarrollo de los encuentros en los talleres estuvo orientado, entre otras
cuestiones, por este interrogante ;Como juega la perspectiva de la modelizacion matematica
en la propuesta? Asi, nos centramos en analizar esta Optica que hizo posible avanzar en los
célculos manipulando los nimeros negativos a nivel implicito, buscando reflexionar y mirar
esos calculos para dar razones acerca de “por qué se hace lo que se hace”, con una mirada mas
global de la actividad matematica, que trasciende la fragmentacién de tareas inherentes en la

ensefanza tradicional.

Esta perspectiva conlleva ideas que ya hemos formulado en este escrito, como lo es la
produccidn de conocimiento a partir de la resolucion de los problemas que la propuesta ofrece.
Creemos que, atender a una comprension desde este lugar, ayuda a reconocer el camino que
brindan estos grupos de problemas para avanzar sobre la cadena de operaciones aritméticas
involucrada en los mismos, en términos de sumandos y sustraendos. En ese sentido,

consideramos esencial reconocer que los tipos de problemas se modelizan con ciertas
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expresiones algebraicas, pues la manipulacion de dichas expresiones es la que lleva a la
explicitacion de los numeros enteros como producto de un proceso de construccion. Las
reflexiones que se dieron en el transcurso de los talleres tomaron relevancia en tanto que,
reconocer los modelos algebraicos que soportan las diferentes resoluciones, garantizan los

sentidos de los nimeros enteros.

El valor didactico de explicitar esta actividad de modelizacién ofrecié nuevas
comprensiones sobre los objetos matematicos a ensefiar, favoreciendo mejores aproximaciones
a esta propuesta al recuperar el papel productor de estos problemas. Asi, el reconocimiento de
las relaciones matematicas imbricadas redundara en un mayor margen de maniobra en la
ensefianza, con un espectro mas amplio de elementos para actuar en la clase. Es decir, este
trabajo pretendié aportar condiciones para generar un debate en el cual la reflexion sobre las
cuestiones involucradas constituye una via potente: ;Cual es el sentido de la distincién de los
diferentes grupos de problemas?*? ;Como juega la idea de modelo algebraico v las relaciones
matematicas inmersas en la resolucion de los problemas para la construccion de las nociones?
De esta manera, en el desarrollo de los talleres, volvimos al analisis de las actividades
seleccionadas y a poner en discusion desde una mirada integradora las cuestiones planteadas.
Identificar los modelos implicados en cada grupo de problemas permitié ir armando
explicitamente las reglas de calculos que conlleva el trabajo con los numeros con signo y, por
ende, visibilizar el nimero entero. Este volver sobre los problemas, con la mirada puesta en la
modelizacion, lo propusimos una y otra vez a medida que se avanzaba en el analisis de los

mismos.

Adentrarnos en este proceso, implicd compartir la idea acerca de que un “buen modelo
algebraico del problema®’ debe dar la mayor cantidad de informacién posible sobre el mismo
y como tal, soportar cantidades positivas y negativas, consideradas como sumandos y
sustraendos. Este valor del buen modelo algebraico sustenta la consideracion de los nimeros
con signo; llegar a esta instancia, haciendo explicito lo implicito, es el resultado del camino
recorrido desde el primer grupo de problemas hasta el ultimo, dando lugar a una concatenacion
de ideas.

12 Cid (2015) propone los siguientes grupos de problemas: Problemas para construir y simplificar expresiones
algebraicas/ Problemas para comparar expresiones algebraicas/ Problemas para encontrar la diferencia entre
expresiones algebraicas/ Problemas para multiplicar expresiones algebraicas/ Problemas para operar con los
ndmeros con signo.

13 Utilizamos la idea de buen modelo algebraico del problema en los términos que lo propone Cid (2015, p. 288).
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Todo este trabajo, que engloba la propuesta de Cid, es complejo y sostenido en el
tiempo'4 porque los nimeros enteros como objeto institucionalizado en el aula deviene de un
largo proceso de entramados, de relaciones en el &mbito algebraico, donde los alumnos se
familiarizan con estos nuevos nimeros al cargarlos de sentido en el seno del algebra, es decir,

a partir del estudio de su funcionamiento en el célculo.

Esta eleccion de reconocer el papel primordial de la modelizacion, nos permitio entrar
en dialogo con los docentes en términos de vinculos entre el calculo algebraico y los
significados de los signos, a la vez que abri6é un camino para abordar la ruptura con el célculo
aritmético. Ocuparnos de esa ruptura con los docentes participantes de los talleres, ha sido uno
de los desafios. Buscamos que los docentes adviertan que el tratamiento de los problemas en
esta propuesta consiste en que los alumnos se apoyan en conocimientos aritméticos para
resolverlos. La idea implicita aqui es una introduccién escolar del algebra como herramienta
funcional que permita llevar a cabo una actividad de modelizacion matematica (Cid, 2015).
Ahora bien, ;Como cargar de sentido ideas tales como “el dlgebra como herramienta funcional”

en la propuesta con los docentes? ;Como juega la perspectiva de modelizacién en todo esto?

Abordar la relevancia de la idea de modelizacion algebraica nos permitid plantear un
analisis que destaca dos vinculos, uno con los problemas contextualizados-
descontextualizados y otro, con la ampliacion del concepto de ndmero. A continuacion,

desarrollamos estos asuntos.

Problemas contextualizados-descontextualizados y su vinculo con la modelizacién. El
analisis de los problemas contextualizados®® deja al descubierto la actividad de modelizacion
algebraica que la autora propone desde el inicio de la propuesta. Con la resolucion de los
problemas se discute, ¢Qué implicancias tiene el trabajo algebraico en la ensefianza de los
nameros enteros? ¢ Cuéles son las potencialidades de dicho trabajo imbricado en la propuesta?
¢ Qué vinculos subyacen entre el algebra y los nimeros negativos? ;Qué significa este doble

juego en términos didacticos para el profesor?

Hacer foco en el juego entre problemas contextualizados y descontextualizados, buscé
visibilizar la construccion de modelos algebraicos en complejidad creciente a lo largo de la

secuencia. Profundizar en ese analisis, nos permitié hacer explicito la importancia de reconocer

14 LLa propuesta de investigacion est& organizada en 7 sesiones con un total de 50 problemas.
15 Ejemplo de enunciados de problemas: “Ana lleva sus figuritas para jugar en la escuela. En el primer recreo
pierde 9y en el segundo recreo gan6 7. ;Con cuantas figuritas vuelve a su casa?”
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cdémo los modelos algebraicos que surgen de los problemas concretos implican un trabajo con

los numeros negativos a nivel implicito, en el dominio de los nimeros naturales.

Atender a como la propuesta toma a cargo la problematica del sentido de los nimeros
con signo, nos llevé a discutir dichos niimeros en “el terreno de la negatividad'®”, conversando
didacticamente con los docentes acerca de lo implicito. Reconocer lo implicito en el tratamiento
de los problemas conllevo a identificar y explicitar nociones provisorias relativas a dicha
negatividad en la manipulacién de expresiones, mientras se iban construyendo distintos objetos
algebraicos. Es decir, el andlisis apunt6 a que los profesores asuman que se va armando, en

términos didacticos, el camino para luego declarar los numeros enteros.

Nuestra gestion en los talleres, en consonancia con el propdsito de explicitar la relacion
entre lo algebraico y la negatividad, condujo a promover interacciones que ponen de manifiesto
diferencias y similitudes con planteos tradicionales. Asi, identificamos como juegan los
contextos concretos de los problemas que, aunque sean similares, su tratamiento conlleva

sentidos muy diferentes.

La reflexién sobre los modelos ofrecié una via para centrar el trabajo sobre la cadena
de operaciones involucradas en la resolucién de los problemas contextualizados. Pasar de la
expresion del tipo x — 9 + 7 a la respuesta x — 2 (ejemplo referenciado en la nota al pie 11)
implica asumir un funcionamiento reflexivo del calculo, avanzando hacia un uso algebraico de
las operaciones. Esta mirada modelizadora nos habilita a resolver operaciones, haciendo uso
de las reglas de calculo, en expresiones del tipo x — a + b, con a, b naturales y a > b adn sin
haberse presentado los niUmeros negativos. De este modo, el juego entre los conocimientos
movilizados en las resoluciones contextualizadas y la reflexion en situaciones

descontextualizadas result6 sustancial para la construccion del nimero entero.

Nuestras intervenciones intentaron destacar rupturas en varios aspectos. Una ruptura
que emerge de la reflexion de los problemas contextualizados tuvo foco en identificar la
negatividad contenida en las respuestas a los mismos. Reconocer en qué sentido esta implicita
la idea de niUmero negativo en una expresion del tipo x — 2 nos llevé a hacer visible como es
que en x —9+4 7 estd inmerso el tratamiento de la negatividad. Es decir, se tratd de
transparentar el juego entre dichas expresiones apoyadas en un marco contextual,
resignificando el algebra como herramienta funcional. La explicitacion de este aspecto permite

al docente accionar como mediador en el proceso de ampliacion del rango de los nimeros

16 para ampliar ver el capitulo 3 de este libro.
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considerados y sumar nuevas interpretaciones en relacién a la informacion que ofrece la

escritura del modelo.

Los modelos que surgen de los problemas contextualizados llevan a tratar lo
desconocido primero en términos de cantidades iniciales o finales y luego, a medida que
avanzamos con la propuesta, en términos de transformaciones'’, de lo que “sucede” (se gana,
se pierde...). Esta complejidad creciente, inmersa en la interpretacion del modelo algebraico,

permite avanzar sobre el rango numeérico, de los nimeros naturales a los nimeros enteros.

Hacia nuevas conceptualizaciones de objetos matematicos implicadas en la actividad
de modelizacion. Nuestro desafio fue responder a la pregunta de como se posibilita el avance
en las conceptualizaciones mediante estos nuevos problemas, a través de respuestas que se
elaboran a partir de las ideas ya construidas con los nimeros naturales pero que no son
suficientes. Es necesario evolucionar sobre esas significaciones; para ello, jugdé un papel
importante en el desarrollo de los talleres hacer notar las transformaciones que subyacen en la
manipulacion de los modelos. Entonces, considerar una transformacion como una cantidad
intermedia, es decir, una ganancia o una pérdida, posibilita una entrada a cantidades positivas
o negativas. Enfatizamos un analisis que deje ver que del marco contextual “se tiene una
ganancia/pérdida”, emerge una cantidad “positiva/negativa”. El buen modelo tiene que
contemplar las dos posibilidades, esto conlleva la necesidad de asumir que una misma
expresion admite representar sumandos Yy sustraendos, es decir admitiremos los nimeros con
signos. Veamos. El analisis pretendio hacer visible que las expresiones =3 +x+5—-4 0
—3 — x + 5 — 4 simplificadas corresponden a x — 2 6 —x — 2, respectivamente?8, La unicidad
de laformula x — 2, que soporte ganancias y pérdidas en los términos del problema en cuestion,
Ileva consigo la consolidacion del buen modelo algebraico. La reflexion acerca de la busqueda
del buen modelo pone foco en el rol de la letra como unificadora de la transformacion
desconocida. Avanzado hasta esta etapa, se prevé la institucionalizacion de los nuevos

numeros, los nUmeros enteros.

La cuestion que pretendemos explicitar es la ampliacion de la idea de numero —
adelantado en la anticipacion correspondiente Otras miradas, otras conceptualizaciones—

como resultado del trabajo minucioso y sistematico con problemas contextualizados y

17 Ejemplo de un problema que da lugar a transformaciones: Alberto juega a las figuritas. En la primera partida
pierde tres figuritas, en la segunda no se acuerda de lo que paso, en la tercera gana cinco figuritas y en la cuarta
pierde cuatro figuritas. ¢Cuéntas figuritas gané o perdié?

18 Expresiones que surgen como modelos del problema de la nota al pie 17.
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descontextualizados, enfatizando la ligazon con la nocion de modelizacion. Las discusiones
acerca de la fertilidad didactica de los grupos de problemas —comparacion de expresiones y
calculo de diferencia— en términos de las ideas matematicas involucradas junto con el juego
algebraico que se plantea, hizo posible conversar sobre la nocién de nimero que subyace en la
propuesta. Discutimos alrededor de las siguientes preguntas: ;Cémo emerge la idea de nUmero
negativo a partir de esos grupos de problemas? ¢Cual es el vinculo entre comparacion de
expresiones y de calculo de diferencia, y nimero negativo? ¢ Cual es la idea de nimero negativo
que se gesta? ¢En qué sentido esta propuesta avanza sobre una ensefianza tradicional que
también se apoya en modelos concretos? ¢El modelo concreto modeliza la matematica o la

matematica modeliza un modelo concreto?

En este camino, tiene cabida un analisis del tipo ;Qué significado tiene por ejemplo “—
6”? Esta perspectiva de ensefianza propone asumir que “—6” surge de una diferencia entre
expresiones algebraicas haciendo uso de reglas que se van construyendo, como se muestra en
el siguiente ejemplo: (t —11) = (t —=5) =t — 11—t + 5 = —6. Ese “—6” ya no surge como
resultado de una medida, es un nimero que cuantifica y califica una diferencia. En este caso se
interpreta que la diferencia entre dos expresiones es 6 y la primera es menor que la segunda.
Este analisis permite clarificar la ampliacion de la concepcion de namero al desligarse de una

conceptualizacién vinculada a las magnitudes y transparentar su conexion con el algebra.

A continuacion, presentamos la segunda opcion didactica que adquiere importancia por
el debate desplegado alrededor de la factibilidad de la propuesta, tensionado por los
conocimientos pedagdgicos y didacticos propios que interpelaron problemas de ensefianza de

los docentes y dificultades de aprendizaje de sus alumnos.

3.2 Dialogo con el aula

Otra opcion didactica considerada se vincula con la intencidn de poner en didlogo la propuesta
de trabajo de los talleres con la perspectiva que encuentran cotidianamente en sus aulas los

docentes participantes. ¢Por qué y como hacer posible esa intencion?

Como sostenemos en nuestro trabajo colaborativo®®, varias investigaciones (Perrin-
Glorian y Moreira Baltar Bellemain, 2016; Perrin-Glorian, 2019; Sadovsky, Itzcovich,
Quaranta, Becerril y Garcia, 2016) han mostrado que pocas secuencias didacticas provenientes

de la investigacion, aunque muy atractivas en el plano didactico y probadas con exito, son

19 para mas detalle, ver capitulo 2 de este libro.
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efectivamente usadas en las clases. Por esta razon, creemos necesario un trabajo de estudio
conjunto entre el equipo de investigacion y los docentes atendiendo a los tiempos y
singularidades de cada uno de ellos para que forme parte de su repertorio didactico al

estudiar/explorar sus posibilidades de funcionamiento y asi intentar implementarla en sus aulas.

Por esta razon, creemos necesario un trabajo de estudio conjunto entre el equipo de
investigacion y los docentes, atendiendo a los tiempos y singularidades de cada uno de ellos,
para que forme parte de su repertorio didactico al estudiar/explorar sus posibilidades de
funcionamiento. De esta manera los talleres se configuran como dispositivos que, aunque
limitados en tiempo, contribuyen a que los docentes participantes conozcan la propuesta,
comiencen los primeros pasos de su estudio y apropiacion, profundicen sus conocimientos
didacticos y sus posibilidades de comprensién de los fendmenos del aula al considerar una

posible implementacion.

Las voces de los docentes que implementaron la propuesta adaptada de Cid —en algunos
talleres en forma presencial y en otros evocando sus vivencias— junto a producciones de sus
alumnos, emergieron como una necesidad ya que otorgan un viso de “realidad local” al
compartir sus ajustes, reflexiones y elecciones realizadas a propdésito del trabajo en sus aulas.
Asi, el estudio se encontrd impregnado de las singularidades de alumnos de escuelas medias
de la region y del pais, con problematicas similares y realidades particulares. Estas reflexiones
advirtieron sobre distintos niveles del trabajo matematico involucrado en los problemas, al
poner en palabras cuestiones claves de las implementaciones, favoreciendo echar luz sobre los
conocimientos que se construyen en cada grupo de problemas. Cuestion que nos parece
relevante pues la propuesta involucra conocimientos que no se corresponden con enunciaciones

tradicionales.

Desde esta mirada uno de los desafios de los talleres, con el firme compromiso de lograr
una mayor comprension de la propuesta en su didlogo con el aula, fue favorecer el
acompafiamiento a los docentes participantes, de una posicion analitica descontextualizada del
aula a otro escenario de adaptacion de la propuesta a sus propias aulas. Desafio que fuimos
transitando y progresando, anclados en nuestra experiencia, en pos de mejores aproximaciones
en relacién a los sentidos en juego en una clase. Discutir acerca de los significados en juego
nos llevo a distinguir —para cada grupo— cuéles son los conocimientos necesarios para desplegar
la propuesta en el aula en dos planos: uno, en términos de conocimientos de los alumnos y otro,
en términos de conocimientos matematico-didacticos de los profesores. Poder discernir esta

distincion ha sido una tarea compleja y enriquecedora a la vez, ya que nos permitié avanzar en
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mayores comprensiones y claridad de la estructura de la propuesta. A modo de ejemplo,
tomamos la actividad citada en la nota al pie 15 cuya resolucién involucra, para el alumno,
aprender y usar la regla de calculo “restar 9 y sumar 7 es lo mismo que...”. Para el docente,
conlleva reconocer que los numeros enteros funcionan como “sumandos y sustraendos”, y que
implica un pasaje de significados de los signos + y —, del “operativo binario entre numeros” al
“operativo binario generalizado”?. En otras palabras, la identificacion de los conocimientos
matematicos que la resolucion de los problemas permite construir, a la par de la identificacion
de los conocimientos matematico-didacticos asociados que informan al docente en qué medida
la propuesta sostiene el sentido de los nimeros enteros, es un aporte sustancial, segin nos

parece, para la apropiacion de la propuesta de la autora.

Como ya dijimos, la propuesta es a largo plazo y constructiva, se hace necesario
visibilizar sus rasgos claves dificiles de identificar, y que, por ello, requieren otras
intervenciones didacticas para atraparlos. Reconocer y explicitar para cada grupo de problemas
las nociones a instalar —tal lo sefialado en la opcion didactica de hacer explicito lo implicito—
favorece anticipar el abanico de posibles procedimientos de los alumnos, en términos de validez

y de avance.

Otro de los desafios, con la intencion de facilitar el analisis precedente, ha sido
distinguir los alcances y los limites de los conocimientos involucrados en cada grupo de
problemas. Nos referimos a identificar los conocimientos disponibles para abordar cada grupo:
¢Cudles son las relaciones entre los objetivos y los conocimientos que emergen de cada grupo
de problemas? ¢En qué sentido los problemas abonan el camino a lo que se espera? ¢Qué

conocimientos se van a institucionalizar a partir de la resolucion de esas actividades?

Estas distinciones aportaron conocimientos acerca de la potencialidad de los problemas
en el marco de la propuesta. Vislumbrar esta mirada global potenciadora contribuyo, segin nos
parece, a dar un mayor margen de maniobra a los docentes participantes de los talleres,
otorgando mas seguridad a posibles implementaciones y a regular la incertidumbre que podria
generarse. La claridad acerca de los conocimientos en juego es un aspecto importante para ir
identificando progresos en los procedimientos de los alumnos, profundizando la
conceptualizacién de las cuestiones que se estudian. A continuacién, compartimos reflexiones

a propasito de la eleccion de incluir las voces de los docentes y de los alumnos.

20 para ampliar ver Barrio, Petich (2018) y el capitulo 4 de este libro.
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3.2.1 Lavoz de los docentes. Los docentes que implementaron la propuesta? formaron
parte del equipo coordinador de estos talleres. Este rasgo hizo posible nutrir las discusiones y
reflexiones referidas al conocimiento matematico-didactico de la propuesta con aportes
relacionados con sus propias practicas de ensefianza (experiencia de trabajo aulico,
resignificaciones de los objetos matematicos en juego, conocimiento de los tiempos de la clase,

condicionamientos institucionales, entre otros).

La participacion de estos profesores permitio, entre varias cuestiones, descomprimir la
exigencia y rigidez (rigor) que requiere el transitar con una propuesta nueva que proviene de
una investigacion. Su perspectiva?® brind6 una mirada de la ensefianza aportando ciertos visos
de flexibilidad a la adaptacion de la propuesta y asi, poder concebirla mas viable para una futura

implementacion por parte de los docentes que asistian a los talleres.

Asimismo, los docentes que realizaron la puesta en aula, fueron abonando el analisis en
los diferentes talleres, dando lugar a una retroalimentacion con los demas docentes
participantes. Es decir, su voz posibilitd profundizar en las interpretaciones de sus decisiones
constituyéndose en aportes didacticos relacionados con la propia vivencia de la
implementacién. ;Qué sentidos restituye/aporta la voz de estos dos profesores? Su experiencia
de aula les permite compartir ideas sobre conocimientos en acto, propios de sus alumnos, de su
escuela particular y trae la condicién de lo plausible, pues se comparten preocupaciones

similares en relacion al aula de nivel secundario con sus pares.

Esas voces ponen en mejores condiciones los vinculos entre la propuesta y las practicas
de ensefianza de los docentes talleristas porque sus dichos vienen de la exploracion misma,
vienen a certificar una posibilidad real de abordar las dificultades de ensefianza de los niUmeros
enteros. Sus aportes ahondaron en reflexionar acerca del manejo de “la incertidumbre” que
genera la puesta en aula, al compartir argumentos de las diferentes elecciones que se suscitaban,
algunas anticipadas y otras emergentes, frente a lo que les iba sucediendo en las
implementaciones que realizaron. Contrastar el andlisis a priori y el andlisis a posteriori a
propdsito de algunos problemas que fueron llevados al aula, fue otra ocasion fértil que
contribuyé de alguna manera a dar credibilidad a esta propuesta novedosa.

21 Nos referimos a la implementacion que se llevé a cabo durante los afios 2014, 2015, 2016 y 2017 por Juan
Zambrano y José Cumin, profesores de escuelas secundarias de la ciudad de Cipolletti, Rio Negro.

22 para ampliar sobre la apreciacion personal de uno de los profesores que fue parte de la experiencia en el disefio
de los Talleres, ver capitulo 5 de este libro.
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Estos intercambios habilitaron un espacio de ida y vuelta accediendo a las inquietudes,
devoluciones de docentes participantes en la construccion de los sentidos en juego. De esta
manera, permitio concientizarnos que la “exigencia” tiene que ver mas con el respeto por la
vigilancia epistemologica, que con la construccion e institucionalizacion de los objetos

matematicos involucrados en la misma y con los tiempos destinados a dichos procesos.

3.2.2 La voz de los alumnos. Durante el desarrollo de los talleres, recuperamos la voz
de los alumnos a partir del andlisis de producciones que tuvieron lugar en las diferentes
implementaciones, de la evocacion a las mismas a partir de los profesores que llevaron adelante
la propuesta en sus aulas y de la reflexion sobre procedimientos posibles de los alumnos de los

docentes participantes.

La discusion sobre resoluciones de alumnos —reales o posibles— a efectos de anticipar
y problematizar lo que puede ocurrir en sus aulas al trabajar con la propuesta, nos permitio
hacer mas matematica al acceder a modos y sentidos del conocimiento desde lo que los alumnos

piensan, a la par de visibilizar la plausibilidad de estos problemas cuando se llevan al aula.

La eleccion de discutir resoluciones de alumnos y, particularmente una respuesta
desacertada, abona la idea de comprender lo que implica transitar y avanzar en la ruptura con
el calculo aritmético hacia lo algebraico, uno de los rasgos claves y dificiles de observar que
hicimos alusion anteriormente: ¢Qué significa en términos globales y particulares que la
propuesta toma a cargo la ruptura con el modo de trabajo aritmético? Propusimos este planteo
concibiendo que hacerse cargo de esta ruptura epistemoldgica demanda profundos y potentes

analisis y reflexiones de todos, de naturaleza cognitiva y didactica (Sadovsky y otros, 2016).

En referencia a lo explicitado en el parrafo anterior, propusimos un analisis de posibles
procedimientos a la hora de encontrar una escritura mas econémica a partir de la necesidad de
simplificar la expresion que surge del problema. Retomamos el ejemplo ya mencionado de la
expresion x — 9 + 7, cuya resolucion “tipica”? es x — 16. Su consideracion trae a discusion el
valor de esa produccion pensada como un estado de conocimiento por parte de quien la
propone, y, en ese sentido, nos preguntamos: ;Qué se juega en ese hacer y como lo
interpretamos? Analizar la respuesta de ese encadenamiento de operaciones nos habilita a
reflexionar cuestiones cognitivas inmersas en la resolucion, en nuestro ejemplo: el nimero 16

en la respuesta desacertada se obtiene al considerar la suma entre los nimeros naturales 9y 7.

23 Nos referimos a “tipica” en el sentido que los alumnos podrian dar esa respuesta atendiendo a la bisqueda de
resultado del problema explicitado en la nota al pie 15.
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Es necesario identificar alli que aun hay visos de célculos aritméticos en tanto 9 y 7 se siguen
concibiendo como nimeros y no como sumandos y sustraendos. Este andlisis brinda elementos
didacticos para proponer interacciones que promuevan reconocerlos como términos lo que

permitiria avanzar sobre un funcionamiento algebraico de los calculos.

La reflexion del anélisis precedente nos habilita para tratar dos asuntos importantes en
los talleres; por un lado, comprender como vive y toma su lugar la funcionalidad del céalculo
algebraico a partir de avanzar sobre un pensamiento aritmético. Por otro lado, adquirir otras
“gafas conceptuales”, al reconocer en esa respuesta que aun no se produce la ruptura con el
calculo aritmético. La eleccion de colocarnos en una posicion de comprender las respuestas
desajustadas de los alumnos, es una clara oportunidad para propiciar una dialéctica entre un
tipo de problemas que lleva a utilizar las operaciones entre nimeros propias de la aritmética,
con problemas que exigen la realizacion de operaciones cuyos términos son a su vez

operaciones o relaciones.

Ademas, traer a la escena de los talleres producciones de alumnos que ocurrieron en las
puestas en aula efectuadas, nos permitieron tomar conciencia de algunas relaciones implicadas
en términos de sus resoluciones. El analisis hizo foco en detectar, en los modos de responder
de los alumnos, ciertos indicios de un engranaje algebraico que empieza a andar. Por ejemplo,
avizoramos lo dicho en las resoluciones de los alumnos en formato papel, cuando plasmaban
expresiones del tipo: “cuando no sabemos la cantidad de dinero/figuritas que tiene le ponemos
una letra por ejemplo x”, “x representa un nimero desconocido que nos ayuda a resolver el
problema”, “hay que tener ojo con cada calculo del problema, tenemos que prestar atencion a

2% ¢

la pregunta”, “no puede ser 16 porque primero se resto 9.

Al mismo tiempo, con el anélisis nos propusimos visibilizar como emergen objetos
nuevos en las respuestas a un problema contextualizado, tanto en el camino de construccion
como en la respuesta en si. Nos referimos a las discusiones que Ilevamos adelante en torno a
los significados didacticos que tienen los procedimientos y las respuestas de los alumnos en el
marco de esta propuesta. Discusiones que permiten relevar ideas directrices de la propuesta que
no son transparentes, pero si muy importantes, en tanto dan pistas al docente para sostener un
funcionamiento algebraico en los modos de abordar los problemas en pos de encaminar el
trabajo hacia la conceptualizacion de los nimeros enteros. Dicho de otro modo, este analisis
pretende clarificar la relacion que hay entre el trabajo algebraico que el docente debe dar lugar
en el aula a partir de desplegar un juego entre problemas y resoluciones algebraicas lo que lleva

la necesidad de elaborar reglas de calculo para que en ese escenario emerjan los negativos.
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Volver sobre ese analisis tiene la intencion de esclarecer los objetos nuevos que
emergen, conjugando el trabajo en los dos universos, el del algebra y el de los nimeros enteros.
Desanudar los objetos algebraicos y numéricos inmersos en esas producciones permite
enlazarlos con los conocimientos declarados a ensefiar. Desde nuestra perspectiva, ocuparnos
de esa relacion es una necesidad didactica ya que es prioritario asumir este reto,
problematizando y reflexionando con argumentos; reto mas desafiante aun cuando no se
condice con el enfoque habitual de ensefianza de los numeros enteros y el algebra. Nos
referimos a objetos tales como composicion de traslaciones, la letra como variable, la suma de
expresiones algebraicas, las reglas de calculo, la representacion simbdlica de programas

aritméticos de calculo, ecuaciones de primer grado, el tipo de respuesta, entre otros.

Un andlisis que merece especial atencion y que de alguna manera da cuenta de lo
complejo que resulta transitar de la aritmética al algebra, son las respuestas que dan los alumnos
ante una pregunta cuantificadora de un problema. Hasta ahora siempre han respondido con una
cierta cantidad en el &mbito aritmético. Los modos de dar la respuesta en esta secuencia de
problemas cambian, pues pertenecen al ambito algebraico; es decir, las respuestas ya no son
cantidades sino relaciones. Distintas representaciones pueden utilizarse en la forma de dar las
respuestas y en todos los casos hay un funcionamiento algebraico. Ese funcionamiento requiere
ser relevado por el docente para instalar el trabajo algebraico que se necesita en esta propuesta.
Para ilustrar la idea traemos las siguientes respuestas, a proposito del problema de la nota al

pie 15, “ x — 2, “dos menos que al inicio”.

La opcidn de considerar el analisis de producciones de los alumnos, en los espacios de
los talleres, nos permitid resignificar la idea que se pretende abordar en el aula en relacién al
“funcionamiento algebraico”. Idea que ayuda a configurar la nocidn implicita de los nUmeros
enteros como sustraendos y sumandos, asociados a la accion de restar/sumar junto a datos
desconocidos y a un nuevo significado de los signos, ideas constitutivas del concepto de
numero negativo. Al interpretar las ideas que se van conformando, en el proceso de resolucion
subyacente en el hacer de los alumnos, se da la oportunidad de reconstruir los objetos
matematicos y su estructuracion en el conjunto de la propuesta y al mismo tiempo se logra
identificar aspectos que quedan por tratarse. Esta reflexion facilita establecer vinculaciones

entre las significaciones en juego y los sentidos de los objetos matematicos de ensefianza.

24 para dar cuenta de esta idea de funcionamiento algebraico se sugiere ver el capitulo 5 de este libro en el que se
analiza producciones de alumnos correspondientes a la implementacion llevada a cabo.
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El andlisis deja ver que hay cuestiones constitutivas de las nociones matematicas en
juego que aun no afloran y es el docente quien tiene que gestionar en ese sentido. Asi, ¢Qué
implicancias tiene atender a respuestas desacertadas con otras gafas conceptuales? ¢Qué
supone el tratamiento de nuevos objetos? Si bien la propuesta tiene su estructura potente, la
experiencia de su implementacion —en términos de estas voces— nos permite ampliar el margen
de maniobra ya que hay aspectos de la propuesta sobre los que aun hay que reflexionar. De este
modo, en ese juego de fortalecer el andlisis didactico circulan nuevas ideas en torno a los
conocimientos matematicos que no se corresponden con los declarados habitualmente en la
ensefianza y los constituyen en su esencia. Este trabajo de reflexion ahonda en hacer
matematica a proposito de profundizar en sentidos, modos, miradas del trabajo aritmético-
algebraico imbricado en la propuesta en cuestion, facilitado por un didlogo entre lo matematico
y lo didéctico.

4. Reflexiones finales

Nuestra intencion, en los talleres, ha sido que un producto de investigacion se conciba como
una herramienta genuina adaptada a las necesidades de ensefianza de los docentes participantes,
ofreciéndoles mayores margenes de maniobra y mejores oportunidades de aprendizaje para sus

alumnos.

Esta escritura, al tomar distancia del ir y venir de los talleres realizados, y revisitar lo
acontecido en esos espacios, nos llevo a analizar, desde un lugar de distanciamiento, los
aspectos centrales que conformaron nuestras elecciones al crear un entramado entre lo nuevo

y lo propio, en términos de opciones didacticas.

Para cada una de las opciones didacticas elaboradas en este capitulo, formulamos
preguntas y argumentos que de alguna manera vienen a dar indicios sobre en qué medida la
problematizacion atraviesa tanto nuestro analisis como el despliegue de los talleres. En ese
sentido, la primera opcidn didactica “hacer explicito lo implicito”, permitié abordar la ruptura
epistemoldgica que supone entrar al algebra desde esta propuesta, a modo de debatir el papel
de la modelizacion algebraica, en términos del tratamiento de los problemas contextualizados-
descontextualizados y la ampliacion de la idea de nimero. Las anticipaciones que realizamos
conforman la primera opcion didactica, que favorecieron la toma de conciencia de los objetos
en juego, en términos de problematizacion entre lo que se conoce y lo que la propuesta ofrece.
La segunda opcidn didactica se refiri6 al “didlogo con el aula” con la participacion de las voces

de los docentes que la implementaron y de los alumnos como centro del proceso de estudio.
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Esa eleccion otorgo un viso de aula real fortaleciendo lo plausible de la propuesta al interpretar
las producciones de los alumnos en términos de conocimientos, abordando de este modo, la

problemaética de las practicas de ensefianza.

Este analisis ha querido interpelar y desnaturalizar los objetos involucrados,
profundizando en el saber-hacer docente y dejando huellas de configuracidn de un cierto marco
compartido. Creemos que el trabajo de revisitar lo acontecido, que confluyé en las opciones
reconocidas y explicitadas, permitio visibilizar que las elecciones involucradas en el desarrollo
de los talleres viabilizan un acceso a la esencia de esta propuesta, actuando como indicadores
que intentan una asequibilidad de la misma en el terreno de las practicas de ensefianza. Somos
conscientes de que las opciones identificadas no son exhaustivas y que su analisis podria
ampliarse con nuevas contribuciones. Esta experiencia es posible extenderse a otras propuestas
de ensefianza que emergen de investigaciones, otorgandole asi ciertas caracteristicas de

generalidad.
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Las investigaciones participativas: recursos para el desarrollo profesional

Marta Anadon, Profesora emérita, Université du Québec a Chicoutimi

Quebec, Canada

Para cerrar este libro, me parecid interesante exponer el desarrollo de lo que se ha dado en
Ilamar las investigaciones participativas (investigacion-accion, la investigacion formacion, la
investigacion colaborativa, etc.), porque mas alla de las diferentes denominaciones con las que
se hace referencia a esas modalidades, ellas son el resultado de un mismo movimiento que se
afirmd en las ciencias sociales. Ese movimiento partio de la necesidad de ligar teoria y préactica,
de tomar en cuenta la voz de los participantes o de los actores locales en la produccién de un

saber ligado a sus propias practicas sociales.

Durante la década de los afios 90, la investigacion en ciencias sociales y humanas
(educacidén, comunicacion, trabajo social, criminologia, salud comunitaria) conoci6 en algunos
paises y fundamentalmente en Quebec un desarrollo extraordinario, poniendo en evidencia que
la investigacion pertenece de menos en menos a un “mundo aparte” de especialistas alejados
de la realidad. La realizacion de investigaciones que valorizan la participacion de los actores
sociales, asi como las finas y potentes dinamicas que se han podido observar entre
investigadores y actores de terreno, han obligado a repensar las relaciones concebidas
tradicionalmente como aquellas entre un “experto” y un “neofito”. Las bases epistémicas,
tedricas y metodoldgicas de la investigacién evolucionan y los investigadores se dan como
tarea la de acomparniar las transformaciones de la sociedad.

Por consiguiente, en un intento de contribuir a las transformaciones sociales, las
ciencias sociales se han dado un doble rol, de revelacion y de acompafiamiento. Por un lado,
ellas revelan relaciones sociales, formas de dominacion y sus resultados, si son socialmente
accesibles, permiten que los actores puedan pensar su propia situacion, legitimar sus
afirmaciones y actuar en consecuencia. Por otro lado, ellas acompafian los actores sociales en
la tarea de modificar la perspectiva a partir de la cual piensan y acttan aquellos que detienen

el poder como aquellos que luchan por un cambio social. Asi el interés es acercar el desarrollo
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de la investigacion a las preocupaciones de los actores sociales y producir conocimientos

incorporandolos en todo el proceso de investigacion.

La investigacion en el campo educativo también experimentd una gran expansion, dos
principales razones pueden ser identificadas en la base de ese desarrollo. Una primera razon
hace referencia a la toma de conciencia por parte de los grandes organismos internacionales
(OCDE; UNESCO; Banco Mundial; Banco Interamericano de Desarrollo; etc.) del papel
central que juega la educacion en nuestras sociedades cada dia mas complejas. Esta toma de
consciencia se manifiesta en los estudios preocupados tanto por el funcionamiento de los
sistemas educativos y en su capacidad para responder a las necesidades de un alumnado cada
vez mas diversificado, como asi también por la oferta de una formacion inicial y continua de
un cuerpo docente de calidad, capacitado para combatir la desercion escolar y asegurar la
perseverancia y el éxito escolar. La segunda razon alude al caracter interdisciplinario de las
ciencias de la educacién y como los avances y cuestionamientos en las ciencias sociales y
humanas (psicologia, sociologia, linguistica, antropologia, economia, etc.) alimentan y

enriquecen la investigacion educativa.

En ese contexto, los investigadores del campo educativo se dieron como objetivo
acompafiar los cambios en las profesiones, en los modelos de formacion, en el desarrollo
personal y profesional de los actores, etc. Esas exigencias engendran maneras diferentes de
investigar, susceptibles de producir conocimientos de acuerdo con los actores implicados. De
ese modo, la investigacion evoluciona centrandose en los actores de la educacion y en sus
preocupaciones profesionales, valorizando perspectivas tedricas y metodologicas
comprensivas/interpretativas que realzan el papel de la intencionalidad, de las subjetividades y
del proceso de interpretacion de la accion humana, asi como también la toma en cuenta de la
irreductible union entre conocimiento y accion. Las problematicas de investigacion son
abordadas en términos de accién/significacion poniendo el acento en una perspectiva global,
contextualizada en funcién de las significaciones que los propios actores atribuyen a la

situacion educativa y a sus propias acciones o practicas profesionales.

De un punto de vista epistemologico, estas investigaciones cuestionan la secuencia
produccién de conocimientos y su posterior aplicacion y valorizan la sincronia entre
conocimiento y accion. Asi, el acercamiento de los conocimientos que provienen de la
investigacion a aquellos que provienen de la practica constituye el corazén de “una ciencia que
se esta haciendo” (Sebillote, 2007, traduccion libre del francés) en la cual el investigador actla

sobre la realidad participando con los otros actores para transformarla. Toda jerarquia de
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conocimientos es abandonada y se propone una relacion de co-construccion y de co-produccion
de saberes entre investigadores y practicos. En efecto, esas perspectivas valorizan los saberes
practicos, enraizados en una realidad compleja en la cual los actores sociales son involucrados
en todas las etapas de la investigacion desde la formulacion del problema hasta la difusion de
resultados, pasando por las instancias de recoleccion y anélisis de datos. Por ende la
investigacion se realiza “con” y “para” los actores, valorizando la intencionalidad de los actores
asi como la complejidad y el caracter cambiante de los procesos que son la base del desarrollo
educativo ya que los actores no se pueden reducir a una ldgica Unica, a una estructura

determinista, a un rol o a una programacion cultural de comportamientos.

Coherentes con esa posicién epistemologica, en el plano tedrico la concepcién
subyacente es la de una accion social en la que intervienen valores e intencionalidad, porque
es imposible desvincular la produccion de conocimientos de las condiciones socio-historicas
en las cuales ese conocimiento se produce. Asi toda accion social es Unica, compleja, cambiante
no puede ser aprehendida por un investigador externo. Esta concepcidn no responde mas a
aquella heredera del modelo tradicional de investigacion, basada en la distancia, la neutralidad
y la objetividad en relacion al objeto de estudio.

Metodoldgicamente la investigacion en educacion se preocupa de tomar en cuenta los
diferentes contextos y puntos de vista de los actores en la construccion de un saber compartido
objetan los marcos tradicionalmente establecidos e invitan a privilegiar perspectivas que ponen
el acento en la interaccién investigador-actor y en la subjetividad de cada uno. En efecto, las
relaciones mas estrechas entre investigadores y actores de terreno implican necesariamente un
cambio de posicion en los investigadores. En estos modelos los actores dejan de ser el objeto
de estudio para ser los protagonistas de la investigacion, una investigacion “con” los actores y
no “sobre” los actores. Esa relacion mas simétrica entre investigadores y participantes
caracteriza las perspectivas de investigacion llamadas “participativas” que se definen
necesariamente por inducir una relacion activa y co-construida entre los conocimientos y la

realidad y de esa forma contribuir al desarrollo profesional de los actores.

Las investigaciones reunidas en este libro se inspiran de un modelo de investigacion
participativa, modelo que como Bednarz explicita en el capitulo 1, se desarroll6 en Quebec con
el objetivo de integrar el punto de vista de los docentes en la construccién de conocimientos
adaptados a la realidad de la practica profesional, siempre tomando en cuenta la complejidad

de esa practica.
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Por ende, en el proceso de ese modelo de investigacion colaborativa, investigadores y
participantes no tienen una mirada normativa sobre las practicas, ni intentan identificar lo que
se debe cambiar, lo que los moviliza es la comprension de un objeto de mutuo interés. La idea
subyacente es que esta manera de abordar la practica contribuird a la construccion de un
conocimiento profesional, producto de la combinacion de dos l6gicas complementarias, la del
investigador y la de los préacticos. Cada uno reconoce las competencias del otro y el poder de
influencia que cada uno ejerce y ambos se concentran en trabajar juntos en la busqueda de
objetivos comunes. Entonces lo que se reconoce es la capacidad reflexiva de los profesionales
y una experticia diferente pero complementaria a aquella de los investigadores. Esta mediacion
que pone en relacion conocimientos tedricos y conocimientos de accion se fundamenta en el
concepto de «actor competente» (Giddens, 1987) y en ese sentido la competencia del actor
social es condicion para la accién. Esto quiere decir que todo actor es competente cuando se
trata de estudiar su propia practica, habilidad ligada a su capacidad reflexiva, a su capacidad

de racionalizar su propia experiencia y asi poder expresarla.

Los investigadores del campo educativo, como lo afirma Desgagné (1997), han
utilizado mucho este modelo de investigacion colaborativa porque busca dar respuesta a las
criticas que denuncian la aplicacién mecanica por parte de los docentes de saberes producidos
por investigadores alejados de la realidad educativa. Trata de conciliar, en un mismo
movimiento, la produccién de conocimientos sobre la practica y la formacion de los précticos.
Aunque no sea un objetivo explicito en los escritos que definen el modelo no hay duda que este

tipo de investigacion contribuye al desarrollo profesional docente.

Como podemos constatar en la lectura de los estudios presentados en este libro, la
investigacién colaborativa permitiria a los docentes y otros profesionales del mundo de la
educacidn jugar un rol activo y aportar una contribucion significativa en la comprensién cada

vez mas fina de situaciones de ensefianza y en la elaboracién de estrategias educativas.

Al fin de cuentas, lo que interesa es la calidad de la educacion y los alumnos podran
tirar beneficio al igual que el cuerpo docente porque ese tipo de investigaciones tienen un

propdsito emacipatorio.
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del Centro Interdisciplinario sobre la formacion y la profesion docente, CRIFPE
(http://www.crifpe.ca/). Sus trabajos de investigacion y sus publicaciones se orientan en
la Epistemologia de ciencias sociales y de la educacion, de los fundamentos de la
educacidn, del anélisis socio-politico de los fenémenos educativos, de los procesos de
identidad, de las perspectivas cualitativas de investigacion y de las investigaciones
participativas (investigacion-accion, investigacion colaborativa). Se ha desempefiado
como profesora en la Universidad de Rio Negro, Universidad del Comahue, Universidad
de La Pampa (Argentina), en la Universidade Federal de Sao Carlos (Brasil) y como
profesora invitada en varias universidades latinoamericanas (Argentina, Brasil, Chile,
México) y europeas (France, Portugal, Suiza).

Eva Cid

Licenciada y doctora en Matematicas por la Universidad de Zaragoza (Espafia). Durante
mas de 30 afios ha sido Profesora Titular del &rea de Did4ctica de las Matematicas en la
Facultad de Educacion de la Universidad de Zaragoza. Actualmente esta jubilada y tiene
un nombramiento de Colaboradora Extraordinaria. Como profesora universitaria ha dado
clase de didactica de las matematicas en los Grados de Magisterio y en el Master de
Profesorado de Educacion Secundaria. Como investigadora, he estudiado la problematica
didactica asociada a la introduccion escolar de los numeros negativos y, mas
recientemente, los fendbmenos didacticos que plantea el paso de la aritmética escolar al
algebra escolar. Los resultados de su trabajo pueden encontrarse en distintas
publicaciones.

Maria Cecilia Papini

Profesora de Matematica y Fisica y Magister en Educacién (Facultad de Cs. Exactas y
Humanas, UNICEN). Docente de la Escuela Nacional Ernesto Sabato (UNICEN) y del
Profesorado de Matematica e Investigadora en el area de Didéactica de la Matematica del
grupo Educacion en Ciencias con Tecnologias (ECienTec) de la Facultad de Ciencias
Exactas de la Universidad Nacional del Centro de la Provincia de Buenos Aires
(UNICEN). Ha participado, durante los ultimos diez afios, en espacios de formacion
docente continua con docentes de nivel primario, secundario y superior. Investiga sobre
temas relativos a la constitucion de grupos colaborativos entre docentes e investigadores
que se proponen estudiar situaciones de ensefianza y aprendizaje de matematica que
incluyen las TIC en el aula.
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Marta Sofia Porras

Magister en Educacion en Ciencias. Orientacion Matematica.Facultad de Ingenieria de
la Universidad Nacional del Comahue. Profesora de Didactica de la Matematica,
Facultad de Ciencias de la Educacion, Universidad Nacional del Comahue. Actualmente
jubilada.

Patricia Sadovsky

Es profesora de Matematica egresada del InstitutoSuperior del Profesorado Joaquin V.
Gonzalez y doctora en Educacion (mencién Didactica de la Matematica) por la
Universidad de Buenos Aires (UBA). Es profesora e investigadora de la Universidad
Pedagogica Nacional (UNIPE) e integrante de la Secretaria de Cultura y Educacion del
Sindicato Unico de Trabajadores de la Educacion de Buenos Aires (Suteba). Ha
investigado sobre problemas didacticos relativos al &lgebra escolar, al sistema de
numeracion y sobre el papel del analisis de las précticas en la formacion docente.
Actualmente su foco de estudio es el de la constitucion del trabajo colaborativo entre
investigadores y docentes.

Dilma Fregona
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Es Profesora en Matematica, Magister en Matematica Educativa y Doctora en Didactica
de la Matematica por la Universidad de Bordeaux con la direccién de Guy Brousseau. Se
desempefié como docente e investigadora en la Universidad Nacional del Comahue y en
la Universidad Nacional de Cordoba, de la cual es actualmente Profesora Consulta.
Particip6 en proyectos de investigacion sobre tematicas vinculadas a la formacion inicial
y continua de docentes que ensefian matematica.
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