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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo de la epidemiologia matemética [I] es proponer y analizar modelos ma-
teméaticos de propagacién de diversas enfermedades en poblaciones formadas por
agentes, humanos o no (puede modelarse por ejemplo la propagaciéon de un virus
informdtico entre computadoras). A partir de unos pocos pardmetros, como por
ejemplo la tasa A de probabilidad de que un agente enfermo (o infectado) contagie a
un agente sano (o susceptible), puede estudiarse la evolucién de la enfermedad para
determinar si se generara una epidemia o no. En la mayoria de los modelos la tasa
de infeccién tiene un valor critico llamado umbral epidémico, representado por A.:
para enfermedades con tasas de infeccion mayores que A., un pequeno numero de
infectados generard una epidemia (o sea, se enfermard una proporcién importante
de la poblacién), y con tasas de infeccién menores que A. la infeccién no llegard a
infectar a una fraccién significativa en la poblacién (figura .

Uno de los principales objetivos de la epidemiologia matematica es determinar el
valor de ese umbral no solo para diversas enfermedades sino también para diversos
tipos de poblacién. Los métodos clasicos de modelado de epidemias estan basados
en sistemas de ecuaciones diferenciales que describen la dinamica de la propagacion
de una infecciéon en una poblacién; y més recientemente aparecieron los modelos
basados en redes o grafos, siendo los vértices los agentes y las aristas las posibles
vias de propagacién de una infeccién. Una de las ventajas que ofrece esta manera
de modelar las poblaciones es que permite representar distintos tipos de vias de
propagacion, de acuerdo a la enfermedad que se desea modelar, por ejemplo una red
de contactos sexuales entre individuos presentara una topologia distinta a una red
de propagacion de una gripe.

La dindamica de una epidemia en un grafo puede ser modelada mediante métodos
aproximados o de campo medio [2, 3], o mediante métodos probabilisticos, en parti-
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Figura 1.1: Densidad de vértices infectados en el estado de equilibrio en funcién de la tasa
de infeccién. Se observa cémo a partir de A, el sistema se estabiliza con una densidad no
nula de vértices infectados

cular el llamado proceso de contacto [4].

Los métodos de campo medio arrojan como resultado que el umbral epidémico se
anula en grafos con distribucion de grado en forma de ley de potencias con potencia
2 < a < 3, o sea grafos en los que para k suficientemente grande el grado de un
vértice es k con probabilidad P(k) = Ck~* con constantes C' positivay 2 < a < 3,
pero que ese umbral es mayor que cero para potencias a mayores que 3. Sin embargo,
recientemente se publicd un trabajo que muestra rigurosamente usando técnicas del
Proceso de Contacto sobre familias de grafos que el umbral epidémico se anula para
cualquier valor de o > 3 [5]. Mdas precisamente, lo que se puede probar es que si
todos los vértices del grafo estdn infectados en el estado inicial, la infeccién sobrevive
durante un tiempo que es exponencial en el niimero de vértices, para todos los valores
de la tasa de infeccién. El propdsito de este trabajo es extender dicho resultado a
las redes bipartitas, las cuales se conjetura que forman un conjunto de medida nula
sobre la familias de redes aleatorias y por lo tanto no son alcanzadas por resultados
probabilisticos que puedan hacerse sobre estas familias.

1.1. Antecedentes

1.1.1. Modelos basados en ecuaciones diferenciales (mode-
los compartimentales)
Los modelos epidemiolégicos basados en ecuaciones diferenciales ordinarias suelen

llamarse en la bibliografia modelos compartimentales, entendiendo por comparti-
miento a un grupo de individuos distribuidos uniformemente que comparten una



1.1. ANTECEDENTES 3

misma caracteristica, como la edad o estar todos infectados, etc. Uno de los modelos
mas sencillos es el STR, propuesto por Kermack y McKendrick (1927). Este describe
la dinamica de un agente infeccioso en una poblacion cerrada en que los individuos
susceptibles son infectados y posteriormente desarrollan inmunidad a la enfermedad
o mueren. Si bien estos dos casos son radicalmente opuestos en términos humanos,
en términos epidemioldgicos son esencialmente lo mismo. No hace diferencia si una
persona es inmune o estd muerta, ya que en cualquier caso no forma parte de los
posibles individuos que pueden ser infectados. El modelo consta de una division
de la poblacién en clases o compartimientos disjuntos que representan los posibles
estados en los que se puede encontrar un individuo: susceptibles (S), infectados (I)
y removidos o recuperados (R), y procede bajo la suposicién de que el agente in-
feccioso se transmite por “contacto” de infectados a susceptibles. La dindmica es:
un individuo susceptible es infectado por interaccién con un individuo infectado,
después de lo cual pasa a la clase I donde permanece por un periodo de tiempo, tras
el cual pasa a la clase R, situacion que puede considerarse como que el individuo
adquirié inmunidad a la enfermedad o murié. Sin pérdida de generalidad podemos
pensar en S, I y R como las densidades de individuos susceptibles, infectados y
recuperados, respectivamente, lo que nos permite, en el limite con el tamano de la
poblacién tendiendo a infinito, considerarlas como variables continuas. Este modelo
se realiza con las siguientes hipotesis:

1. La poblacién se mantiene constante. Esto es, en todo instante t se verifica que:

S(t) + I(t) + R(t) = 1.

2. La distribucién de individuos es uniforme en cada compartimiento. Esto quiere
decir que todos los individuos susceptibles tienen la misma probabilidad de ser
infectados. Esto nos plantea una hipdtesis de homogeneidad de la poblacién
desatendiendo las posibles variaciones estructurales.

3. La tasa de infeccién, que determina la densidad de infectados por unidad de
tiempo es proporcional al producto S(t)I(t)

4. Los individuos infectados se curan y pasan a la clase R con una tasa propor-
cional a I(t).

Con estas hipdtesis podemos representar la dindmica de la enfermedad mediante un
sistema de ecuaciones diferenciales que describe la variacion de las cantidades S, I,
y R con el tiempo:
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Figura 1.2: Evolucién tipica de un sistema STR con tasas A = 0,3 y 8 = 0,1. Se observa
cémo la densidad de individuos susceptibles va disminuyendo a medida que estos se infectan
para luego pasar a la clase de recuperados, cuya densidad aumenta con el tiempo. La
densidad de individuos infectados alcanza un valor méximo para luego colapsar en el
estado con densidad nula.

( dS
— = =)\SI
dt S
dI

¢ — = \SI—-031

dt b
dR
= — BJ

\ dt b

donde A y (3 son las tasa de infeccién y curacion individual. Como podemos observar
en las dos primeras ecuaciones, R no tiene ningin efecto en la dindmica de S e I,
formalizando la idea de que los individuos removidos no afectan a la propagacion de
la infeccién.

Sin tener que hacer un analisis exhaustivo del sistema de ecuaciones diferenciales po-
demos observar algunas caracteristicas cualitativas de las soluciones: para comenzar,
observamos que el nimero de susceptibles disminuye todo el tiempo, y teniendo en
cuenta de que todos los individuos infectados pasan a estar recuperados tenemos que
eventualmente el sistema colapsa en un estado de todos los individuos recuperados.
La figura representa una simulacion del modelo STR.

Algunas enfermedades no confieren inmunidad luego de la recuperacién de la infec-
cién, por lo que los individuos infectados se alternan entre los estados susceptible e
infectado, lo que da lugar al modelo STS. Podemos construir un sistema de ecua-
ciones diferenciales que describa la dinamica del modelo SIS a partir del sistema del
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modelo SR simplemente agregando el término 31 a la ecuacién para 22, obteniendo

dt
el siguiente sistema:

(dS

i (1.1)
o = ASI=pI

\

Una caracteristica importante de este modelo es que nunca tendremos el total de la
poblacién infectado ya que en un tiempo suficientemente largo el sistema se estabiliza
en un estado en el que las tasas totales de infeccién y curacion se igualan y una
fraccién fija de la poblacién (pero no el total de la misma) esté siempre infectada.
La fraccion de individuos infectados en ese limite puede ser obtenida del sistema
mediante la sustitucién S =1 — I y haciendo dI/dt = 0, obteniendo I = (A — 3)/A
para el caso A > (3. Por otro lado, si A < 3 el sistema tiende al estado I = 0 ya que
con esta relacién entre las tasas el tiempo de curacion sera en promedio menor que
el tiempo de infeccién.

Como acabamos de ver, en este caso el comportamiento del sistema difiere sustan-
cialmente con el del modelo STR ya que no hay una categoria que eventualmente
absorba a todos los individuos. La dindmica del sistema estda determinada por el
numero reproductivo basico Ry = %, que puede ser interepretado como el nimero
promedio de casos nuevos que producird una persona infectada en una poblacién
completamente susceptible. Este parametro define un umbral epidémico del sistema:
Si Ry > 1 los individuos infecciosos al inicio de la enfermedad incrementaran el
nimero de nuevas infecciones, es decir, se producira un brote epidémico y el sistema
se estabiliza en un estado con una porcién no nula de vértices infectados, y si por el
contrario Ry < 1 los individuos seran transmisores poco eficientes y la enfermedad
acabara por desaparecer.

Sin pérdida de generalidad podemos reescalear el tiempo mediante el cambio de
variables ¢ = (5t lo que unicamente modificara la escala temporal del sistema. De
esta manera podemos llevar la tasa de curacion a 1, lo que nos permite reducir el
numero de parametros del sistema y que este quede determinado tnicamente por la
tasa de infeccion. Con el cambio mencionado obtenemos %‘é—f = % y renombrando
las variables el sistema queda:

(dS

= = NS+
- ST+
I
— = AST—1
dt
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Figura 1.3: Simulacién del sistema 1’ con A =04y 8 = 0,14 con un estado inicial de
todos los vértices susceptibles.

con S+ I =1, y la tasa de infeccién coincide con el nimero reproductivo bésico y
el umbral epidémico es 1: si A > 1 se genera una epidemia, y si A < 1 la enfermedad
desaparece.

1.1.2. Modelos basados en grafos

Los modelos compartimentales se realizan bajo una hipotesis de homogeneidad de la
poblacién, esto significa que todos los individuos de la poblacién estan conectados
entre si y por lo tanto todos tienen la misma probabilidad de resultar infectados.
Una manera de soslayar esta suposicion es modelar la poblacién como un grafo, en
el cual los vértices representan a los individuos y cada arista representa una relacion
entre dos individuos, o sea una posible via de infeccion. De esta manera se puede
generar un modelo que tenga en cuenta la complejidad estructural de la poblacién
mediante relaciones sociales.

Métodos aproximados sobre grafos

Como en general no se conocen exactamente las relaciones sociales de cada individuo
de la poblacién, es imposible construir el grafo exacto. Por ello se recurre a la teoria
de grafos aleatorios, en la cual a partir de algunas pocas propiedades se construye
un espacio de probabilidad de grafos en los cuales sélo estas propiedades estan fijas.
Las més importantes son el tamano del grafo n y la “distribucién de grado” P(k),
que para un nimero dado k£ nos indica la probabilidad de que un vértice tenga esa
cantidad de vecinos. Una distribucion de grado frecuente en poblaciones humanas
es la distribucién de ley de potencias [6], en la cual el grado de un vértice es k con
probabilidad P(k) = Ck™® para k suficientemente grande con constantes C'y «
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positivas. De manera analoga a lo que ocurre en el modelo SIS compartimental, en
este modelo tenemos que en cada tiempo ¢ un vértice susceptible se infecta a una tasa
v por la cantidad de vecinos infectados, y al mismo tiempo los vértices infectados
se curan y se vuelven nuevamente susceptibles con probabilidad v, definiendo una
tasa efectiva de propagacion

A=2

Y

y sin pérdida de generalidad podemos fijar v = 1 ya que sélo afecta a la definicién
de la escala temporal de la propagacion.

Para el estudio de epidemias en redes aleatorias se puede recurrir a los métodos
aproximados, y el mas usado es el método de “campo medio”, en el cual se considera
que la probabilidad de tener un vecino infectado es la misma para todos los vértices.
De esta manera podemos describir el modelo SIS mediante la ecuacién que describe
la dindmica de la densidad relativa py(t) de vértices de grado k infectados:

dpr(t)
dt

= _pk<t> + )‘k[l - pk(t)]GO‘? t)» (1'2)

donde O(A,t) es la probabilidad de que en el instante ¢ una arista incida en un
vértice infectado y se calcula mediante la ecuacion

O(1) = 175 S kP (R)oclr). (1.3

donde (k) es el grado medio de los vértices [7].

En el estado de equilibrio tenemos, d%(t) = 0, lo que nos permite despejar pg(t) en

(1.2) y obtener las densidades de equilibrio

RVERY
Pk T ARO(N)

y entonces reemplazando en (|1.3)) obtenemos la ecuacién de autoconsistencia

1 AKO()N)
00 = 75 L PO T 50

la cual tiene dos soluciones, una positiva y © = 0 para A > )., y solamente la
solucion © = 0 para A < A, con
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lo que determina un umbral epidémico que resulta ser positivo para una red con
distribucién de grado en forma de ley de potencias con o > 3 y se anulasi 2 < a < 3
va que en este caso (k?) — oo en el limite con el nimero de vértices tendiendo a
infinito [7].

Para redes bipartitas los métodos de campo medio arrojan el mismo resultado: Si
la poblacion esta particionada en dos clases A y B en donde los vértices de tipo A
solo se conectan a vértices del tipo B y viceversa, tenemos

LR 2k (k)
“ TR T T k) + () (R5)

donde k4 y kp representan los grados en las poblaciones A y B, respectivamente [§].

En 2009 Chatterjee y Durrett [5] demostraron usando métodos probabilisticos que
el umbral epidémico A. es cero para cualquier valor de @ > 3, y nuestro objetivo
serd recrear esa demostracion en el caso de redes bipartitas con distribuciones de
grado en forma de ley de potencias en los dos tipos de vértices, Pa(k) = Cak™ %4y
Pg(k) = Cgk™B, con ay > 3y ag > 3. Este objetivo se motiva en la conjetura de
que los grafos bipartitos forman un conjunto de medida nula sobre el total de grafos
aleatorios (ver seccién , por lo cual el resultado de Chatterjee y Durrett no es
aplicable ya que este aplica al total de grafos aleatorios.

Este trabajo esta estructurado de la siguiente manera. En el capitulo [2| se enuncian
las definiciones y resultados de probabilidad necesarias para describir el proceso de
contacto y las demostraciones de las proposiciones en los capitulos subsiguientes.
El capitulo |3| es acerca de grafos, alli se presentan todas las definiciones correspon-
dientes y se introducen los grafos aleatorios, las distintas maneras de generarlos y la
conjetura que motiva este trabajo, a saber, que la probabilidad de que un grafo alea-
torio sea bipartito tiende a cero cuando la cantidad de vértices tiende a infinito. En
el capitulo [4] se presenta el proceso de contacto, junto con definiciones y resultados
acerca del mismo. En el capitulo 5 se presenta el resultado principal de este trabajo,
plasmado en el Teorema junto con todos los lemas necesarios para su demos-
tracién. Para simplificar la lectura de este trabajo solo se presenta en ese capitulo
la demostracién del lema més importante, mientras que de los demas lemas solo se
dan los enunciados, dejando las demostraciones correspondientes para el apéndice.
Finalmente, en el capitulo [f] se presenta la conclusién final acerca de este trabajo y
se plantean distintos interrogantes que surgen a partir de todas las consideraciones
hechas.



Capitulo 2

Nociones de probabilidad

2.1. Definiciones basicas

Definicién 2.1.1. Un espacio de probabilidad es una terna (€2, F, P), en donde:

s El espacio muestral € es cualquier conjunto no vacio, y el cual contiene a todos
los posibles resultados de un experimento aleatorio.

= F esuna o—algebra de 2, donde los elementos de F seran los eventos o sucesos.

s La medida de probabilidad o simplemente probabilidad P, es una funcién de F
en [0, 1] que cumple los aziomas de Kolmogorov, esto es:

e P(0)=0
e P()=1
e P es o—aditiva, o sea aditiva para uniones disjuntas numerables.

La definiciéon anterior de Probabilidad es llamada definicion axiomdtica o de Kol-
mogorov [18].

Definicién 2.1.2. Dados dos eventos A y B definidos en un mismo espacio de
probabilidad, con P(B) > 0, la probabilidad condicional de A dado B representa la
probabilidad de que ocurra A dado que ocurre B, y se define como

P(ANB)

P(AIB) = — 5

Definicién 2.1.3. Dos eventos son independientes si la ocurrencia de uno no con-
diciona la ocurrencia del otro. Mas precisamente, dados dos eventos A y B en un

9
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espacio de probabilidad, diremos que son independientes si
P(ANB) = P(A)P(B).

Ademéds podemos observar en este caso que P(A|B) = P(A)

Definicién 2.1.4. Dado un espacio de probabilidad (€2, F, P), una variable aleatoria
es una funcion que asigna un valor numérico a cada elemento del espacio muestral.
Maés precisamente, una variable aleatoria X es una funcién X : 2 — R medible
respecto a F, esto es,

{weQ: X(w)<z}eF, VreR.

Definicién 2.1.5. De manera andloga a lo definido para eventos se dice que dos
variables aleatorias X e Y definidas en un mismo espacio de probabilidad (92, F, P)
son independientes si

PX <2,Y<y)=P(X<z)P(Y <y), Vo,yecR
Definicién 2.1.6. Se llama funcion de distribucion acumulada de X, y se abrevia
FDA, a la funcién definida como
Fx(a)=P(X <a), acR.

Definicién 2.1.7. Una funcién f : R — R es llamada funcion de densidad de
probabilidad de X si

Pla< X <b) = /bf(x)dx

2.2. Ley de probabilidad total

La ley de probabilidad total nos dice que si {B,, :n € 0,1,2,3,---} es una particién
finita o numerable del espacio muestral y A es un evento cualquiera entonces

P(A)=) _P(ANB,) =Y P(A|B,)P(B,).

En particular, si X es una variable aleatoria discreta tomando valores sobre un
conjunto I, la igualdad anterior implica

P(A)=> P(AIX = 2)P(X =)

zel
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y si X es una variable aleatoria continua con funciéon de densidad de probabilidad
fx(z) el resultado andlogo es

oo

P(A) :/ PAIX =z)fx(z)dz

o0

Definicién 2.2.1. Dadas dos variables aleatorias discretas X e Y, su funcion de
probabilidad conjunta es

Pxy(z,y) =P(X =z,Y =vy).

Aplicando la ley de probabilidad total tenemos

P(X=z)= Y P(X=z]Y =y)P(Y =y)
= D P =aY =y (2.1)
= ZPX,Y(way)-

Definicién 2.2.2. La probabilidad dada por la ecuacién ([2.1)) es llamada probabili-
dad marginal de X respecto de la probabilidad conjunta Px y (z,y).

2.3. Valor esperado

Definicién 2.3.1. Si X es una variable aleatoria discreta que toma valores en un
conjunto I, definimos la esperanza condicional de X dado un evento A como

E(X|A) =) kP(X =k|A),
kel

siempre que la serie converja absolutamente. Si A es el espacio muestral completo
tenemos simplemente

E(X)=E(X|Q) => kP(X

kel

y en ese caso se llama simplemente valor esperado, esperanza, media o valor medio,
y puede ser representado también como (X) .
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Maés generalmente, para una funcion ¢ : I — R tenemos

E(¢(X)) =Y ¢(k)P(X =k).

kel

Aplicando la ley de probabilidad total tenemos la siguiente propiedad:
E(X)=EFEX]Y)). (2.2)

Definicién 2.3.2. Para una variable aleatoria continua X con densidad fx el valor
esperado se define como

B = [ afc(ayis

[e.e]

y mas generalmente, .
POX) = [ @i

siempre que la integral esté definida.

De la definicién se puede ver que el valor esperado es un operador lineal.

Definicién 2.3.3. Dada una variable aleatoria X con media y = E(X), se define
la varianza de X como

Var(X) = E [(X — p)’] = E[X?] — E[X]*.

2.4. Dos desigualdades importantes

Presentamos dos desigualdades que seran de utilidad.

Proposicién 2.1 (Desigualdad de Markov). Si X es una variable aleatoria no ne-
gativa, entonces para todo o > 0,

P(X>a) < E(X)/a.

Demostracion. Definamos una nueva variable aleatoria Z como

Joa siX(w)>a
Z(w)—{ 0 siX(w)<a.

(X). Por otro lado tenemos
(X).

Entonces claramente Z < X, y por lo tanto E(Z)

<E
que E(Z) = aP(X > «). Por lo tanto aP(X > a) < E

]
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La desigualdad de Markov es vélida sélo para variables aleatorias no negativas, pero
implica inmediatamente otra desigualdad que se cumple para variables aleatorias en
general.

Proposicién 2.2 (Desigualdad de Chevychev). Sea Y una variable aleatoria con
valor medio finito p. Entonces para todo o > 0,

P(|Y —p| > a) < Var(Y)/a?

Demostracion. Sea X = (Y —pu)?. Entonces X es una variable aleatoria no negativa,
y aplicando la desigualdad de Markov tenemos

P(Y —p| > a) = P(X > o?) < E(X)/a® =Var(Y)/a®.

2.5. Distribucién exponencial
Una variable aleatoria continua X tiene una distribucién exponencial de pardmetro
A > 0, y lo denotamos por X ~ exp(A) y diremos que es una variable exponencial

cuando su funcién de densidad de probabilidad es

Ae ™™ siz >0

f@):{o siz <0
Esto significa que para a > 0, la funcion de distribucion es
Fx(a) = P(X <a) = / e Z g e (2.3)
0
y para a suficientemente chico,
P(X <a)=1-e¢= \a.
La varianza y el valor esperado son

1 1
E<X):X y Var(X):ﬁ.

Sea t > 0. La distribucién de X a partir de t es
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P(X>xz+t, X >t)

PX>z+tX >t) = PX > 1)

P(X >x+1)
P(X >t)

e—)\(z-i-t)

= =eM=PX > 1)

o sea que la distribucién de X condicionada a que X > t es la misma que la de X. A
esta propiedad se la llama propiedad de pérdida o falta de memoria de la distribuciéon
exponencial.

Sean X ~ exp(A) e Y ~ exp(f) dos variables aleatorias exponenciales independien-
tes entre si. La distribucién del minimo entre ellas es

Pmin{X,Y}>t) =P(X>t)P(Y >1)
— e~ Me—Bt — e—(/\-i-ﬁ)t?
o sea que el minimo entre dos variables exponenciales de parametros A y § es una
variable exponencial de parametro A + .

Podemos usar la ley de probabilidad total para calcular la distribucion de la dife-
rencia X — Y
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Poniendo ¢t = 0 en la ecuacidén anterior tenemos

P(X > Y) :%.

Diremos que un proceso ocurre a tasa A cuando el tiempo de espera hasta que ocurra
es una variable aleatoria exponencial de parametro .

2.6. Distribucion geométrica

Una variable aleatoria discreta X tiene una distribucién geométrica de parametro
p, vy lo denotamos por X ~ geom(p), cuando su funcién de probabilidad es

[ p(1—p)® siz=0,1,2,...
J(@) = { 0 en otro caso.

La distribucién geométrica representa la probabilidad de tener una cantidad x fra-
casos en un ensayo antes de obtener un éxito, donde la probabilidad de éxito es
p, la probabilidad de fracaso 1 — p y los ensayos son independientes entre si. De
esta manera el producto p(1 — p)* indica la probabilidad de haber tenido = fracasos
seguidos de un éxito.

La funcién de distribucién acumulada de la distribucién geométrica es es
Fx(a) =P(X <a)=1-(1-p)"",

para a > 0, y el valor esperado es

2.7. Dominancia estocastica

Una variable aleatoria X es estocdsticamente menor que una variable aleatoria Y,
o esta dominada estocdsticamente por Y, y lo denotamos por X < Y, si se cumple
que

P(X >t)<P(Y >t), VteR.

Por ejemplo, si X ~ exp(\) e Y ~ exp(Ay) con \; < Ao, entonces YV < X.
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2.8. Procesos estocasticos

Un proceso estocdstico a tiempo discreto es una sucesion {X,, : n € N} de variables
aleatorias definidas en un mismo espacio de probabilidad y X, representa el valor
de cierta cantidad aleatoria a tiempo n.

Si las variables aleatorias estan indexadas por los niimeros reales no negativos habla-
mos de un proceso estocdstico a tiempo continuo {X;},~,, v Xt representa el estado
de un proceso aleatorio a tiempo t. Los procesos estocasticos a tiempo continuo
que nos interesaran seran puntualmente los procesos de Poisson, las martingalas, las
caminatas aleatorias y el proceso de contacto.

2.8.1. Procesos de Poisson

Sea {T},},~, una sucesion de variables aleatorias independientes entre si con distri-
buciéon exponencial de un mismo parametro A. Sea to =0y t, =T, + ---+ T, para
n > 1. Definimos el proceso de Poisson de parametro A como

N(t) =max{n:t, <t}, t>0.

Las variables T,, representan los intervalos de tiempo entre eventos sucesivos, t,, =
Ty 4 ---+ T, es el instante en el que ocurre el n-ésimo evento y N(s) es el nimero
de eventos que han ocurrido hasta el instante s. Llamaremos tiempos de interarribo
a las T; y tiempos de llegada a las t,.

La variable aleatoria N(t) sigue una distribucién de Poisson:

()\t)ke—)\t

P(N(t) = k) = =2

y su funcién de distribucion es

P(N(t) > k) = i M

|
j=k J:

Analizando la expresién anterior tenemos que si Ni(t) y Na(t) son dos procesos de
Poisson de parametros A\; y Ay respectivamente, con \; < Ao, entonces

P(Ny(t) = k) < P(Ny(t) = k),

0 sea que mientras mayor sea el pardmetro mas eventos ocurriran en promedio.
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2.8.2. Caminatas aleatorias

Sea {X,}, n € Ny, una sucesién de variables aleatorias discretas independientes e
igualmente distribuidas y definimos el proceso {S,}, n € Ny , mediante

S,=Xo+X;+--+X,.

Una caminata aleatoria representa la posiciéon de una particula moviéndose mediante
saltos en un conjunto discreto y las variables X; son los incrementos de la caminata
aleatoria. De la definicién podemos observar que para conocer la evolucion del proce-
so es necesario conocer la distribucion de las X;, o lo que es lo mismo, la distribucién
de las diferencias S;, 1 — ;.

De la independencia de los incrementos tenemos que
P(Sps1 = 7| = in, Sn1 = tn-1,-..,51 =11) = P(Sps1 = J|Sn = in),
y de la misma manera
E(Sns1|S1,--,S0) = E(Sn11|Sn),

o sea que el estado de una caminata aleatoria en el paso n+1 depende exclusivamente
del estado en el paso n, ya que por la definicién la informacion de todos los estados
anteriores a S, esta contenida en el mismo S,,. La caminata aleatoria es un caso
particular de una familia mas amplia de procesos estocasticos llamados procesos de
Markov.

2.8.3. Martingalas

Un proceso estocastico {X,,}, con n € Ny, es una martingala si para cualquier n > 0
se verifica:

1. B(X,) <o
2. E(Xp11|Xo, X1,..., X)) = X,
Si en la condicion 2 en lugar de una igualdad tenemos
E(Xni1|Xo, X1, -, X)) < X,
decimos que {X,,} es una supermartingala, y si

E(Xni1| Xo, X1, ..., Xp) > X,

decimos que es una submartingala.
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Sea {X,} una martingala. Aplicando repetidamente la ecuacién ([2.2)) y la propiedad
2 de martingalas tenemos

E(X,) = E(E(Xp|Xp_1,...,X0)) = B(Xo_1) = - = BE(Xy). (2.4)

y la igualdad se cambia por una desigualdad (<, >) en el caso de una supermar-
tingala o una submartingala, respectivamente. Esto significa que en una martingala
el valor esperado se mantiene constante a lo largo del tiempo, y que disminuye o
aumenta en el caso de una supermartingala o una submartingala, respectivamente.

Si {Sn},cn €8 una caminata aleatoria con incrementos {X,} tales que E(X;) = p,
entonces {S,} es una supermartingala si < 0, una martingala si p = 0 y una
submartingala si p > 0.

2.8.4. Tiempos de paro

Definicién 2.8.1. Sea {X,} una martingala y 7 una variable aleatoria que toma
los valores 0,1,2,.... Entonces 7 es un tiempo de paro si para todo m =0,1,2,...
el evento {7 = m} no depende de los valores X, 1, Xy, .., es decir si podemos
determinar la ocurrencia o no ocurrencia del evento {7 =m} con la informacién
obtenida del proceso hasta tiempo m. Por ejemplo, si { X, } es una caminata aleatoria
sobre un conjunto I y k € I, podemos definir un tiempo de paro como

T=min{n >1:X, =k},

es decir, 7 es el primer tiempo en que el proceso toma el valor k. Si por el contrario
definimos 7 como
T=mix{n >1:X, =k},

no sera un tiempo de paro ya que para determinar si efectivamente es el maximo
debemos contemplar los valores que toma la caminata aleatoria en todos los tiempos
posibles.

La ecuacién ([2.4) nos dice que F(X,,) = FE(Xy), para cualquier tiempo fijo n > 0.
Cabe preguntarse si se puede afirmar lo mismo para E(X,), donde 7 es un tiempo
de paro y por lo tanto aleatorio. El siguiente teorema, cuya demostracion puede
encontrarse en [9], nos da condiciones suficientes para que eso ocurra.

Teorema (Teorema de paro opcional). Sea {X,,} una martingala y T un tiempo de
paro. Si P(1 < o0) =1 y | X,| < M para todo n < 7, para algin M > 0, entonces

E(X,) = E(X,),

y la igualdad se cambia por una desigualdad (<, >) en el caso de una supermartin-
gala o una submartingala.



Capitulo 3

Grafos aleatorios

Los grafos son la representaciéon matemaéatica de una red, en la cual se tiene un
conjunto de agentes interconectados entre si. Formalmente un grafo G es un par
ordenado (V| E), con V =V (G) y E = E(G) que consiste en un conjunto V(G) de
vértices y un conjunto F(G) de aristas (E de edges en inglés), junto con una funcion
de incidencia g que le asigna a cada arista de E un par no ordenado de vértices de
V. Si e es una arista y u y v son vértices tales que g (e) = {u,v} decimos que u y v
estan conectados por e, que son los extremos de e, o que son vecinos o adyacentes, y
se denota u ~ v. A la cantidad de vecinos de un vértice v se lo llama grado de v y se
lo denota por g(v), y si todos los vértices tienen el mismo grado se dird que el grafo
es regular. Si la funcién de adyacencia es inyectiva y los pares de la forma {v, v} no
tienen preimagen por ¢ decimos que el grafo es simple, o sea que entre dos vértices
no puede haber mas de una arista ni puede haber bucles, o sea vértices conectados
a si mismos. Si todos los vértices estan conectados entre si decimos que el grafo es
completo. Aclaracién: en este trabajo los términos red y grafo serdn usados como
sinénimos.

Decimos que un grafo es bipartito cuando el conjunto de vértices puede ser parti-
cionado en dos subconjuntos A y B de manera que cada arista tiene un extremo
en A y un extremo en B, o lo que es lo mismo, cada vértice de A sélo se conecta
con un vértice de B, y viceversa (ver Figura . Si todos los vértices de A estan
conectados con todos los vértices de B tenemos un grafo completo bipartito. Una
estrella es un grafo completo bipartito en el que alguno de los dos subconjuntos A
o B tienen un unico elemento, llamado el centro de la estrella, y los demas vértices
seran llamados las hojas de la estrella.

Un camino es un grafo simple en el que los vértices pueden ser organizados en una
secuencia en la que dos vértices son adyacentes si son consecutivos en la secuencia,

19
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y no son adyacentes en otro caso. La longitud de un camino es la cantidad de aristas
que lo componen, y definimos de esta manera una distancia entre dos vértices como
la longitud del camino més corto que los une. El primer y tltimo vértice de un
camino son los extremos del camino. El didmetro de un grafo es la distancia mas
larga entre pares de vértices (es el mayor camino més corto). Un ciclo de tres o
mas vértices es un grafo simple en el que los vértices pueden ser organizados en una
secuencia ciclica de manera que dos vértices son adyacentes si son consecutivos en
la secuencia, o sea que un ciclo es un camino en el que los extremos coinciden. Un
grafo sin ciclos es un drbol. En un arbol podemos identificar un vértice como la raiz,
y en ese caso la altura del arbol sera la longitud del camino mas largo con extremo
en la raiz. Diremos que los vértices que estan a distancia j de la raiz son vértices de
j-ésima generacion. Observemos que las definiciones anteriores son independientes
de si el grafo es o no bipartito, y que ademas las estrellas y los arboles son grafos
bipartitos por definicién, como puede observarse en la figura [3.1]

Figura 3.1: Un grafo bipartito genérico, un grafo estrella y un arbol de altura 4. Los vérti-
ces negros y los vértices blancos representan la biparticién de los vértices en subconjuntos
Ay B respectivamente.

Definicién 3.0.1. Un grafo aleatorio es un modelo de red en el que los valores de
ciertas propiedades son fijos pero que la red es en cualquier otro aspecto aleato-
ria, a continuacion presentaremos algunas nociones bésicas acerca de la generacion
de grafos aleatorios. En este contexto se define la distribucion de grado como la
distribucién de probabilidad del grado de un vértice cualquiera del grafo, la cual
denotaremos como p = P(g(v) = k).

3.1. Dos modelos clasicos

Estrictamente un grafo aleatorio se define como una distribucién de probabilidad
sobre un conjunto de grafos posibles en donde cada grafo es escogido de acuerdo a la
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distribucién mencionada. Un ejemplo basico de grafo aleatorio es en el que elegimos
el grafo de manera azarosa entre todos los posibles grafos simples con exactamente n
nodos y m aristas. Hay (Z) pares de vértices entre los que podemos colocar una arista,

por lo tanto hay ((EL)) maneras de colocar las m aristas, y simplemente elegimos
cualquiera de ellas con igual probabilidad. Una manera equivalente de construir el
modelo es fijando el nimero de vértices n y colocando una cantidad fija m de aristas
entre ellos al azar, o lo que es lo mismo, tomamos m distintos pares de vértices y
los conectamos con una arista. Este modelo de grafo suele llamérselo G(n,m) y se
define como una distribucién de probabilidad P(G) sobre todos los posibles grafos
G, con

para grafos simples con n vértices y m aristas y cero en otro caso.

Cuando hablamos acerca de las propiedades de un grafo aleatorio nos referimos a
dichas propiedades promediadas sobre el conjunto de grafos. Podremos querer saber,
por ejemplo, cudl es el diametro tipico de un grafo con un cierto nimero de aristas.
Claramente hay casos especiales de grafos que tienen didmetros particularmente
grandes o pequenos, pero no reflejan el comportamiento tipico. Si estamos buscando
una propiedad tipica, el promedio sobre todos los grafos es en principio una respuesta
mas acertada.

Algunas propiedades del grafo aleatorio G(n, m) se pueden calcular facilmente. Por
ejemplo el nimero promedio de aristas es claramente m, y el grado promedio es
2m/n. Desafortunadamente, otras propiedades no son tan faciles de calcular, y gran
parte de la labor matematica se ha realizado en un modelo ligeramente distinto que
permite dar respuestas a otro tipo de preguntas. Este modelo es llamado G(n, p), en
el cual tenemos n vértices pero no fijamos la cantidad de aristas sino la probabilidad
de que entre dos vértices haya una arista y para cualquier par de vértices colocamos
una arista entre ellos con probabilidad p.

Nuevamente, la definicién técnica de este modelo no es en términos de un grafo
en particular sino en términos de un conjunto de grafos, y un grafo GG aparece con

probabilidad
P@) =p"a-pt,
donde m es el nimero de aristas del grafo. El calculo del valor medio (m) es directo:

Por definicién el niimero medio de aristas entre dos vértices es p, y entonces el
nimero medio entre los (g) pares de vértices es
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Podemos usar este resultado para calcular el grado promedio de un vértice. El grado
medio en un grafo con exactamente m aristas es 2m/n, y entonces el grado medio

en G(n,p) es d:<2_m>zuzz(n>p:(n—1>p
n n n\2

De manera muy similar podemos calcular también la distribuciéon de grado. Un
vértice del grafo se conecta con probabilidad independiente p a cada uno de los
otros n — 1 vértices. Entonces la probabilidad de conectar a k vértices en particular
v no a los restantes es p*(1 — p)"~1=*. Hay (”;1) maneras de elegir esos k vértices,
y entonces la probabilidad de estar conectado a exactamente k vértices es

Pk = (n L 1)1)’“(1 —p)" (3.1)

lo cual es una distribucion binomial.

Si se fija el grado medio d = (n — 1)p, en el limite con n tendiendo a infinito la

ecuacién resulta en .
g Kl

que es una distribucién de Poisson, por lo que al grafo G(n,p) se lo suele llamar
grafo aleatorio de Poisson [10].

3.2. El modelo de configuracion

Definicién 3.2.1. Si G tiene vértices vy, va, . . ., Uy, lasecuencia (g(vy), g(va), . .., g(v,))
es llamada secuencia de grado de G.

El modelo de configuracion es un modelo de grafo aleatorio en el que a diferencia de
los modelos G(n,m) y G(m,p) se puede fijar una distribucién de grado arbitraria,
y ademas permite el calculo de muchas de las propiedades del grafo. Estrictamente
hablando, el modelo de configuracion es un modelo de grafo aleatorio con una dada
secuencia de grado en lugar de una distribucion de grado. Si lo que se busca es un
grafo a partir de una distribucién de grado en particular simplemente se extrae una
secuencia de grado de dicha distribucion y se procede.

Sea {k;} una secuencia de grado, o sea que especificamos el grado k; de cada vértice
1 =1,2,--- ,n. Podemos generar un grafo con esa secuencia de grado de la siguiente
manera: Le asignamos a cada vértice ¢ un total de k; munones, o medias aristas. Hay
>; ki = 2m mufiones en total, donde m serd el nimero de aristas del grafo. Luego
elegimos dos munones al azar y los conectamos entre si para formar una arista. Luego
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volvemos a elegir otro par de munones de los 2m — 2 restantes, los conectamos y
seguimos el proceso hasta que no queden munones disponibles. Habremos entonces
generado un grafo en el que cada vértice tiene el grado esperado. Especificamente
el resultado es un matching entre los munones, y el proceso descrito genera cada
matching posible con igual probabilidad. Por definicién del modelo cualquier par de
munones tiene la misma probabilidad de ser conectado, lo que nos da una hipdtesis
de uniformidad que nos permite calcular analiticamente ciertas propiedades del grafo
generado.

El procedimiento descrito no impide la generaciéon de aristas multiples o bucles ya
que la eleccién de los munones se realiza al azar. Podriamos pensar en impedir esto
simplemente rechazando la creaciéon de estas aristas en la construccion del grafo,
pero en este caso el grafo generado no seria extraido con probabilidad uniforme del
conjunto de matchings posibles, lo que nos quitaria la caracteristica de uniformidad
mencionada. Afortunadamente tanto la densidad de aristas multiples como de bucles
tiende a cero cuando n tiende a infinito [10].

El modelo de configuraciéon puede ser facilmente extendido para la generacién de
grafos bipartitos. Se definen vértices de dos tipos (A y B) y se le asigna el grado
a cada vértice, representado por la cantidad de munones. Luego se procede con el
matching al azar pero tomando un vértice de cada tipo. Notemos que cada tipo de
vértices puede tener una distribucion de grado distinta; sélo sera necesario que la
cantidad total de munones es igual en los dos tipos.

3.3. Probabilidad de grafos bipartitos

Este trabajo se motiva en la conjetura de que las redes bipartitas forman un sub-
conjunto de medida de probabilidad nula sobre el total de redes aleatorias en el
limite con la cantidad de vértices n tendiendo a infinito. Esto no es un resultado
probado, sin embargo tenemos resultados que son un gran indicio de que esto es asi.
Maés precisamente, lo que se puede probar es que la proporcion de grafos bipartitos
regulares sobre el total de grafos regulares en un conjunto de n vértices, esto es,
grafos en lo que todos los vértices tienen un mismo grado, tiende a cero cuando n
tiende a infinito.

Un grafo bipartito puede ser representado mediante una matriz de adyacencia de
tamano ny X ng en donde las filas representan a los vértices de A y las columnas
a los vértices de B, y en la que los coeficientes a;; son 1 si hay una arista entre los
vértices 14 y jp v 0 en caso contrario. Reciprocamente, cualquier matriz m x n de
coeficientes 0-1 representa un grafo bipartito con m vértices de tipo A y n vértices
de tipo B. De esta manera el problema de contar grafos es totalmente equivalente a
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contar matrices de coeficientes 0-1.

McKay y Wang [11] probaron que el nimero de grafos bipartitos regulares de grado
d tiende a

2 6nd

cuando n — 00, con n = ny + np. La notacién f = O(g) es la notacion de Landau
e indica que para x suficientemente grande el crecimiento de f es menor que el de g
multiplicada por alguna constante. Mas precisamente:

f(z) = O(g())

si existen constantes zo y M tales que |f(x)| < Mg(x), para todo x > zy. Se dird
que f(x) es de orden g(x).

(723!/;)! o (—(d— D! (d-1PRE -2 42) <4n_d24>) | (3.2)

Teniendo en cuenta lo anterior podemos afirmar que para n suficientemente grande
el segundo factor de es menor o igual que 1, entonces la cantidad de grafos
bipartitos regulares de grado d es menor que

(nd)!
(@

(3.3)

Por otro lado, Liebenau y Wormald [13] probaron que para 1 < d < n—2 el nimero
de grafos regulares de grado d en un conjunto de n vértices tiende a

Gl
dn

Aplicando las cotas v2rn™ 2e™ < nl < 27n"T2e ! [14] en el cociente entre
y tenemos que la proporcion de grafos bipartitos regulares sobre el total
de grafos regulares en un conjunto de n vértices, con n suficientemente grande, es
menor o igual que

cuando n — oo.

ﬂ_dnefn(d/271)+37

y esa cantidad claramente tiende a cero cuando n — oo. De esta manera hemos
probado que en el limite con la cantidad de vértices n tendiendo a infinito los grafos
bipartitos regulares aparecen con una probabilidad tendiendo a cero sobre el total
de grafos regulares. Este resultado apoya la conjetura de que los grafos aleatorios
bipartitos, no necesariamente regulares, aparecen con probabilidad tendiendo a cero
cuando el nimero de vértices n tiende a infinito.
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El proceso de contacto

Mediante el Proceso de Contacto podemos estudiar una epidemia considerando la
conectividad de los nodos y las distancias entre ellos. Asi, si en el método de campo
medio consideramos que todos los vértices tienen la misma probabilidad de ser in-
fectados por otro vértice que se encuentre infectado, ya que todos tienen la misma
probabilidad de tener un vecino infectado, aqui tenemos que la probabilidad de in-
feccion disminuye con la distancia, refiriéndonos con distancia a la distancia en un
grafo.

Consideremos un grafo G = (V, E). El proceso de contacto puede ser considerado
como un modelo para la propagacién de una infeccién a través de las aristas del grafo.
Los individuos que pueden ser infectados son los vértices del grafo y las aristas son
las vias de infeccién. A cada instante t un vértice puede estar en estado infectado o
sano. Definimos las funciones & : ¢t > 0 en V de manera que &(z) = 1 si el vértice
x estd infectado a tiempo ¢, y &(z) = 0 si se encuentra sano. Un vértice infectado
se cura (pasa al estado sano) a tasa 1, independientemente del estado de los demés
vértices, y se vuelve susceptible; por otro lado, un vértice susceptible se infecta a una
tasa A veces la cantidad de vecinos infectados. Observemos a partir de la definicién
que el proceso de contacto permite el estudio de la propagacién de infecciones en
poblaciones finitas ya que lo que se estudia es la propagacion de vértice a vértice, a
diferencia de los modelos basados en ecuaciones diferenciales que son representativos
para una poblacién infinita, ya que esta le brinda una condicién de continuidad a
las densidades S, I y R.

Formalmente el proceso de contacto en V con pardmetro de infeccion A > 0 es
un proceso estocastico a tiempo continuo & en el espacio {0, 1}V. Los elementos
de {0, 1}V son los estados del sistema, o configuraciones y los identificamos con
subconjuntos A de V mediante A = {x € V : (x) = 1}. Esto es, el estado del

25
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sistema en un instante ¢ queda determinado por el conjunto de vértices infectados
en ese instante. Al proceso con estado inicial A C V lo denotaremos por &1, y en
caso de que A sea un sélo vértice = diremos &. Las tasas de transicion para §; estan
dadas por:

= A\ {2} parax €&t atasal
& — AU {a} paraxg_fffatasak-#{yeéf‘:xwy}.

Lo anterior significa que los vértices infectados se “curan” en un tiempo exponencial
con media 1, independientemente del estado de sus vecinos, mientras que los vértices
sanos se infectan en un tiempo aleatorio exponencial con tasa proporcional al niimero
de vecinos infectados.

4.1. Umbral epidémico

Para el proceso de contacto & en grafos infinitos se puede definir un andlogo al um-
bral epidémico presentado en las seccién [I.1] el cual determina si un brote epidémico
crecerd hasta alcanzar un estado endémico de equilibrio o morird [19]. Formalmente
se lo define como

)\c:sup{/\:P(Eltozﬁf:@, Vtztg)zl}

Si el grafo es finito el Unico estado de equilibrio es el estado con todos los vértices
sanos, ya que por la naturaleza estocastica del modelo en alguna de sus fluctuaciones
se curaran todos los vértices, y al no haber vértices infectados el sistema se estabiliza,
o sea que el proceso de contacto siempre se extingue y por lo tanto es necesario otro
criterio para definir un umbral epidémico

Se ha observado que en grafos finitos el proceso de contacto exhibe un valor critico
Ae que separa el comportamiento del proceso de contacto en dos regimenes. Para
valores de la tasa de infeccion menores que A, el proceso de contacto se extingue en
un tiempo no exponencial en la cantidad de vértices n, con probabilidad tendiendo
a 1 cuando n — oo, mientras que para valores mayores que A. el tiempo serda
exponencial en n [19], nuevamente con probabilidad tendiendo a 1 cuando n — oo.

En vista de lo anterior, para el proceso de contacto en grafos finitos podemos definir
el umbral epidémico como el valor A. de la tasa de infeccion en donde se produce
un cambio de régimen entre tiempos de extinciéon no exponenciales a tiempos de
extincién exponenciales en la cantidad de vértices.

Definicién 4.1.1. Formalmente, para el proceso de contacto en un grafo finito G,
de tamano n y tiempo de extinciéon 7, definimos el umbral epidémico A. como:

A = inf{)\ : lim P(r, > €)= 1},
n—oo
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f=T
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Figura 4.1: Construccién grifica del proceso de contacto. Podemos observar que hay caminos
activos desde (0,0) hasta (2,7), (0,T) y (—1,T)

con C' una constante positiva.

4.2. Construccion del proceso de contacto

La construccion que aqui se presenta se denomina construccion grafica del proceso
de contacto. Para cada x € V consideramos un proceso de Poisson N,, de tasa 1,
y un proceso de Poisson N, , de tasa A para cada par ordenado de vecinos (z,y).
Consideremos el espacio V' x [0, 00). Para el tiempo ¢ de cada evento de N, colocamos
un simbolo de curacién * en el punto (z,t) € V x [0, 00), y para el tiempo t de cada
evento de N,, colocamos una flecha — de (z,t) a (y,t) como simbolo de contagio.
Los primeros indican los tiempos de curacién del vértice x, siempre que se encuentre
infectado, y las segundas indican los eventos de contagio de x a y siempre que en
ese instante x esté infectado e y no lo esté. La figura muestra esta construcciéon
para V = Z con aristas entre ¢ e ¢ + 1, para todo ¢ € Z.

Sean (z,s), (y,t) € V x [0,00), con s < t. Diremos que hay un camino activo de
(x,s) a (y,t) cuando exista una sucesién de puntos

(2, 5) = (20, t0), (xo, 1), (1, t1), (1, t2), - - -, Tk ti1) = (Y1)
cont; < tiiq1y x; ~ x;y1 cumpliendo que:
1. Cada segmento x; X [t;, t;11] no contiene ningin punto de curacién.
2. En t; ocurre un evento de contagio de z; a ;1.

O sea que un camino activo de (z, s) a (y,t) es un camino que se mueve en el tiempo
y en la direccién de las flechas, sin cruzarse con ningin simbolo de curacién.
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4.3. Propiedades del proceso de contacto

La construccion grafica del proceso nos permite concluir que el proceso de contacto
cumple con una propiedad de monotonia respecto al orden parcial inducido por la
inclusiéon en los subconjuntos de V, esto es, si A y B son subconjuntos de V con
A C B, entonces &1 C £P para todo ¢, ya que si existe un camino activo de (z,0)
a (y,t), con x € A, ese mismo camino nos sirve para afirmar que y € &£, porque
x € B.

Tenemos ademas que el proceso de contacto es aditivo, o cumple la propiedad de
aditividad, y es que
M =gtugl

puesto que si se tiene y € £“B podemos encontrar un camino activo desde (z,0)

hasta (y,t), donde x pertenece a A o B, y por lo tanto y pertenece a & 0 a £2. Esto
quiere decir que comenzar el proceso con un conjunto inicial de infectados AU B es
equivalente a comenzar un proceso con un conjunto inicial de infectados A, otro con
un conjunto B y unir los conjuntos de vértices infectados en ambos procesos.

Otra propiedad de la que se hard un uso extensivo es la auto-dualidad del proceso
de contacto, y establece que

P NB#0)=PEFNAAD)

para cualesquiera subconjuntos A y B de vértices. Esto lo podemos ver a partir de la
misma representacion grafica, pensando a los caminos activos como decrecientes en
el tiempo y revirtiendo la direcciéon de cada flecha de infeccion, lo que nos permite
pensar al proceso de contacto como reversible en el tiempo e intuitivamente significa
que es equivalente comenzar el proceso con un conjunto inicial de vértices infectados

A e infectar vértices de un conjunto B, que comenzar en B e infectar a los vértices
de A.

Sea 7 una configuracion del proceso. Esta automaticamente define una funcién n(z)
como

{n(x)zl si xen
n(x) =0 si z¢n.

Definimos un orden parcial en la familia de posibles configuraciones del proceso
mediante:
m<n si mx) <nx),VreV.

Una funcién f : X — R definida en el espacio de configuraciones es creciente si se
cumple que
m < ne = flm) < f(np).



4.3. PROPIEDADES DEL PROCESO DE CONTACTO 29

Por ejemplo f(§) = &(z) para un x € V fijo, 0 g(§) = #{zx €V : {(x) = 1}, son

funciones crecientes.

Sobre el espacio de configuraciones se puede definir una distribuciéon de probabili-
dad p. Definamos un orden entre distribuciones de probabilidad de configuraciones
mediante la relacién

p1 < pe si EM(f) < EF2(f), Vf creciente.

Sea n; la distribucién de configuraciones posibles a tiempo ¢ cuando la configura-
cién inicial es n. Observemos que 7; no es una configuraciéon en particular sino la
distribucién que le asigna a cada configuracién a tiempo t una probabilidad. Cada
configuracion posible a tiempo ¢ se obtiene a partir de una asignacién puntual de
cruces y flechas en la representacion grafica junto con una configuracion inicial. Cada
asignacion posible de cruces y flechas en la construccién grafica es una realizacion
del proceso, y denotaremos por 72 a la configuracién a tiempo t en una realizaciéon
R habiendo comenzado en la configuracién 7.

Llamaremos atractividad a la siguiente propiedad: Si € y 1 son dos configuraciones
entonces
E<n=&=<m,Vt>0.

O sea que el orden en las configuraciones iniciales implica el orden en las distribu-
ciones a tiempo t.

Proposicién 4.1. El proceso de contacto es atractivo
Demostracion. Por la propiedad de monotonia tenemos que para una misma reali-
zacién R

g S n = é—t,R S N, R,

entonces si f : X — R es una funcién creciente

Eé(f) = /R F(éun)AP(R) < /R F (e R)AP(R) = E™(f),

donde la integral se realiza sobre el conjunto de todas las posibles realizaciones del
proceso. Entonces

e
Il

Proposicién 4.2. Si en un proceso el estado inicial es 1 (todos los vértices infec-
tados), y en otro proceso hay una distribucion p de estados iniciales, entonces

pe < 1y
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Demostracion. Si la distribucién inicial es p, la probabilidad de una configuracién
inicial € es p(§). Entonces para cualquier funcién f,

E*(f) =Y E*(f)u().

feX

Como £ < 1 para todo £ € X, por atractividad vale
EM(f) =Y E*(H)u€) <D E"(fu&) = EM(f)

fex cex

para toda f creciente. Entonces
pe <X Ly

Corolario 4.3. 1,,, < 1;, Vs,t > 0.

Demostracion. Basta tomar = 1, en la proposicién anterior. Entonces para toda
f creciente tenemos

B (f) < EY(f)
m
El siguiente teorema establece que en promedio sobre todas las realizaciones del

proceso, comenzando con todos los vértices infectados, la proporcion de infectados
disminuye en el tiempo.

Teorema 4.4. P(|1{ .| > m) < P(|1f| > m)
Demostracion. Consideremos la funcion creciente f : X — R definida como

1 si|¢]>m

f(g):{ 0 sil¢] <m,

donde [£| representa la cantidad de vértices infectados en la configuracién €. Entonces
para cualquier distribucién i de configuraciones:

Er(f) =) w&f€) =D mofE©)+ D nl&f©

§eX [§1>m |€l<m

= > ul&) =P(¢] > m),

|§|>m
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con £ € X, o sea, la probabilidad de que una configuracion £ € X tenga mas de m
infectados, dada la distribucion de configuraciones p. Entonces si consideramos las
distribuciones 1;,¢ y 1; tenemos

P(|1{,] > m) = EY=(f) < B"(f) = P(|1{| > m)
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Capitulo 5

Anulacién del umbral epidémico
en redes bipartitas con
distribucion de grado de ley de
potencias

Consideremos el proceso de contacto en un grafo bipartito. En este caso tenemos dos
tipos de vértices, los de tipo A y los de tipo B. Cada vértice de tipo A sélo puede
estar conectado a vértices del tipo B, y viceversa. Es natural por lo tanto pensar
en que puede haber dos tasas diferentes de infeccion, A4 que indica la tasa a la que
un vértice de tipo A infecta a uno de tipo B y su andlogo Ag. Podemos considerar
también que la curacién en vértices de los dos tipos difieran entre si. En este caso
tenemos los parametros S4 v g que indican la tasa de curacion de los vértices de
tipo A y B respectivamente.

Demostraremos usando técnicas del proceso de contacto que en las redes bipartitas
con distribucion de grado en forma de ley de potencias tanto en los vértices de
tipo A como los de tipo B, esto es Pa(k) = Cak™*4 y Pp(k) = Cgk™*5 para
k suficientemente grande, el umbral epidémico es cero si ay > 3y ag > 3, en
contraposicion con los resultados obtenidos por campo medio.

Definiciones

Antes de comenzar serdn necesarias algunas definiciones. Sean Xy = Aa/fBp, Ny =
Ag/Bay AL = min{N,, Nz}. Para un vértice de grado k definamos L4 = N,k/4,

Lg = Ngk/4 y Ly = min{La, Lg}. Siguiendo la terminologia de Durrett [5]

33
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diremos que un vértice de tipo A esta encendido si tiene al menos 0,4L 4 vecinos
infectados, y que esta caliente si tiene al menos L 4 vecinos infectados, y la definicion
sera analoga para vértices de tipo B, con 0,4Lpg y Lg respectivamente. Trabajaremos
bajo las siguientes suposiciones:

Aa Ap
147 387 T o S 1
Ba Bp
y ademas supondremos que todos los vértices del grafo son de grado Ky, > 3.

Como 1ltima observacién notemos que si n4 y npg representan la cantidad de vértices
de tipo A y B respectivamente, el total de vértices del grafo es claramente n =
na + ng. Dado que cada arista del grafo tienen que conectar con un vértice de cada
tipo en sus extremos tenemos que na(ds) = ng(dp), y entonces

g) )
>—,UA7 B <

AT+ (ds da) + (ds)

= UBN,

donde (d4) y (dp) representan los grados medios en A y B respectivamente.

El proceso de contacto ocurre entre cada vértice infectado y sus vecinos, por lo tanto
el grafo estrella serd una estructura de vital importancia en el estudio del proceso de
contacto en nuestro grafo. Siguiendo la terminologia de Durrett, llamaremos estrellas
a los vértices de grado k > n® con € > 0 y estudiaremos puntualmente el proceso de
contacto en el conjunto de estrellas del grafo, la transmision de la infeccién entre ellas
y la permanencia en las mismas. Al conjunto de estrellas del grafo lo denotaremos
como V7. No deberan confundirse las estrellas con el grafo estrella, siendo que con
estrella nos referiremos a un vértice con un determinado grado minimo, o lo que es
lo mismo, al centro de un grafo estrella con una determinada cantidad de hojas. Los
términos infeccion y proceso de contacto seran usados como sinénimos.

Un dltimo aspecto a tener en cuenta es que trabajaremos sobre un espacio de pro-
babilidad mas general que el del proceso de contacto ya que ademés del proceso de
contacto vamos a considerar grafos aleatorios siguiendo una distribucion, y genera-
dos mediante el modelo de configuracién.

Estudio del proceso de contacto

Comenzaremos demostrando que si un vértice se encuentra caliente en t = 0, este
permanecera encendido durante un tiempo exponencial en la cantidad de vecinos
con una muy alta probabilidad, o sea que la infecciéon sobrevive durante un tiempo
exponencialmente largo. Para esto consideramos el grafo estrella, y sin pérdida de
generalidad podemos suponer que el centro es de tipo A y las hojas de tipo B.
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Lema 5.1. Sea G un grafo estrella con centro 0 de tipo A y hojas 1,2, ...,k de tipo

2
AANBE/808%

B, y sean las siguientes hipotesis: 2_2 < 1yAgAgk > 50848p. Sean Ty = BatPE)La
y Pr, . la probabilidad cuando a tiempo t =0 L4 hojas estdn infectadas y el centro
estd en estado i, con i = 0 si estd sano e i = 1 si estd infectado. Entonces

Pryi | if |64 < 04L, ) < Tetarok/s00;
t<Ty

Demostracion. Consideremos el proceso {H,},.,, compuesto por la familia de varia-
bles aleatorias que indican la cantidad de hojas infectadas a cada tiempo ¢. Cuando
el sistema se encuentra en un estado con el centro infectado y H; hojas infectadas
pueden ocurrir tres eventos: una infeccion de una hoja, una curacién de una hoja
y la curacion del centro. Por otro lado mientras el centro se encuentra sano sélo
pueden ocurrir curaciones de hojas o la reinfeccion del centro. Teniendo en cuenta
que el centro se infecta a una tasa AgH; y las curaciones de hojas ocurren a una
tasa fpH;, la probabilidad de que un evento sea la reinfeccién del centro es

ApH, Y
ApH; + fpH,  Ap+ fp’
y la probabilidad de que sea una curacién de hoja es
BpH; _ Br
ApH;+ fpH, Ap+fp’

por lo tanto si j < H;, la probabilidad de que se curen j hojas antes de que se
infecte el centro viene dada por una distribucion geométrica con probabilidad de
éxito

A .
AB+B8B"

, B\ s
P=d) (AB +@B) X5 + B
ya que las curaciones de hojas son independientes entre si y con la infeccién del
centro y por lo tanto se multiplican las probabilidades de los eventos. Finalmente,
el nimero NV de hojas que se curaran mientras el centro esté sano sigue la siguiente
distribucion:

(0 sij> H,

( L )j Az si j < H,
A+ Bs/) A+ BB !

H-1
1—-> P(N =i) si j = H,

\
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Observemos que la probabilidad de que se curen H; hojas no viene dada por la
distribucién geométrica ya que en ese caso el centro no se puede reinfectar, o sea
que se llega a un estado absorbente con todas las hojas y el centro sanos.

Estudiemos el sistema cuando la cantidad de hojas infectadas H; satisface H; < L 4.
Como mencionamos anteriormente, la dinamica de H; depende del estado del cen-
tro, y estudiar dicha dindmica requiere considerar los dos casos por separado: centro
infectado y centro sano. Para simplificar construimos un nuevo proceso H; que tenga
las mismas propiedades que H;, con la tnica diferencia de que se comprime a cero
el tiempo en el que el centro se encuentra sano. De esta manera podemos reducir el
sistema a un caso en el que s6lo ocurriran curaciones e infecciones de hojas, teniendo
dos tipos de curaciones: de a una por vez, correspondientes al estado con el centro
infectado y de a N a la vez, de acuerdo a la distribuciéon mencionada anteriormente,
correspondientes al estado con el centro sano y cuyo tiempo de ocurrencia fue com-
primido a cero. De esta manera nuestro proceso H| recorrera la misma secuencia
de nimeros que H; pero en un tiempo menor. Segun lo expresado la caminata H|
queda definida por las siguientes tasas de transicion:

H, — H{+1 atasa M|k — H{| > X a(k— Aak/455)
H, — H/—1 atasa 0gH]

J
H — H/—j atasa 34 (/\Bﬁfﬁ3> AB/\fBB para j =0,1,2,...

Consideremos ahora la caminata {X;},,, dada definida en el intervalo (—oo; k] y
dada de la siguiente manera:

Xy — Xi+1 atasa M|k — X| > Aa(k— Aak/40B)
X, — X;—1 atasa fpXO(X)

. J .
Xy — Xy, —Jj atasa 4 (/\Bﬁf53> /\B)\f,BB para 7 =0,1,2,...

donde O(x) es la funcién escalon de Heaviside: ©(z) = 0six < 0,y O(z) = 1 si
x> 0.

Por razones que se verdn mas adelante nos interesa que H] se mueva dentro del
intervalo (0,4L 4; L4]. Dentro de ese intervalo H; y X; son idénticas, por lo tanto
trabajaremos con la caminata X; de ahora en adelante. La razoén para considerar
el nuevo dominio para la variable X; es que esta permite los valores negativos, los
cuales se pueden alcanzar con los saltos de tamano j.

Buscaremos acotar inferiormente (en probabilidad) a la caminata X;. Para eso consi-
deramos una nueva caminata Y; mas accesible al tratamiento analitico y que servira
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de cota inferior de X; en el sentido que

P(Y; = k) < P(X, = k), V¢ > 0.
Sea la caminata aleatoria {Y:},, definida en el intervalo (—oo, L] mediante las
siguientes tasas de transicion:

V, =Y, +1 atasa 3Aak(1—dy,1,)
YV, > Y, —1 atasa \ak/4

) J
Y;—>Y2—j atasaﬁA<)\BﬁfﬂB> /\B+/3 paraj—O, b2,

donde 9;; es la funcién delta de Kronecker: 6;; = 1sii = jy d;; =0sit # j,y
representa el hecho de que Y; no puede pasar de L4 por como esta definida.

La caminata {Y;} presenta la ventaja de que sus tasas de transicién son constantes,
nlo que facilita el tratamiento analitico, mientras que las de {X;} dependen del
estado en cada tiempo t.

Si dividimos el tiempo en intervalos de ancho dt suficientemente chico podemos usar
propiedades de la distribucién exponencial y describir las caminatas {X;} e {Y;} en
términos no de tasas sino de probabilidades de transicién dentro de cada intervalo,
con la ventaja de que por la propiedad de falta de memoria de la distribucion ex-
ponencial dichas probabilidades se renuevan en cada nuevo intervalo. Sean X,, e Y,
los valores que toman las caminatas {X;} e {Y;} en el n-ésimo intervalo. Entonces:

P(Xpir = Xo + 1) = Aalk — X,.|dt
P(Yn+1 =Y, + 1) = %)\Ak(l — 5YnLA)dt
P(Yyp1 = Y, — 1) = LAkt

P(Xpp1 = X — 1) = BpX,0(X,)dt

J
PXo1=X,—J)= /8A<>\B+/BB) /\B+6 dt para j =0,1,2,...

J
PYyr1 =Y, —7)=0a <>\B+IBB> >\B+B dt para j =0,1,2,...
P(X,1=X,) =1—-[dalk—X,) 4+ 8X,0(X,,) + fa] dt

P(Yoi1 =Y,) =1— (3Aak + 2Xak(1 = by,1,,) + Ba) dt,
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y donde el término B4 en la expresion de las iltimas dos probabilidades proviene de
realizar las series geométricas » 22 P(Xnp1 = X, — j) v 2220 P(Yor1 = Yo — J).

t
De esta manera tenemos que para cualquier tiempo t y n = [a—‘ ,
P(X;=X,)=1-0(dt),

por lo que la caminata X,, aproxima a X; con probabilidad tendiendo a uno cuando
dt tiende a cero, e igualmente respecto a las Y,, e Y;.

Demostraremos ahora que si Xy = Yj el proceso {X,} esta acotado inferiormente
por el proceso {Y,} en el sentido que

P(Y, > k) < P(X, > k),

y si esa relacién se cumple para la caminata discreta para todo dt, en el limite con
dt tendiendo a cero la relacion se cumplird para las caminatas en tiempo continuo.

Usaremos la técnica del acoplamiento [12]: Construyamos una caminata aleatoria
{(X,,Vn)} definida en el espacio (—oo; k| X (—o0; La] y dada por las siguientes
probabilidades de transicion si X, < Ly4:
P ((Xn+17 yn+1> = (Xn +1, )V, + 1)) = %AAkaYnLAdt
P((Xos1, Yog1) = (X + 1,00 — 1)) = 3Aakdt — BpX,O(X,,)dt
P ((Xn-i-l; yn—i—l) = (Xn + 17 yn)) = BBXnQ(Xn)dt - AAXn%)\Ak5YnLAdt

P((Xn—l—layn—l—l) = (Xn - 17yn - 1)) = 6BXn@(Xn)dt

. . Y :
P((Xn+1,yn+1> = (Xn_jayn_j)) :ﬂA ()\Bﬁ—ij?,@’}g) ABAfBBdt para j :071a27""
0 en otro caso,

y para el caso X,, > L4 la definimos como
P ((Xn+1vyn+1) = (Xn + ivyn + k)) = P<Xn+l =X, + i)P(Yn+1 =Y, + k)

coni,k=1,0,—1,—7;paraj=0,1,2,...
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Si este proceso comienza en una configuracién inicial (Xy, Vo) en la que Yy < Ap, esta
relacion se mantendra para todos los pasos siguientes ya que en el caso &, < L4 no
hay ninguna probabilidad de transicién que permita romper ese orden, y en el caso
X,, > L4 el orden se cumple de manera trivial pues ),, < L4 . Se puede observar
que si Xy = Xg e Vo = Yj las distribuciones marginales de {X,,} e {),} coinciden
con las distribuciones de {X,} e {Y,,} respectivamente, ya que coinciden las tasas
de transicion. De esta manera, si Xy = Y, tenemos que para el n-ésimo intervalo,

P(Y, >a) = P(Y, > alX,) < P(X, > a|),) = P(X, > a),
y entonces, en el limite con dt tendiendo a cero,

P(Y; >a) < P(X; >a), YVa>0.

La relacién encontrada entre X; e Y; (y por lo tanto entre H; e Y;) nos permite
encontrar mediante Y; cotas inferiores para expresiones del estilo P(X; > a).

0

Seaf <0talquee ™ =1+ 2’\71 y sea {Z,} un proceso definido como Z,, = ¢’ con

Y,, < La, y en donde con Y;, nos referimos al valor de la caminata aleatoria {Y;} en
el n-ésimo paso, independientemente del tiempo en que este ocurra. Demostremos
que {Z,} es una supermartingala, es decir que F(Z,11|Z,) < Z,:

E(Zpi1|Zn) = e tP (Y, =Y, + 1) +e0n=00p (Y, =Y, — 1)+
ZQ(YH_N)QP (Yo1 =Y, —N)
N=0

1
Aak + Ba

e N
+Ze(yn_N)e Ba ( S5 ) A
Neo Aak+Ba \Ap+Ps) Mg+ DB

26 3 1 1 1
=M | T2 A 1+ 22 ) A
‘ {2@3“34 A mwﬁ( +2g3)4 AY Ak T Ba

- )‘B N 63 N BA )‘B
+NZ:0 <1 + 253) <)\B +5B) Aak + Ba g + Bg

285 3 1 1 1 28,
= | T S\ 1+A—B>—)\ k +
‘ [253—1-)\134 Y Nak + Ba ( 25 ) 4" Nk + Ba | Aak + Ba

1

— e(Ynt1)03 )\ L S
‘ 174 Aak + Ba

—+ G(Ynfl)g}l)\Ak
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—_

Aak 3 20p 284
= e +=(1+ Ag/2 =
© XAk + Ba 4285 + Mg (1 As/208) + 3 k] ®

1
Si0<z<1=-—— <1-—x+ 2 Entonces como \g/fBp < 1,

1+z
Taer <1 (32)
entonces
® < e"”ﬁ Pu - 2%‘; + (%)2) (1+ AB/2BB)1 ifﬂ
< Gey”ﬁ {1 - %62—2+ ifz] para 2—2 <1.

v si AaAgk > 5084065 tenemos que

ME L 20
Ak + Ba 16 B Aak

y por lo tanto
E (Zn+1|Zn) < €9Yn = Zn
por lo que {Z,}, . es una supermartingala.

Aplicando la funcién de distribucién acumulada de la distribucién geométrica y la
desigualdad e*/2 < 1+ x tenemos que cuando Y,, = L4:

By 0,1L 4+1 0L,
PL(N > 0,1L,) = (W) < (A—B + 1)
B B

_AglLg —Aarpk

20 — 8082
<e b — e B,

o sea que con probabilidad mayor que 1 — e=*4*sk/ 808% 1a cadena estard dentro del
intervalo [0,9L4, L 4) luego del primer salto. Veamos que con una alta probabilidad
a partir de este punto la cadena oscilard dentro del intervalo (0,4L 4; L 4].

A medida que evoluciona la cadena eventualmente toma Y; = L4 o algiin valor
Y; < 0,4L4. Sea g la probabilidad de que la cadena Y,, comenzando en cualquier
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valor dentro del intervalo [0,8L 4, L4) llegue al intervalo (—oo;0,4L,4] antes que a
Ly.

Para acotar ¢ definamos el tiempo de paro 7 dado por Y, < 0,4L4 o Y, = L. Por
el teorema de paro opcional: F(Z,) < E(Z), lo que nos permite encontrar una cota
para la probabilidad g¢:

0,4L 4
E () = eLaP(Y, =La)+ Y "P(Y; =i
0,4L 4
> ILap(Y, = L) 4 f04LA Z P(Y; =1)
= eAP(Y, = L) +eP4Eap(Y, < 04L,)
— GHLA(l _ q) + 690’4LAq
2 690,4LAq

Entonces
600,4LAq S E(eGYT) — E(Z.,-) S E(Zo) — E (€9Y0) S 600’8LA,

por lo tanto

q < o00ALA

Por otro lado,

AB 4 Mgk
c00AL A < e Bp10thp — e—/\A)\Bk:/ALOB%

y finalmente
q < e AArBk/4055 (5.2)

Cuando Y,, = L4 no puede haber saltos positivos, entonces las tasas de transicion
son:

Y, —=Y,—1 atasa A\ k/4
Y, —Y,— N atasa (4.

y el tiempo medio hasta que ocurre alguno de los dos saltos es

1 1
Mk/4d+ B4 LaBp+Ba
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La probabilidad de que el salto deje a la cadena en un valor Y < 0,8L 4 es

by —0,2L 4 AL _AarBk
Py (N >02L,) = <B_B + 1) <e O —e 9 (5.4)
B

entonces la probabilidad de que {Y;,} vuelva a L 4 sin pasar por el intervalo (—o0, 0,4L 4]
es mayor o igual que

_Aaxpk _Aadpk\ 2
(1—6 405% )(1—q)2 (1—6 408% ) ,

en virtud de la cota encontrada en la ecuacién (5.2) para ¢, y entonces la probabilidad
de que la cadena vuelva a L4 una cantidad M = exp(AaApk/8053%) de veces seguidas
sin pasar por el intervalo (—o0,0,4L 4] es mayor o igual que

Aarghk\ 2M AaApgk
- 2 - 2
(1 —e " ) >1—2Me B

(5.5)
_Aarpk
=1-2¢ "%

Consideremos los tiempos que tarda cada excursion de la caminata, desde que sale
de L4 hasta que vuelve a llegar a L4. Claramente cada uno de esos tiempos es mayor
que el tiempo que tarda el primer salto, el cual sigue una distribuciéon exponencial

de parametro
1

LaBp + Ba’
segun la ecuacién [5.3]

Sea Ty la suma de los tiempos de las primeras M excursiones, y T}, la suma de los
tiempos de los primeros saltos desde L, de cada excursion, entonces:

M ) M
" <TM = 2(LaBB + ﬁA)> =P (TM = 2(Lapp + 5A))

E(gf\}))

= P(T;\}<

= Py - BTy < BT OO

< P(Ty — E(Ty)| > E(T3,)/2)
Vo) g

)

E(T3)?/4
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donde la ultima desigualdad es la desigualdad de Chevychev.

En resumen tenemos que:

—AaAgk
de (5.1): Pp, (N <0,1L4) >1—e %%
| _AaXpk
de (5.5): P(volver M veces a L) > 1 —2e 8095
AaAgk
de (5.6)): P(TM 2 W%) 2 1—4e 80623 ,

entonces tomando Ty = tenemos

__ M
2L A(Ba+BB)

P (tf<an &84 > 0,4LA) > P ( inf X, > 0,4LA> > P ( inf Y; > 0,4LA>
>1A

t<Ty t<T4

Aargk _ AaXpk A rgk
> (1—680/% ) (1—2e 0%, ) (1—4e 057, )

_Aarpk

>1—"Te 5%

]

Es natural preguntarse acerca de la redundancia de las desigualdades y ,
y su justificacion radica en que en el estado inicial del proceso el centro puede estar
infectado o sano, y el tratamiento hecho hasta ahora considera al centro infectado
en todo momento. En este sentido, la ecuacién [5.1| nos garantiza un estado inicial
efectivo en el que el centro se encuentra infectado y la cantidad de hojas infectadas
es mayor que 0,9L 4. Entonces hace referencia al primer salto que da la cadena
comenzando en L4 cuando comienza el proceso, y la desigualdad a los saltos
subsiguientes.

Intercambiando A y B tendremos un resultado analogo para el caso en que el centro
sea de tipo B. Tomando méaximos y minimos adecuadamente obtenemos el siguiente
corolario, que sera valido independientemente de si el centro es de tipo A o de tipo

B:

Corolario 5.2. Sean T'=min{T4, T} y Bmax = méx {54, Sp}. La probabilidad de
que un vértice caliente siga encendido durante un tiempo T es mayor o igual que:

—A gk
1 — 7e ®Pnax
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Demostracion. por el lema tenemos que para un grafo estrella de centro de tipo
Ay hojas de tipo B,

Pr,. (}zl;lff/*l > 0,4LA) > Pp,. (Hgf [ 0,4LA) > 1 — Te AAsk/805E,

Anélogamente, si el centro es de tipo B y las hojas de tipo A,

Pipi (tlgjf“ &) > 0>4LB> > Pry. (21{3 &) > 074LB) > 1 — Te P areh/805;

En ambos casos la probabilidad es mayor o igual que
—Aargk
1 — 7e ®Pnax

]

El corolario dice que con una alta probabilidad una estrella caliente en t = 0
permanecera encendida durante un tiempo exponencial. El siguiente resultado es
complementario ya que nos permite estimar cuanto tardara en calentarse una estrella
una vez que el centro se infecta.

Lema 5.3. Sea G un grafo estrella con centro 0 de tipo A y hojas 1,2,--- |k de tipo
B. Sea § > 0 y supongamos que (X,,;,)>°k > 10. Denotemos con Py; la probabilidad
cuando en t = 0 el centro se esta en el estado © y | hojas estan infectadas. Sea Ty
el primer tiempo en que 0 se cura, y sea T; el primer tiempo en que la cantidad

T - Y Akl
de hojas infectadas es igual a j. Si v = 755 y K = 24

48
constante ko(0) tal que si k > ko(9): ’

Poi(T > 1) < (Ba/Bp+ 1)k
Pr1(To <Tp,) <exp (—*’\Alggg ﬂ) < k™
Eor(Ty, |11, <o0) <2/fp.

Demostracion. Péagina O]

, entonces existe una

Como consecuencia del lema anterior podemos acotar la probabilidad de que un
vértice de tipo A se caliente luego de haber sido infectado.
Corolario 5.4. Bajo las mismas hipdtesis que el lema tenemos que si infectamos
249
un vértice de tipo A de grado k > ko(0), con (2—;}) k > 10, el vértice se calienta
ent < k™7 con probabilidad
242
>1- + 63+6Ak,7.
Ba
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Demostracion. Péagina O]

Si intercambiamos A y B en el corolario anterior tenemos que un vértice de tipo B
se calienta en tiempo menor que k7 luego de haber sido infectado, con probabilidad
mayor o igual que 1 — %k”. Juntando las dos probabilidades podemos dar
un resultado andlogo para un vértice genérico:

Corolario 5.5. Sea X\, = min{N,, N3} y Bmin = min{B4, Bp}. Si se infecta un
vértice de grado k, con (X, )?*°k > 10, este se calentard en un tiempo menor o

man

wgual que kY con probabilidad mayor o igual que

24 264 + 2581{:_7

1
/Bmin

Ahora buscaremos acotar la probabilidad de que un vértice le transfiera la infeccién
a otro vértice

Lema 5.6. Sea vy, v1,v9, -+, v, un camino en el grafo. Entonces la probabilidad de
que vy infecte a v, en un tiempo menor o igual que m es > n~°, con b > 4(Ba+BB).

Demostracidon. Pégina [64] O

La cota anterior no depende del largo m de la cadena, por lo que es una cota para la
probabilidad de transmision de la infeccién entre cualesquiera dos vértices del grafo.
Si s; es una estrella caliente, por el corolario permanecera encendida durante
un tiempo 7. Durante todo ese tiempo habra vecinos de s; infectados que podran
infectar a una estrella s, segiin el lema [5.6 Finalmente combinando con el lema
tenemos la probabilidad de que otra estrella sy se caliente en presencia de s;
caliente.

Definiciéon 5.0.1. Al conjunto de estrellas del grafo lo denotaremos como V7. Més
precisamente:

Ve={veG:gv)>n}.

Lema 5.7. Sean si,s9 € V7, con sy caliente en t = 0. Para n suficientemente
grande la probabilidad de que sy se caliente en un tiempo t < T = exp[n/?]/Bnaz €5

mayor o igual que
1— 86_)\4)‘3”6/8057271(11

Demostracion. Péagina O]

El siguiente lema nos da la probabilidad de que una estrella encendida vuelva a
calentarse luego de un tiempo exponencial.
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Lema 5.8. Sea s una estrella de tipo A que estd encendida ent = 0. La probabilidad
de que s se caliente en un tiempo menor que 2 exp (nE/B) /BB es mayor o igual que

1— 567)\,4)\3715/3/16,3%

Demostracién. Pégina O

Si s es un vértice de tipo B, intercambiando A y B en el lema anterior la probabilidad

€s
> 1 — fe Mren/165]

Tenemos entonces el siguiente corolario para un vértice cualquiera.

Corolario 5.9. Sea s una estrella que estd encendida en t = 0. La probabilidad de
que s se caliente en un tiempo menor que 2 exp (n5/3) /Bmin €s mayor o igual que

1 — 56_>‘A/\Bn5/3/16/872na1 .

El siguiente lema afirma que si el proceso comienza con con todos los vértice infec-
tados, con alta probabilidad % del total de estrellas permaneceran encendidas por
un tiempo exponencialmente largo en el niimero de vértices.

Lema 5.10. Sea I}, el conjunto de estrellas en V7 que estdn encendidas a tiempo

t en el proceso de contacto {{}},5,. Sean t, = 26" | Brin y M, = exp(ni=*).
Entonces existe un tiempo T, > My,t, y C > 0 tal que

P (I, < B/9IVE]) < e
Demostracidon. Pégina[69 O

El lema [5.6| nos dice que un vértice infectado transmitira la infeccién a otro con una
probabilidad mayor que n?, lo cual tiende a cero con n, y que esto ocurrird en un
tiempo logaritmico (ver demostracién). La primera desigualdad del siguiente lema
en cierto modo subsana este inconveniente al brindarnos una cota constante para la
probabilidad de que la infeccién comenzando en un vértice con el grado suficiente
alcance a una estrella, y lo hace a costa de considerar un tiempo mucho mas largo,
a saber, exponencial.

Lema 5.11. Sea 0 < ¢ < 1/20(aa — 1). Entonces existen constantes Ng > 0,
ng < 00, ¢g = co(A, &) yp = p(Ba, Bp) tales que si T = n®, vy es un vértice de grado
> (10/X . V2%, con 0 < § < 1, vy es un vecino de vy Y Amin < Ao, entonces

min

1
P nve) =

= 57 P <5¥ﬁ N Vrf) > p)\',min
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Demostracidon. Pégina [76] O

El lema [5.11] nos da una cota inferior de la probabilidad de que la infeccién comen-
zando desde un vecino de un vértice de grado (10/X, ; )?*° alcance una estrella. El
corolario [5.5| nos dice que con probabilidad tendiendo a 1 esa estrella se calentara.
Por lo tanto tenemos la siguiente proposicion.

Lema 5.12. Sea 0 < ¢ < 1/20(as — 1). Entonces existen constantes Ag > 0,
ng < 00, ¢1 = c1(Ae) yp1 = p1(Ba, Be) tales que si T" = n, vy es un vértice de
grado > (10/X., )20, con 0 < § < 1, vy es un vecino de vg Y Apin < Ao, entonces la
probabilidad de que en algun ty < T, 5,5{;’1} contenga una estrella caliente es mayor
que PiAin

Demostracién. Pégina O

El siguiente resultado afirma que una estrella encendida hace que luego de T' =
26"6/2/ fp unidades de tiempo 3/4 del total de estrellas estaran encendidas.

Lema 5.13. Sea Iy, el conjunto de estrellas que estan encendidas en tiempo t en el

proceso de contacto tal que |I; | =1, y sea T = Qe"E/Q/ﬁB. Entonces

. 3. —AaApns/3
P (|]n7T| < Z|Vn|) < 7exp (W

max

Demostracién. Pégina O

El siguiente lema es acerca de dos instancias cualesquiera del proceso de contacto
que involucren n’ vértices comenzando desde sendos vértices 1y 2, con 0 < § < 1/8
y nos dice que con alta probabilidad los eventos seran independientes.

Lema 5.14. Sean F y G dos eventos que involucran la infeccion de n’ vértices
comenzando de dos vértices 1 y 2 respectivamente, con 0 < 6 < 1/8, entonces

|P(FNG)— P(F)P(G)| < Cn~(1/49)

Demostracidn. Pégina O



48 CAPITULO[3 ANULACION DEL UMBRAL EPIDEMICO

Enunciaremos y demostraremos a continuacion el teorema principal de este trabajo,
que establece que si en un grafo bipartito con distribucién de grado en forma de ley de
potencias comenzamos el proceso con todos los vértices infectados, este sobrevivira
por un tiempo casi exponencial en la cantidad de vértices n, o sea que habra una
fraccion del nimero total de vértices que permaneceran infectados, aunque en todo
ese tiempo los vértices en cuestién no sean los mismos. Con casi exponencial nos
referimos a que el exponente de n no es estrictamente 1 sino que es 1 — §, con
cualquier 6 > 0.

Teorema 5.15. Sea el grafo G,, bipartito con conjuntos de vértices A ={1,2,...,n4}
B = {1,2,---ng} con grados di* y dP que satisfacen P(d} = k) ~ Cak™@4 y
P(d? = k) ~ Cgk™8 para k — oo con constantes de normalizacion Cy vy

Cp y as,ap > 3 y P(d} < 2) = P(dP < 2) = 0. Sea {&'},5, el proceso de
contacto en el grafo G, comenzando con todos los vértices infectados, es decir,
& ={1,2,---na} U{1,2,---np}. Entonces para cualquier valor de las tasas de
infeccion Aa, Agp > 0 hay una constante positiva p tal que para todo o > 0

; 51
tgexg(lilfé) {P (% >ple—1 paran —

S 1
oa’ 20(aa—1)

ces de grado > ﬁ. Para z € A,, definamos las variables aleatorias Y, como

Demostracion. Para § > 0 sea € = min{ } Sea A, el conjunto de vérti-

Y, = 1 si el proceso de contacto comenzando en x enciende una estrella en un tiempo
to < n°, o sea si existe algin tiempo ty < n° con ¢; como en el lema y una
estrella s que tiene al menos 0,4L,,;, vecinos infectados en ty; y 0 en caso contrario.

Como ¢ < m, el lema |5.12| nos dice que

Cabe aclarar que el lema lo que nos da es una cota inferior para la probabilidad
de tener una estrella caliente ya que eso es lo que nos permite la aplicaciéon de los
lemas anteriores, pero como toda estrella caliente esté encendida la cota sigue siendo
valida en este caso.

Estimemos la cantidad de vértices involucrados en encender una estrella desde z €
A,. Para eso exploremos el grafo por pasos a través de sus aristas partiendo desde x
hasta encontrar una estrella. En general, si pi es la probabilidad de que un vértice
de tipo A tenga grado k (p? para vértices B), la cantidad de vértices de grado k es
napi v la cantidad de mufiones que tienen en total esos vértices es knap;', donde n4
es el nimero de vértices de tipo A. Dividiendo por el total de munones obtenemos
la probabilidad ¢i' de que un mufién pertenezca a un vértice de grado k, o lo que es
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equivalente, que siguiendo una arista al azar lleguemos a un vértice de grado k:

y andlogamente para vértices de tipo B, ¢7 = C'kpP.

En nuestro caso pit = C4xk~%4, entonces aplicando propiedad para funciones positi-
vas decrecientes que establece que

b b
S k) > / f(z+1)da,
k=a a

la probabilidad de encontrar una estrella en un paso cualquiera es

npg nA ng np
doani+ Y awne =) gl =) CkCak™

k=n¢ k=n¢ k=n¢ k=n¢
nB
> (JCA/ (k+1) 4tk

= CO4 (nF 4 1)700%2 — (n 4 1)~442)

— L9 (nf +1)724%2 — (ugn +1)72472) = @

ap—2

Aqui sélo hemos usado la hipotesis de distribuciéon de grado de ley de potencias
para los vértices de A, sin embargo la hipdtesis analoga para los vértices de B es
una condicién necesaria del lema [7.1] resultado accesorio a este teorema, razén por
la cual se lo exige para las dos poblaciones.

Si comparamos los exponentes de los dos términos dentro del paréntesis en la ultima
ecuacion tenemos que
. (upn +1)7@at2
lim
n—00 (n‘E + 1)—01,4—1—2
ya que —a 4 + 2 < 0. Entonces para n suficientemente grande,
CCy
g — 2

=0

® ~ ((nf 4 1)7@a+2) = Cpel-aat?),

con C elegido adecuadamente. Entonces al explorar el grafo desde = € A,, tenemos
que la probabilidad de encontrar una estrella en a lo sumo n“4¢ pasos es

~ nFA ~
1 — P(no encontrar) =1 — <1 — C’ns(*af‘“)) > 1 —e O
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o sea que con probabilidad tendiendo a 1 encontraremos una estrella en a lo sumo
n*4¢ pasos.

Para encontrar una estrella es necesario encontrar primero un vecino de la misma,
por lo que la cota anterior vale también para la probabilidad de encontrar un vecino
de un estrella. En el proceso de encender una estrella el caso extremo es que n°
vecinos de la estrella involucrados se infecten por vias disjuntas, y en ese caso la
cantidad de vértices involucrados es n(*4*Y con probabilidad tendiendo a 1 (n®4®
vértices por cada uno de los n® vecinos), y si las vias de infeccién no son disjuntas
la cantidad de vértices involucrados sélo puede disminuir. En realidad ni siquiera
necesitamos infectar n° vecinos de la estrella, sino sélo a una fraccién de ellos, la
cantidad suficiente para que la estrella esté encendida.

Sean A, y A, los eventos en que se encuentra una estrella en menos de n®4¢ pasos,
partiendo desde x y z respectivamente. Como ¢ < , entonces (a4 + 1) < %

1
20(a—1)
y podemos aplicar el lema [5.14]

|P(Y,=1NnY,=1)— P(Y, =1)P(Y. =1)| =

P(Y,=1NY.=1N(A,NA))+P(Y,=1NY. =1N(A4A,NA,)°)
—(P(Yoa=1NA) +P(Y, =1NAS)) (P(Y. =1NA) + P(Y. = 1N A%)) |

S|P(Yx:1m}/;:1m(AwmAz))_P(Y;ZlmAx)P(}/;zlmAz)l

+HPY,=1NA)| + |P(Yo =1N A |+ |P(Y, = 1N A9 |+ 2|P(Y, = 1N AS)]
< On~G=9 4 5e=C'n* .= ¢,

Tenemos entonces

:E< 5 w) - Y BB, 57

z,YyCAn yEAR
= (B(Y?) — E(Y,)?) + (E(Y:Yy) — E(Y2)E(Y,)).
feAn P (z#£y)EAn

menos de n términos menos de n(n — 1) términos



Como Y, = 0 0 Y, = 1, tenemos que Y, = Y2 Por lo tanto E(Y?) = E(Y,) =
P(Y, =1) <1,y entonces

B(Y2) - E(Y,)! = B(Y,) — E(Y,)2 < 1.
Ademas:
E(Y,Y,) — E(V)E(Y,) = P(Y, = 1Y, = 1) = P(Y, = DP(Y, = 1) < 0,
entonces reemplazando en tenemos

r(Z Yx> <n+n(n—1)0,.

IeAn

Sea v > 0, entonces aplicando la desigualdad de Chevychev tenemos:

p< m) :p<zn_E<zn>

€A, xEAR
(ZY) < ! (n+n(n—1)0,) — 0
— 2 n

n2y

> (Y, - BY,)

IEEAn

)

cuando n — oo.

Entonces
Y EY, <Y Ye<ny+ ) Y,
xEAR TEAR rE€EAR
y como por el lema [5.12 Z EY, > p1\,..|Anl, entonces
:EEAn
—1Y + 1A An| < Y Ve
.’L‘GATL

con probabilidad tendiendo a 1 para n — oo.

De la ecuacion ([7.8)) en la demostracién del lema sacamos que

(—ap—2)(2+9)

n N

min

p —Qap— 2 2+5
y tomando p; = 1A ( ) tenemos que

mzn
2 mzn

—ny + 2npy < =1y + Prdp|An] < ) Ve
T€An
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y si tomamos v < p; tenemos

P(Zyzznpl) —1 (5.8)

$EA7L

para n — 00, 0 sea que con probabilidad tendiendo a 1 mas de np; vértices de A,
podran encender una estrella.

Sean 17 = n® como en el lema m, Ty = 2exp(n/?)/Bp como en el lema m
3

y T3 = inf {t > exp(n'~*4%) : |15 | > Zlvﬂ} Por el lema |5.10, P(T5 < oo0) >

1 — exp(—Cn?®).

Sea S={ScV:({=5=|I,]>(3/4)|V:])}, o sea la familia de todos los sub-
conjuntos de vértices que al estar infectados garantizan que habra mas de % del total
de estrellas encendidas.

Cada subconjunto de vértices encenderd una determinada cantidad de estrellas. Lla-
memos [4 al conjunto de estrellas que estaran encendidas cuando todos los vértices
de A estan infectados. Sea To+T3 < Ty < Ty +To+T5 y sea M C A, un subconjunto
cualquiera de A,,, entonces:

P (¢ DM Ty <00) > > P(&ky q D M) P (&, =S Ts < )
Ses

=> P (&inm, D M) P (&, = SITs < 00) P(Ty < o)
SeS

> P (&erim, NS # 0,Yz € M) P (&, = S|T3 < 0) (1 — exp(—Cn°))
Ses

. 3 e 5.9
ZZP<§t<T1+T2ﬂS%®7’]§f‘ZZ|Vn‘7vxEM>' ( )
SesS

‘P (&}, = S|T3 < 00) (1 — exp(—Cn))

x 3 €
- ZP (ftSTﬁ-Tz OS%Q)HIgtzl Z Z|anvvx € M) :

Ses
3

P (571“3 = S|T; < OO) (1 —exp(—Cn®)) =®



53

En la tercera linea de la ecuacion anterior usamos la propiedad de auto dualidad
(seccién : La probabilidad de que todos los vértices de M estén infectados cuando
el proceso comienza con todos los vértices de S infectados es igual a la probabilidad
de que al comenzar con cualquier vértice de M infectado infectemos uno de S.

Cada S € S tiene estrellas asociadas, que son las que se encienden cuando todo
S esta infectado, y por la definicién de S son siempre mas de % del total. Con la
notacién anterior llamemos Ig a ese conjunto. Si a tiempo ¢ hay més de % del total
de estrellas encendidas, esto es |I¢z| > %|Vn€|, la interseccion Iz N Ig contendrd al
menos a % del total de estrellas, que van a estar asociadas a S. Eso no quiere decir
que las estrellas vayan a estar encendidas por vértices de S ya que una estrella puede
estar encendida por distintos conjuntos de vecinos, no necesariamente pertenecientes
a S. Sin embargo para un S fijo podemos calcular la probabilidad de que cuando la

estrella esta encendida haya algin vértice v € S infectado.

Sea kn® = 0,4\, . n° la cantidad de vértices necesarios para encender una estrella,
y por definicién sabemos que |S| > kn®. Hay (k’;;) maneras de elegir esos vértices,
y por otro lado hay (" k;'f') maneras de elegir esos vértices de manera que ninguno
pertenezca a S, por lo tanto la probabilidad de que entre los vértices elegidos no

haya ninguno de S es

_ (nl;LS\) (nfk,n]gsne> _ (ns _ k,ns)!Q
T () T () (07 2kl

y aplicando la acotacién para el factorial v2rn"*2e™" < nl < /2rnttaentl [14],
lo anterior es

27T(7’L€ _ k,ns)2n572kn5+1672n5+2kn5+2

- (na _ ana)nf—2kn5+1/26—n€+2kn5na(n5+1/2)e—n5

= 21e?

(1—k) [ (1—k)22%\"
(1— 2k)1/2 <(1 - 2k>1—2k>

1 k (1—2k)n®
= 4me? -
e (1 —o%k  1- 2k>

, I (1—2k)n®
<drme* | 1-—
1 -2k

S 47T€2€_kn5 _ Cvle—k:n8
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entonces la probabilidad de que al estar encendida la estrella haya algin vértice de

S infectado es
>1—Cle (5.10)

SiY, = 1ellema(5.12 nos dice que el proceso comenzando en x calienta una estrella
en tg < 177 = n“. Por el lema [5.13| luego de T, = 26"6/2/53 unidades de tiempo,

o sea en tg+ Ty < T7 + 15, habra mas de % del total de estrellas encendidas con

probabilidad > 1 — Texp (%ﬂ) y entonces la probabilidad de que esto ocurra

para todos los x € M es

(5.11)

€/3
>1—7|M|exp (AA/\—Bn)

162

max

Por lo tanto sustituyendo por (5.10) y (5.11)) en la ecuacién (5.9) y poniendo ¢t =
to + 15 tenemos

®>> (1-Ce ™ )P(Y,=1Yr e M)
Ses

— nE/ _ ns
(1= TIM ] exp (428 )) P (g}, = SITy < 00) (1 — )

=(1—=Cle™)(1—-e“)P(Y, =1,Vz € M)

— /3 (512)
(1= TIM]exp (242852 )) 37 P (¢, = ST < o0)
Ses

> (1 Clet — O P(Y, = 1,V € M)(1— 7|M]exp (327 )

= P(Y, = 1,Vz € M) en el limite con n — 0.

5 1-6 1- -
Como e < - entonces exp(n'~?) < exp(n'~¢*4) < T3, y aplicando el teorema 1}
podemos concluir:

1
inf P(—‘§t|>pl) <|t‘ )>1an(’£t| )
t<exp(nl—9) n t<T +<T

|€10’
_P(Z >p | > P S%OD{mGAn:szl},Zsznpl

€A,
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zP(g}OD{xeAn:Yx=1}|Zyxznpl>P<Zsznpl>:®.

SCEAn xeAn

Aplicando la ecuacién (5.12)) para M = {z € A,, : Y, = 1} la cual es vilida para
cualquier conjunto de vértices independientemente de su tamano, y recordando la

ecuacion ([5.8)) tenemos que
® =P (&, D M||M] = np) P(IM| > np) — P(Y, =1,Yz e M) =1
para n — oQ. ]

Hemos demostrado que el proceso de contacto con una configuracion inicial de todos
los vértices infectados sobrevive durante un tiempo exponencial en una fraccion
significativa del total de vértices. Para hacer esto hemos estudiado el tiempo que
una estrella caliente permanece encendida (lema y la probabilidad de que una
estrella se caliente (corolarios y[5.9). En el lema estudiamos la probabilidad
de que una estrella caliente le transmita la infeccién a otra estrella y en el lema
[5.10] vimos que habiendo comenzado con todos los vértices infectados, durante un
tiempo suficientemente largo % del total de estrellas permaneceran encendidas. Por
otro lado, en el lema[5.13]lo que se demuestra es que comenzando con una sola estrella
encendida, luego de un tiempo suficientemente largo % del total de estrellas estaran
encendidas. De esta manera el lema [5.13| relaja la condicién acerca del estado inicial
pero a costa de considerar un tiempo mucho menor que el lema [5.10, Finalmente la
probabilidad de que la infecciéon comenzando desde un vértice con el grado suficiente
haga que una estrella se encienda viene dada por el lema [5.12]

Los lemas y corolarios mencionados nos permiten describir una dinamica de la in-
feccién en la que las estrellas juegan un papel vital. Al estar calientes, las estrellas
garantizan una alta cantidad de vértices infectados que servirdan para propagar la
infeccion por el resto del grafo, y los tiempos en que estas permaneceran encendidas
nos garantizan la supervivencia de la infeccién a lo largo del tiempo.
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Capitulo 6

Conclusion

Los modelos epidémicos presentan un umbral epidémico para la tasa de propagacion
de la infecciéon. Para tasas de propagacion por encima de ese umbral la infeccion
sobrevivira en el tiempo e infectarda a una porcion significativa de la poblacion,
mientras que para tasas menores la infeccion no llegard a infectar a una fraccion
significativa de la poblacién. El umbral epidémico se puede encontrar analiticamente
para los métodos basados en ecuaciones diferenciales y para el método de campo
medio (seccién , mientras que para el proceso de contacto se hace una definicién
analoga en la cual el umbral epidémico es un valor para la tasa de infeccién a
partir del cual la infeccion sobrevive durante un tiempo exponencial en la cantidad
de vértices en una porcién significativa de la poblacién. En particular es de interés
cuando ese umbral es cero, ya que en ese caso la infeccién sobrevivira en la poblacion,
independientemente de su tasa de propagacién. Chatterjee y Durrett [5] demostraron
que el umbral epidémico es cero para redes con distribucién de grado de ley de
potencias en las cuales el proceso comienza con todos los vértices infectados y en el
presente trabajo se extendié ese resultado a redes bipartitas, resultado que quedd
plasmado en el teorema |5.15]

La dindmica descrita en la demostracién el teorema abre la puerta a distintos
interrogantes acerca de si se pueden relajar ciertas hipdtesis, como qué pasara si no
se comienza con todos los vértices infectados en el estado inicial, o andlogamente
qué pasara si ademas de los n vértices que estan infectados en el estado inicial existe
otra cantidad de vértices proporcional a n que no estén infectados hacia los cuales se
puede propagar la infeccion. Otro interrogante que se plantea es si se puede obtener
un resultado andlogo si en una de las poblaciones los grados de los vértices siguen
otra distribucién distinta a la de ley de potencias.

Una ultima observacion es acerca de las tasas de infeccion y curacién. Al comienzo del

o7
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capitulo |5 se establece como hipdtesis que A; < 35, con i, 7 = 1,2, o sea que las tasas
de curacion sean mayores que las tasas de infeccién. Esto no plantea contradicciones
ya que intuitivamente podemos deducir que si la infeccién sobrevive con tasas de
infeccion menores a las tasas de curacion, mas ain lo hara si las tasas de infeccién
son mayores. De la misma manera acerca del \,,;,, el cual en el lema |[5.11| necesita
ser suficientemente chico. Nuevamente no plantea ninguna contradiccion ya que este
trabajo justamente lo que plantea es que en los grafos estudiados el umbral epidémico
es cero, o sea que la infeccién sobrevivira independientemente del valor de A,,;, e
intuitivamente podemos deducir que si la infeccion sobrevive con una tasa muy chica
de infeccion, més ain lo hard si dicha tasa es mayor.



Capitulo 7

Apéndice: demostraciones y
resultados auxiliares

Demostracion lema [5.3. Sea py(t) la probabilidad de que una hoja esté infectada
a tiempo t cuando el centro permanecié infectado para todos los tiempos s < ¢

La probabilidad de que una hoja se infecte en 0 <t < At es
At
/ Aae Mt =1 — e M2 x5 N At
0

para At — 0. Andlogamente, una hoja infectada se cura en 0 < t < At con proba-
bilidad SgAt. Entonces

po(t + At) = (1 — po(t))AaAt + po(t)(1 — BpAtL)

y haciendo At — 0 tenemos

dpo(t
pc(l)t< ) _ A — (Aa + BB)po(t)
y entonces
Aa
£ = 1 — e~ (AatBB)t)
Po(t) A+ Bs (1-e )

Primera desigualdad: La cantidad de hojas que se infectan cuando el centro
estd infectado sigue una distribucién binomial ya que por la independencia de las
infecciones estudiar K hojas es equivalente a repetir el experimento K veces con
una sola hoja. Entonces

P()J(TK < 7'0) > P (BZH |:]{?,p0 <E>:| > K) P (7'0 > E)
Bp BB

29
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Sea 0 <z <a <1, entonces e < 1—(1—2a/3)z. Sik? > 3, ycomo(g—g—i-l) <2,

Aa

entonces <Z\a_2 + 1) k=7 < Z? y poniendo x = (% + 1) k=7 ya= % tenemos:

> 55 (- (-0 (1))

Sean p = py (%) y 0 > 0. Aplicando la desigualdad de Markov tenemos:

P (Bin[k,p] < K) = P(e ?Binlkr] > =0K)

< 69KE<6—OBin[k,p])

k
k
_ 0K —mé mi1 _ p\k—m _
—¢ mgzoe (m)p (1—p) ®.

n

. . n i . .
Usando el Teorema del Binomio (x + y)" ( )x" 7y’ en la ecuacion anterior
J=0
tenemos

k
)\Ak g
exp T )

28B

"
— exp (eK + (e —1) M) (7.1)
(%4

9)\Ak: - Akl
1) 28B )

Tomando 0 = % y usando que er —1< —% la ecuacion |D queda menor o igual

que
o (AAkl—v )\Akl—fy) (—AAkl—v> _ k2
- =exp| ——— exp | — )
P\ 780, 655 P\ 248, ) =P\ 88,

donde en la ultima desigualdad usamos la condicién )\2+5k > 10.




61

1_
Si k27 > 8vlog (k) , entonces exp (—“8 W) < k=7 y entonces

ka0
P(Bin[k,p]>K)21—exp< ; )21—]{_7 (7.2)

Por otro lado tenemos:

(7.3)

y juntando las ecuaciones [7.2] y [7.3] tenemos:

Poi1(Tk <19) > (1—Fk7) <1 . g_Ak_y)

B
Ba ) _
>1—(—+1)k,
(5
o lo que es lo mismo:
P071 (TK Z 7'0) S (5—A + 1) k7
OB

Segunda desigualdad: Consideremos la supermartingala {eey’f} como en la de-
mostracién del lema y sea ¢ = Pr 1 (Tp < Tp,) la probabilidad de que la cadena
{Y;} alcance el intervalo (—o0; 0] antes que el valor Ly, habiendo comenzado en K.
Sean los tiempos de paro T dados por Y, =0 e Y, = L4 entonces

q<q+(1—qer =E[] <

donde en la tultima desigualdad usamos nuevamente el teorema de paro opcional.

Tenemos entonces:
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245
Donde la anteultima desigualdad se cumple ya que (%}) k>10y

248
(2—?) k > 10, y la ultima se cumple si k7 > 68.

Entonces dado que 7 por definicién es funcién de § podemos decir que para k > ky(0):

Pra(Ty < Tp,) <k

Tercera desigualdad Para acotar Ey(1y, |1, < 0o) recordemos la cadena {Y;}
del lema (5.1l Tenemos

ME gt~ S GP(N = j)Badt
0

j=

Aak 3
E(Yya —Y) =— 2 dt + 1

Aak = ([ B \ s
=2t — dt
2 Zj </\A+5B) )\B+/BBBA

j=0

Aak
_ M dt_ﬁBﬁAdt

2 AB
by _
_ (Aadsk—28488
2)\p

Entonces
EYia —Yy)  E(Yia) — EY) _ MApk —264P5

dt dt 2)p

y tomando limite

El(}/t) — lim E(}/tﬂLdt) — (K) _ >\A>\Bk - 2/814/83
dt—0 dt 2\p

Por lo tanto

B(Y,) = <)\A)\B/€2;325A53) "

La cadena Z; = Y; — <%) t es claramente una martingala. Sea el tiempo

de paro T} , A\t donde TE/A es el tiempo de llegada a L4 en la cadena {Y;}, entonces
por el teorema de paro opcional

A gk — 2
By ) — (M2 g, ) = B) =0
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ya que estamos estudiando el proceso comenzando con cero hojas infectadas.

Por definicién de T , sabemos que (YTE At) < Ly, entonces
A

2\p
E(TY ANt) = E(Y;
( LA/\ ) )\A)\Bk_2ﬁA/BB ( TE/A/\t)
2)\p Ak

<
~ Mgk — 2848 485

1
< —
BB

ya que por hipétesis (N . )2k > 4. Entonces tomando limite con ¢ — oo tenemos

v 1 min
E(TLA) S E.

Como Y, es una cota inferior para el nimero de hojas infectadas (asi lo vimos en el
lema , Tt 41z, , <00, entonces

Eo1(Te,1ir, <o)
PO,l (TLA < OO)

EO,l[TLA|TLA < OO] =
< Eo.(TY,)
= Po1(Tk < 719)Pra(Tr, <Tp)

. 155
(1 —=pBa/Bek™ —k=7)(1 — k=)

2
< =
BB
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Demostracion corolario (5.4

Po1(T, <o0) > Po1(Ty, <Tp)

> Py1(Tx < 10)Pr1(Tr, < To)
> (1 . (1 + g—g> lﬂ) (1— k)
=1-k— <1+§—A>k—7+ (1+5—A>k—2’v
B BB
>1- (2 + 5—/4) ko
BB

En T}, el vértice se calienta, calculemos la probabilidad de que esto ocurra en un
tiempo menor o igual que £7:

P071 (TLA < /{37) = PO,l (TLA < kj’leLA < OO)P(TLA < OO)

> (1 B E(]’l(TL|TL < OO)
= I

> (1- ) (1- (4 ) )

(=2 a2 AYS
—1 (63+2+ﬁg)w+53m(2+ﬁg)w

>P<TLA < 0)

> 1 _ 24+288+0a k7,
- BB
donde en la primera desigualdad usamos la desigualdad de Markov, y en la segunda
la tercera desigualdad del lema . Tenemos entonces que si infectamos un vértice
240
de grado k > ky(d), con <’\—A> k > 10, el vértice se calienta en ¢ < k77 con

BB
probabilidad mayor ¢ igual que 1 — ”255—113:514 L

[]

Demostracion lema [5.6. Sea v; un vértice de tipo A y Vi1 un vértice de tipo
B. Si comenzamos en tiempo t = 0 con v; infectado la probabilidad de que siga
infectado hasta t =1 es

P = / Bae Patdt = e Fa
1
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La probabilidad de que v; le transfiera la infeccién a v;11 en tiempo ¢ < 1 es
1-— / e Midt =1 — e M,
1

la probabilidad de que wv;;; permanezca infectado hasta ¢ = 1 es mayor que la
probabilidad de que permanezca infectado una unidad de tiempo, y esta probabilidad
es

e PE,
Juntando las probabilidades anteriores tenemos que si v; estd infectado en tiempo
t = 0, la probabilidad de que v;;1 esté infectado en tiempo ¢ = 1 es mayor o igual

que
e Ba (1 _ e—)\A) e BB

Si v; es un vértice de tipo B y v;;1 un vértice de tipo A, intercambiando los indices

la expresién anterior es
e*ﬁB (1 _ e*)\B) e*ﬂA_

Como hay m vértices, tendremos a lo sumo uno menos que [% ] eventos de transmi-
sién de A a B y uno menos que [ %] eventos de transmisién de B a A. Por lo tanto
la probabilidad de que v,, esté infectado en tiempo m habiendo comenzado con vy
infectado es mayor o igual que

m
2

(74 (1 — e=2a) e—ﬁs)( 1 (e7%5 (1 — e8) e=ha) ]
> (6—2(5A+BB) (1 _ e_/\A) (1 _ e_/\B))m

> (6—2(5A+ﬂ3) (1 _ 6_’\A) (1 . e_/\B))Qlogn

con b = —2log (e 2Patfe) (1 —e?4) (1 —e*#)) > 4(Ba + Bp), y donde en la
segunda desigualdad hemos usado el hecho de que el diametro del grafo es menor
que 2logn, resultado probado por Chatterjee y Durrett en 2009 [5] para grafos
aleatorios y cuya extension al caso bipartito tomaremos como conjetura.

O

Demostracion lema [5.7. Por el corolario[5.2) s; permanecerd encendida durante
un tiempo T de orden exp(cn®) con probabilidad mayor o igual que

1 —Texp [—Aargk/8082,.]; ya que el tiempo T que estamos considerando es menor
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que el tiempo del corolario 5.2, Durante todo ese tiempo habra vecinos de s; que
estaran infectados y podran infectar a s, segtin el mecanismo descrito en con

probabilidad mayor o igual que n~"°.

Dividamos el intervalo [0; 7] en T/2n/? intervalos de ancho 2n/®. Usando el coro-

lario con k=n°y~y= % y el lema tenemos que la probabilidad de que en
tiempo menor o igual que 2n/3 s, resulte infectada y se caliente es mayor o igual
que:

n=t (1 - 5n’1/3) > Cn°.

€/3

Entonces la probabilidad de que s, se caliente en alguno de los T'/2n®/? intervalos

es mayor o igual que

e/ [ —Cnven”?
1—(1—Cn b)T/2 32 1 —exp #}
ns maxr
-—)\A)\BTLE
> 11— “AARBT
= TP R0, 1

Por lo tanto la probabilidad de que s, se caliente en tiempo menor que 71" es mayor
o igual que

—AaApn® —AaApn® —AaApn®
(=re[S]) (oo [ ) 2 ver [

max maxr max

[]

Demostracion lema [5.8 Como s estd encendida tiene al menos Aan®/108p ve-
cinos infectados. Supongamos que el centro no esta infectado en tiempo 0, y estu-
diemos la cantidad de hojas infectadas que se curan hasta que el centro se infecta.
Nos interesa que sean como maximo M = Ayn®/205p. De la misma manera que en
la demostracion del lema [5.1, si N es la cantidad de hojas que se curan cuando el
centro esta sano,

P(N:j):( Bz )j A5
)‘B + BB )\B + 637
y entonces
A —0,1L 4 AplLa _’\BAéél"E
P(N > 0,1LA) < (ﬁ_B + 1) <e 20%3/4 P T
B

Calculemos la distribucién de los tiempos t;, donde ¢; es el tiempo transcurrido entre
la i-ésima curacion de hoja y la anterior. Sea a > 0y 79 el tiempo que tarda el centro
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en infectarse. Teniendo en cuenta que en este punto hay mas de 2M — (i — 1) vecinos
infectados tenemos:

P(t;>a,m>a) = Pt; >a)P(r > a)
> e—Bpa(2M—i) ,—Apa(2M—i)
= 6*(2M*i)(>\3+53)a,
entonces los ¢; tienen media menor o igual que:

1 1
“OM =)0 + Be) = MBp

Sea T el tiempo que tardan en curarse M hojas (con el centro sano). Ty = Zf\il ti,

y cada t; sigue una distribucion exponencial de parametro p; mayor o igual que M (pg.

M

Sea Sy = Zpﬂfz’- Esto es una suma de M variables aleatorias exponenciales de
i=1

media 1, y por lo tanto varianza 1, y entonces E(Sy) = Var(Sy) = M. Ademés

Sy = MBpT.

Entonces para T); tenemos:

P (TM > exp(n€/3)/53) <P (SM > MeXp(ng/g))

M
= 2 (exp(n?l3) — 17

4
<=
~ M exp(2ne/3)

< exp (—AaApn/3/16/%)

donde en las tres ultimas desigualdades hemos usado la Desigualdad de Chevychev,
M > 4,y Aadp/B% < 32, respectivamente.

Nos interesa que el tiempo 75 en que se infecta el centro sea menor o igual que
t, = en’? /BBy que en ese tiempo se hayan curado menos de M hojas, calculemos
esa probabilidad:



68 APENDICE

Tenemos que
_P(TM>7'0>tn)

P(TO > tn|TM > T()) P(TM = TO)

= P (min {7y, T} > t)
< P(Ty > ty).

Entonces
P(TO S tn|TM > To)P(TM > T())

= (1 — P(TO > tn’TM > 7'0)) P(TM > 7'0)

> (1 — P(Tar > tn)) P(Tar > 79)

—/\A/\BTLE/3 /\ATLE
> 11— ——— | | PN
> ( eXp( 162 = 208, (7.4)
O ene3\ N\ 2
)
B
—Aarpn/3
Z 1-— 26Xp W
B

Tomando k =n®y 6 = % en la segunda desigualdad del lema tenemos:

—AaApn®/3
Pi(Ty <Tp,) <e _——
k.1 (1o La) < xp( 165125
Ahora bien, si § = % tenemos K = AZ%Q;/S, y entonces M > K. Entonces

Puy1(To <Tp,) < Pgq.(To <Ty,)

—>\A/\Bn2€/3
< exp W

—/\A/\Bna/?’
< exp 163, )

o sea que si s esta infectado y tiene al menos M vecinos infectados, este se calentard
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con probabilidad mayor o igual que

_)\A)\an/S

Sea Ty el tiempo que tarda s en calentarse una vez que se infect6. Entonces E(T}) <
Eo1(TL,), v aplicando la desigualdad de Markov, y la tercera desigualdad del lema
tenemos:

€/3

E(T. Ey1(T; —

P(T, >t,) < < < s
( ) tn tn 165%

) (76)

Entonces juntando las ecuaciones [7.4] y la probabilidad de que estando
encendida a tiempo 0 s se caliente en un tiempo menor o igual que 2t, es mayor o
igual que

1— 2ex “AaAgne? 1— ex AN Y
P\ 1652 P\ 1653
—Aadgns/3
d1=2 _AZBT
< @q)( 1652,

>1—5exp (—/\A/\Bn5/3/166]23)

]

Demostracion del lema [5.10. Para n suficientemente grande 2en"° [ Bmin < tn/2.
Entonces, si s es una estrella encendida a tiempo 0 y T es el tiempo en que se ca-
lienta, por el corolario [5.9] tenemos

P(T, < t,/2) > 1 — pe s/ ? /1650,

Sea T el tiempo que s permanece encendida una vez que se calenté y 7' como en el
corolario Aplicando el corolario [5.2] con k = n® tenemos

P(II>1,) > P(T!>T)

>1-— 7eXp (_)\AABna/SOﬁg’Lam)

yva que t,, < T para n suficientemente grande.
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Juntando las cotas mencionadas tenemos que probabilidad de que una estrella en-
cendida en t = 0 se caliente en t < t¢,,/2 y siga encendida hasta t,, es

P(T, <t,/2) P(T.>1,)

> (1= Texp (=Aargn®/8062,,)) (1 = 5exp (—Aarpn/?/1652,.))
(7.7)
> (1 —exp (=AaAgn™?/1657,.,)) (1 = 5exp (—Aadpn?/16657,,,))

> 1—6exp (—AaApn/3/1662,,)
Calculemos ahora la probabilidad de que la cantidad de estrellas encendidas a tiempo

t aumente en t + ¢,,. Para eso consideremos los siguientes eventos:

= A: Todas las estrellas encendidas en ¢t = 0 se calientan en t < t,/2 y siguen
encendidas hasta ¢,,.

= B: Una estrella que no estd encendida en ¢t = 0 se calienta en ¢ < ¢,/2 en
presencia de una estrella caliente y permanece encendida por otras ¢,, unidades
de tiempo.

Entonces por el argumento anterior,
P(A) > (1—6exp (~Aahgn/3/1652,,)) "
> (1—6exp (—Aargns/3/1652,,))"

max

> 1 —6nexp (—AaAgn/?/1642,,)

Usando el lema 5.7y el corolario [5.2] tenemos:

—AaXgk
P(B) > (1 — Se*WBW‘*ﬁ?m) (1 — Te 80Bfas )
—Aa gk

> 1 — 15e 898haa

Entonces, si |I; ;| < a, la probabilidad de que el nimero de estrellas encendidas
aumente en t + t,, es mayor o igual que

/4

P(ANB) = P(A)P(B)>1—¢™

para n suficientemente grande.
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Sea a,, = |V;?], tenemos entonces que |IZ 4| = a,,. Vamos a calcular la probabilidad
de que empezando con %an estrellas encendidas este niimero baje a menos de %an

antes de volver a «,,. Definamos los tiempos 79 = 09 = 0, y para ¢ > 0:

Tiv1 = nf {t > 7 + o3t |I5,| = (7/8)aw, }
Oiy1 1= min {5 cN: |[n,n+1+stn| ¢ ((3/4)0471’@71)}
Estudiemos la cantidad de veces que el proceso vuelve a «,, antes de llegar a %an.
Para esto definiremos la caminata aleatoria W, como sigue, que servira de cota para
nuestro proceso:
WO = %an
P (Wr+1 == WT - ].) =e "
P(Wyy =W, +1)=1—e""

/4

Por lo anterior tenemos la dominancia estocédstica W, < |1, 7,41, | (seccién [2.7)) para

r < 0y, pues si | I | < o, el nimero aumenta en ¢+, con probabilidad > 1 —e

nel4, . —
; v analogamente disminuye
777,5/4

mientras que W, aumenta con probabilidad =1 —e~
con probabilidad < e ™" mientras que W, disminuye con probabilidad = e

Sean 6 = PR <e y Z, = 0" entonces tenemos:

/4

B(Zea|Z) = 6"+ (1= e ) 4 gWten

= 0" (0= g g fen ) — g

por lo tanto Z, = " es una martingala.

Sea ¢ la probabilidad de que W, llegue a %an antes que a «,. Definimos los tiempos

de paro o dados por W, = %an o W, = «,,. Entonces
) (QW*) = gf1o + (1 —q)o*"
Y por el Teorema de Paro Opcional lo anterior es igual a
E (§™0) = gzon

Por lo tanto
fson

= Tt SO

q
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Como hay O (nlfg(afl)) estrellas en el grafo, a,, = |V¢| = en'™5(®~Y para alguna
constante c. Entonces

laon

Consideremos las iteraciones del proceso W, las cuales consisten en comenzar en

Tay, v llegar a oy, 0 a %an, y calculemos la probabilidad de que W, llegue a 2a,

8 1
antes que a «,, dentro de las primeras M,, iteraciones, con M, = exp(n'=°).

La probabilidad de que no llegue a %Ozn en una iteracion es 1 — ¢, por lo tanto la
probabilidad de que no llegue en las primeras M, iteraciones es (1—q)*", y entonces

la probabilidad de que llegue a %an dentro de las primeras M,, iteraciones es

1-(1-g)" <1—(1—M,q) =My

donde hemos usado la desigualdad (1 —x)* > 1 — nx.

o . . . € 3 . . ., .
Sea K =min{i>1:|I5 .., |<3a,}, oseca la primera iteracion en que baja a
menos de 2a,. Entonces

€

P(K < M,) <e .

Sea T, = Ta, + o, ty- Para que se cumpla que |17 7 | < %an tiene que pasar si o si
que K < M, ya que K es el minimo. Por lo tanto

£

P (Ifi,nl < Zan> < P(K < M,)<e

Como o; > 1 para todo ¢, y hay un o; por cada 7;, entonces en 7,, ocurrieron M,, de
los o;, y entonces

My,
=1
[

Consideremos una variacién del procedimiento utilizado en el modelo de configura-
cién descrito en la seccién [17]:
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1. Elegimos dos vértices al azar y formamos una arista con sus munones.

2. De los dos vértices conectados anteriores elegimos uno al azar y lo conectamos
con un tercer vértice también elegido al azar

3. Elegimos uno de los tres vértices conectados y repetimos el proceso

O sea que siempre elegimos un vértice al azar sobre el clister que tenemos armado
y hacemos una conexion al azar entre todos los disponibles, de esta manera va-
mos haciendo crecer el clister. Cuando ya no podemos seguir, por haber agotado
todos los munones del clister elegimos de los deméas vértices uno nuevo al azar y
comenzamos el proceso nuevamente, formando asi un nuevo clister. Observemos que
técnicamente no estamos cambiando ninguna propiedad del grafo ya que al finalizar
su construccién lo unico que habremos cambiado es el orden en que aparecen las
aristas En el lema siguiente estudiaremos lo que pasa con los clusters hasta tamano
n?. Cuando alcanzamos ese tamano en el clister R, nos detenemos y comenzamos la
construccién de un nuevo clister R,. En este caso R; y Ry se pueden intersectar, si
es que en R; quedaban aristas salientes disponibles. Tenemos entonces el siguiente
lema.

Lema 7.1. Sea 0 < § < %. La probabilidad de que los clisters que se forman a
partir de vértices distintos se intersequen antes de alcanzar tamano n’ es menor o

iqual que Cn®~ /4,

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer a4 < ap. Veamos pri-
mero que con alta probabilidad todos los vértices tendran grado < n3/(a=2) §j
{ d;“} y {dj9 } son las secuencias de grado de cada poblacion tenemos:

P (max dB > n2a2—2> <npP <d113 >k, = n2a2—2>

na na
:nBZOBkiaB STLB/ CB(k—l)iaBdk

i=kn
_ npCp 3/(2004—2) —ap+l —ap+1
= BB ((3/(2aa=2) _ 1) ~ (g — 1)
ap — 1
< nsCp (n3/(2aA—2) _ 1)*%“ < Cn~12,
ap — 1

para alguna constante C' adecuada, y analogamente

P (max dt > n2“A3—2> < C'nY2,
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Entonces la probabilidad de que en cualquiera de las dos poblaciones haya un vértice
de grado > n3/(2®a=2) g proporcional a n~/2, y a partir de ahora trabajaremos bajo
la suposicion de que todos los vértices tendran grado menor, evento que denotaremos
como S.

Sea @ el evento en que R, contiene algtn vértice de grado > n!/2va=2) = M3 gj
e y eP son las cantidades de aristas que conectan a ese tipo de vértices en cada
poblacion.

En general, si pp es la probabilidad de que un vértice de tipo A tenga grado k
la cantidad de vértices de grado k es napp v la cantidad de munones que tienen
en total esos vértices es knypy. Dividiendo por el total de munones obtenemos la
probabilidad ¢, de que un munén pertenezca a un vértice de grado k, o lo que es
equivalente, que siguiendo una arista al azar lleguemos a un vértice de grado k:

kn apy
G = = = Cakpy
Z]nApj
J
En nuestro caso pp = Ck™“4 y entonces
kn kn
ed = Cangk™ 4™ < / Cana(k —1)7@a* gk
LL/3 k!
na.C —oy+2
< A A(n_l)zaA—z
apq — 2
—a+2

< Cnn?a—2 = (Opl-(@a-2)/2aa-2)
y analogamente,

ef S Clnlf(a372)/(2a372).

Por lo tanto en un paso cualquiera de la construccién del cluster, y siempre bajo
3
la suposicion de que los vértices tienen grado menor que n2*a—2, la probabilidad de
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conectar un vértice de tipo A a un vértice de grado > nl/2a=2 = /3 o

ef Clnl_(a3_2)/(2a3_2)

~ aristas disponibles en B~ npE(dP) — nt+3/(2ea-2)

C'n—(aB—2)/(2ap—2)
E(d?)E(d)
B(dP) + B(d)

_ ) 5+3/(2004—2)—1

C'n~(a=2)/(2ap-2)
<
T EWP)E(d)
E(d?) + E(d})

< Cn—1/4

para alguna constante C ; vy analogamente, para un vértice de tipo B esa probabilidad
es < C'n~'/4, entonces

P(Q|S) < noCn~ Y4

y lo que es lo mismo,

P(Q°|S) > 1 — Cn~ Y4+,

Si ocurre Q¢ (con muy alta probabilidad), todos los vértices de R; tienen grado
1

< n?@a-2_ y entonces al armar Ry y estando parados en un vértice de tipo A la
probabilidad de elegir un vértice de R; es

ndnl/(20a-2)

= npE(dP) — ndn3/(20a-2)

o1/ (20a-2)-1

nBE(df)/n — nd+3/(2aa—2)-1

< Op~(1-6-1/(2aa-2)

para alguna constante C',y analogamente si estamos parados en un vértice de tipo B
la probabilidad de elegir un vértice de Ry es < C'n~(170-1/(«a=2) Como R, consta
de a lo sumo n® vértices, llamando R al evento en que los clisters se intersecan
tenemos

P(RYIQY) > (1 - Cn7(17571/(2a,472)))n5 > 1 - Cp~(1-2-1/(20a-2)



76 APENDICE

Entonces
P(R%) = P(R°|Q°)P(Q")
= P(R|Q°)P(Q°|S)P(S)
= (1 — Cyn~(=2-1/Qaa=2)) (1 — Cyn=1/4+8) (1 — Cyn~112)
>1— Cn~Y/4+d
O

Demostraciéon lema [5.11 La segunda desigualdad se deduce de la primera. Su-
pongamos que v; € A. Entonces la probabilidad de que en ¢t < 1 se cure o que infecte

a vy es 1 —e~(Matha) v 1a probabilidad de que ese evento sea una infeccién es /\A/\fﬁA

y la probabilidad de que v, siga infectado hasta t = 1 es > e #5. Entonces
A4
P v1 N4{v P — 1 — e(_>\A+BA) e_ﬁB
(6 0 o)) = 5 )

y entonces
P(elhanvy) = P (" nfe) P (65 N V)

(1 _ 6(—>\A+/5A)) e BB

A ~(A
ya que 34— (1 — e~ Gatha)y > 0.

Anélogamente, si v; € B:

P (6200 Vi) 2 pa(Ba) N

y la desigualdad se demuestra tomando p = min {py, pa}

Veamos ahora la primera desigualdad. Para eso estudiamos nuevamente la compo-
sicion estructural del grafo, para después tratar el proceso de infeccién sujeto a la
estructura estudiada.

/

Nos interesard que la probabilidad dada por el lema tienda a cero con A ;.
Una condicién necesaria de ese lema es Ay gk > 508405 o lo que es lo mismo,

k > %. Sik = ﬁ la probabilidad mencionada es una constante, entonces
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para que la probabilidad tienda a cero habra que pedirle algo més a k, y se soluciona

7
Amin

246
si hacemos k > ( ¢ ) , para alguna constante C' adecuada.

Sea A, el conjunto de vértices de grado > v, = (10/)\,,;,)™"°, para m > 2. Sea
s

Y= 5@ Y definamos

v= 2(2(15) B =2(ap —1)log(10/A,;,)
u= (e (1 — e M) (1 —e 7))~ BH ), =log(n®)/log(10/A,,;,) — 6
T, = (10/X,,;,) "+ Tr =u™

Tn="T,+T2 n® =3 " T

Sea Fy = {égm} N Az # @} y para m > 3, habiendo definido Es, - - - E,,_;, definimos

B = {&f) 0 Apsa # 0}

con v, € f}fn":l} N A,,. O sea, E,, es el evento en que la infeccion comenzando en
un vértice de grado > v, alcance un vértice de grado v,,,1. Entonces en F,, _; la
infeccion alcanza una estrella ya que

=nc.

10 log(n®)/log(10/A!,,..)
)

Uy, € Awn = g(vwn) = Vy, = (
min

Si se cumplen todos los eventos E,, tendremos una cadena de vértices, no necesa-

riamente adyacentes, de grado creciente por la que se propagara la infeccién hasta

alcanzar una estrella:

Vg — V3 — =+ = Uy, -

De los vecinos de cada vértice de la cadena se arma un cluster. Estudiaremos esos
clisters hasta que tengan tamafio (10/)\, , ) Fo+Dlas=2),

Sea A,, el evento en que en la construccién del grafo los cliisters de tamao (10/)\ . )m+o+De=2)
comenzando de dos vecinos de v,, no se intersecan. Si m < w,, el tamano de los
clisters es < n'/1° y entonces podemos usar el lema para concluir que la proba-

bilidad de que dos clisters se intersequen es > Cn~1/4+1/10
Sea
Wn—1
F=) An
m=2

el evento en que los clusters comenzando de los vecinos de cualquier vértice de la
cadena no se intersecan.
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P(Fc) < Z P(A;:n) < (T;)Cnl/4+1/10

< n2eCn~YAH10 <y 28Oy /AF1/10

m=

[\

< pH0@a=1) 0y~ A+1/10 < =340 < 1 /g
para n > ng = 64/,

Para acotar la probabilidad de que efectivamente se dé la cadena mencionada estu-
diaremos el vecindario de radio Bm alrededor de cada vértice v,, de la cadena y la
probabilidad de que v,,,1 esté en ese vecindario, ya que es una posible manera en
que se puede dar la cadena. Para eso necesitamos saber cuantos vértices hay dentro
de ese radio, para lo que volvemos a estudiar la construccion del grafo. Lo primero
que haremos es ver que el cluster que se forma desde cada vecino de v,, es un arbol.
Cuando armamos el cluster, la probabilidad de elegir un vértice que no haya sido
elegido previamente (para vértices de tipo A) es:

total de aristas A — aristas A dentro del cldster
total de aristas A

3 — nl/10p1/20a=2) _1 n1/10+1/(204-2)
3na4 n 3Cn

_ 1 .1/104+1/(2a4—2)—1
= 1— Lpl/1041/(aa-2)

Y

y andlogamente se da para los vértices de tipo B. Entonces la probabilidad de que en
ningiin paso en la construccion del clister elijamos un vértice previamente elegido
es

> (1 — Ln1/10+1/(2aA—2)—1)(lo/kinin)(’“””(“*”
— 3C
> (1—Cn13/20)""

Finalmente, la probabilidad de que los clisters que se forman desde cada uno de los
(10/X! . )(m+0) vecinos de vy, sean todos drboles es
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nl/10+e

> (1- Cn713/20)”1/10(10//\271in)(m+5) > (1 - Cn~19/20)

nl/8

Z (1 _ Cn—13/20)

— 1

cuando n — 00, 0 sea que con probabilidad tendiendo a 1 desde cada vecino de v,,
se formard un arbol.

Si todos los vértices son de grado 3 y un clister es un arbol, en la j-ésima generacion
tenemos 27 nuevos vértices. Sumando sobre todas las generaciones tenemos que el
clister tiene 2"*! —1 vértices, siendo h la altura. Como B = 2(ag—1)(log(10/X.,;,,))
y 0 < 1 tenemos que

Y

(m+5+1)(ap—2)
mwn

lo que significa que la altura de nuestro arbol es menor que Bm, o sea que todos los
clusters estan contenidos dentro del vecindario de radio Bm alrededor de v,,. Por
otro lado, si algiin vértice tiene grado mayor que 3 la altura del arbol sélo puede
disminuir ya que el tamano es fijo. Si ocurre F' va a haber un arbol por cada vecino
de v,, y entonces la cantidad de vértices en el vecindario es

10 (m+6+1)(ap—2)+m
= (5) |

min

Al armar el cluster la probabilidad de conectar a un vértice de A,,,; en un paso
cualquiera es

np na
o E : ]{?_aA+1—|—CQ § ( k—aB+1

k:Vm+l k:Vm+1
nB na
> Cl/ (k+1) 4t qk + 02/ (k+ 1)~ dk (7.8)
Vm+1 Vm+1

10 (m+6+1)(—ap+2)
> C(Vmsr) 22 =C ( )

)\/

man

con C € (0;2). Entonces si Gy, es la probabilidad de que en el vecindario de radio
B.m alrededor de v,, haya algtin vértice de A,,;; tenemos
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con(- ()"

donde hemos usado la cota para la cantidad de vértices en el vecindario y el hecho
de que (1 - £)* <e™“

La probabilidad de que lo anterior se cumpla para todos los vértices de la cadena es

wp—1 o] m
S 10
g P(G¢ <§ —
SR eXp( (an) )
m=2 m=1
S __mean
— 10

los eventos F' N G, garantizan la estructura necesaria, o sea la cantidad de vértices
en cada vecindario y que ahi dentro se encuentre el siguiente vértice de la cadena. A
continuacion estudiaremos el proceso de infeccion. para cada vértice v,, nos interesa
la siguiente dindmica:

1. v, infectado en ¢ = 0 se calienta en T, < T,
2. una vez que v,, se calienta sigue encendido hasta T, + T}

Para la parte 1 tenemos

10 m+90 10 2+6
k:g(vm)Z(X‘) Z(A’.)
K >T!

10 (m+3)y 10 2490
’”(A) Z(X‘)

y podemos aplicar el corolario [5.5

y entonces

P(T, <Tp)>1

24284+ 28y [ 10 \ ™
ﬁmin )\/ .

min
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Para la parte 2 usaremos el corolario [5.2], este corolario considera los tiempos

eraApk/805% eMarpk/808%

a= 2(84 + Bp)La y I5= 2(B4 + Be)Lp

y nos dice que la probabilidad de que un vértice caliente siga encendido por T' =
min {7T4; T} unidades de tiempo es mayor o igual que

—AaApk
1 — 7e 806hac .

Claramente T2 < T, entonces la misma cota vale para la probabilidad de que v,,
siga encendido hasta Ty + T72.

Sea E! el evento en que estando infectado en ¢ = 0 v,, se caliente en T, < T} y
permanezca encendido hasta T, + T%. Combinando la parte 1 y la parte 2 tenemos

P = (1= () (1 - 225

min

2
> (1 _ %V—w> > 1 22428a428p)

=1- N
Con seguridad sabemos que durante 72 unidades de tiempo v, estd encendido.
Nos interesa que en ese tiempo se infecte v,, 11, que si ocurre G, esta a distancia
< Bm de v,,. Calculamos la probabilidad del complemento de ese evento: De la
misma manera que hicimos en el lema[5.7, partimos el intervalo [0;72] en T2 /B.m
intervalos de ancho Bm. Usando el lema la probabilidad de que la infeccién no
ocurra en un intervalo es

<1— (e Pae (1 — e M) (1 —e8)) "

y como hay T /Bm de esos intervalos la probabilidad de que no pase en todo T2 es

T2, /Bm

[N

(1 —-(6—26A6—2BB(1 —-6_AA)(1 __e_AB))BJn>

L (e=2Pac=20B (1—ra)(1—e2)) I

= (1= (e 2e2s(1— e ) (1 — ) ") 7
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< exp (— (e7%Pae=2m(1 — e M) (1 — o))" /Bm)

(6—2(ﬂA+BB)(1 —eM)(1 - 6_>\B))_m
O 0g(10/X,,;,,)2(5 1)

log(10/X,,;,)*™s 1)

min

T (e72Ba+BB) (1 — e=2a) (1 — ePB)) "

< ((1 — e ) (1 — e *8) log(10/ )\ )2(a3_1))m = Ny

min
Observemos que 7,, tiende a cero con \,,;, tendiendo a cero.

Sea T, = T}, + T?2. Recordando la definiciones tenemos:

E¢ — v, noinfecta a v,,41 ent <71,
G —>  Uma Se encuentra en el vecindario de radio Bm alrededor de v,
F — Los clusters que se arman desde los vecinos de cada v,, no se intersecan

y entonces en la interseccién E¢ N G,, N F se dan las condiciones estructurales
estudiadas y v,, no infecta a v,,;1.

Una posible manera en que se de la infeccion es en la interseccién de los siguientes
eventos:

1. E! :wv,, se calienta en Ty < T vy permanece encendido hasta T, + T2.
2. E2 : Estando encendido v,, transmite la infeccién a v,,41 en un tiempo < Tfl

m

Para la interseccion: E} N EZ C E,,, entonces ES, C ((E})¢ U (E2)°.0 Acabamos
de ver que P ((EL)®) < C(X,,,) ™7y P((E2)¢) < n,, entonces

mwn

P(E:, NG, NF)< P(ES,) < P((E,))+ P((EL))
S nm + C}\/(m‘i'(;)'y

min

y entonces tenemos
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— Z (1 —e™)(1—e ") log(10/X,,;,) )Hen= 1 "4 Z CX%:{&

mwn

1 __<1 —e AA)<1 —e AB)log(lo/Anun) (@s-1) 1 _'A%un’

lo cual tiende cuando X . tiende a cero. Entonces

((1 _-e_AA)(1<_ _AB)log(lo/Awun)2&”T_U) (7AFN6+1

wp—1
> P(E,NG,NF) <

m=2

=

para \,,;, suficientemente chico.

Sea E =", "E,, NG, NF. Esto es, que la cadena tenga la estructura estudiada
y que la 1nfecc10n se propague a través de todos los vértices de la misma desde v,
hasta v, .

Tenemos
wp—1 wp—1
(F— U ac.nr- E,;memF> CE
m=2 m=2
y entonces

P(B) = P(F)—-P (U3 Gi) = P (U B NGuNF C E)

wp—1 wWp—1

>P(F)- Y P(G,NF)- ) P(E,NG,NF)
m=2 m=2
5 1 1 1
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Ademis el tiempo requerido en cada paso de la cadena es menor que T, = T\ +T72,
entonces la infeccién se propaga a través de toda la cadena en un tiempo menor que
Z;‘:L:El T,, = n, con ¢y elegido adecuadamente. La probabilidad de que el proceso
{&?} alcance una estrella en un tiempo < n® es mayor que la probabilidad de que
lo haga siguiendo la cadena {Um}2§m§wn en un tiempo < n®, y eso es mayor o igual

1
que 5.

O
Demostracion del lema [5.12. El lema [5.11] nos dice que con probabilidad >
Pl €l proceso comenzando en vy alcanza una estrellaen t < 7T = n®. Si infectamos

una estrella, el corolario nos dice esta se calentard en t < n°’ < n/? unidades
de tiempo mas con probabilidad

—ey

21_2+2§A+25B

Sea T" = n® > T + 1 + n®/?. La probabilidad de que 3% <7+ contenga una estrella
caliente es

(fto<T L1 NVE) P ( la estrella infectada se calienta en ¢ < n®/?)

> (B B ¥ < 2+ 25,4 26 n_m>

(5147 53) min-

[]

Demostracion lema[5.13 Sea s; la estrella encendida en ¢ = 0. De la misma
manera que hicimos en la demostracion del lema [5.10] precisamente en la ecuaciéon
, s1 se calienta en t < T/2 = exp(n®/?)/Bp y permanece encendida hasta T =
2 exp(n/?)/Bp con probabilidad

—Aadgnl?
A—Bn) : (7.9)

16432

max

21—Gexp<

o sea que en el intervalo [T'/2; T la estrella esta encendida.

Como usamos en la demostracion del lema mientras s; esta encendida hace que
otra estrella s, se caliente en un tiempo to < 2n°/? con probabilidad > C'n=".
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Sea T" = T como en el corolario Para n suficientemente grande tenemos 7" > T'

ya que T = O(exp(n®)) y T = O(exp(n®/2)). El corolario [5.2| nos dice entonces que
—Aadgk
Soﬁaax

de tiempo. Entonces la probabilidad de que sy se caliente en tiempo < 2n
encendida hasta t =T es mayor o igual que

s9 seguird encendida durante 7' unidades
e/3

con probabilidad > 1 — Texp (
y siga

- it b
C'n 1 —T7e 8% | > Cn

para algin C' > 0 y n suficientemente grande. Entonces con probabilidad < 1—Cn™°
el evento anterior no ocurre.

ne/2 . —
Dividamos el intervalo [T'/2; T en £—7 subintervalos de ancho 2n*/®. Restringiendo

el proceso a la dinamica anterior, esto es que en uno de los subintervalos una estrella
se encienda y que siga encendida hasta t = T, tenemos que la probabilidad de que
el evento no ocurra en todo el intervalo [1/2;T] es igual a la probabilidad de que
no ocurra en ninguno de los subintervalos, y esta probabilidad es

ne/2
< (1-Cn™) </> .

Entonces la probabilidad de que el proceso falle en %|Vn€| es

n€/2
< 3|Ve|P(falle en una estrella) < 2|Ve| (1 —Cn™?) <2”E/3>

_Cens/2
< 2|V lexp (—W T ) (7.10)
—)\A)\BTLE/?’
< s
=P ( 1632,

para n suficientemente grande.

La ecuacion [7.9| nos dice que la probabilidad de que s; siga encendida hasta t =T
—Aadpns/3
1255(11
en el intervalo [T'/2;T] se enciendan (3/4) de las estrellas y que estas permanezcan

encendidas hasta t = T es > 1 — exp (%5”5/3) Juntando los dos resultados

es > 1 —6exp ( ) La ecuacion [7.10| nos dice que la probabilidad de que

tenemos
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_ ne/ — ne/
P (Tl 2 31Vil) = (1= 6exp (S2822) ) (1 - exp (2322

_ /3
>1—"Texp </\12-,2;\—25n>
o lo que es lo mismo,

. 3. —AaApns/3
P (|In7T| < 4_1|V”|> < 7exp (W

max

0
Demostracion lema [5.1]) Sean R; y R, los clisters que se forman por la expo-
sicién de n? vértices comenzando desde 1y 2 respectivamente, y sea A el evento en
que Ry y Ry se intersecan. Por el lema [7.1] P(A) < Cn’~/* Por lo tanto si ocurre

A€ los eventos F' y G seran independientes ya que los respectivos clusters no se
intersecan . Aplicando propiedades béasicas de probabilidad tenemos

P(FNG) =P(ANFNG)+PA°NFNG)
< P(A)+ P(A°NF).P(A°NG),

< P(A) + P(F)P(G),

entonces PFAG) - PIFIP(G) < PUA)
Andlogamente
P(A) > P(F°NG) — P(F°)P(G)
= P(G) - P(FNG) - (1 - P(F))P(G)
= —P(FNG)+ P(F)P(G)
y entonces

P(FNG) — P(F)P(G) > —P(A).

Juntando los dos resultados tenemos

[P(FNG) = P(F)P(G)| < P(4) < Cn® /1,
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