ANEXO 111
En el Anexo Il se encuentran las resoluciones de los TP3, correspondientes a los 20

alumnos que participaron de la experiencia.

CONSIGNA

Consigna 1:
Explicar con palabras vy, si te resulta atil podés ejemplificar con un gréfico,

qué significa que una funcion f verifique la siguiente condicion:
Vx1,X; € (a,b),x; <x3,Vx € (x1,%2): f(x) < w (x—x1) + f(x1)
2741

Te pedimos que resuelvas la consigna, y ademas respondas:

a) Sobre la formulacién del enunciado de la consigna: ¢corresponde a una
definicion, a una propiedad, a una demostracién o a otra cosa? Explica tu respuesta,
tratd de indicar qué del enunciado te permite responder esta segunda pregunta.

b) Si pensaras en explicar lo presentado en la consigna a un alumno, ¢harias algiun
tipo de aclaracion respecto del uso del lenguaje simbolico que ahi se plasma en
relacion con el lenguaje natural que usarias para explicarlo?

c) Te pedimos que reflexiones sobre el uso del lenguaje simbdlico y el natural que
suele darse en matematica. Como guia (y sin la intencion que respondas una por
una, te proponemos algunas preguntas como para orientar tu reflexion): ¢tienen la
misma rigurosidad?, ¢usarias alguno de manera predominante en clases que estén a
tu cargo?, ¢es posible prescindir de alguno de ellos?, etc.

Consigna 2:
Se tienen fy g dos funciones polinémicas distintas que cumplen que toman los

mismos valores en x = ay x = b. Responder las siguientes preguntas y explicar
las respuestas.

a) ¢Es posible que fy g coincidan en todos los valores entre ay b?

b) Si en un punto intermedio entre a y b la f es mayor que g, ¢hay alguna
condicion que deba cumplirse para que en todos los puntos entre ay b, la f
siempre sea mayor que g? Si es asi, explicitar la condicion, enunciar la
proposiciéon que la incluya y probarla. La proposicion que deben probar les
tendria que quedar algo asi: si fy g son dos funciones polindmicas distintas
gue cumplen que toman los mismos valores en x=ay x = b y que ademas *aca
ira la condicion que propongan*, entonces en todos los puntos entre ay b, la f
siempre es mayor que g). Si no hay tal condicion, justificar por qué.

Sobre esta consigna te pedimos gue nos entregues:

a) Todos tus intentos en borrador.

b) La consigna resuelta es decir, el enunciado completo y la demostracion pasada
en limpio.

c¢) Una explicacién aparte sobre cémo se la darias a un compafiero que no entendio
tu escrito (piensen en grabar un audio y enviarlo por mail, o transcribirlo en papel),
d) Una reflexion sobre el proceso que realizaste para lograr la demostracion pedida
(para ello, toma tu borrador, trata de identificar si usaste heuristicas, pensa si estas
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seguro de que la demostracion es matematicamente correcta y qué te da la pauta de
ello, que forma de encararla te resulté atil y cual no, etc.). Este punto no te va a
insumir més de media carilla.

Resolucion Al

Resolucion de la consigna 1:

Sea f(x) una funcidn derivable. Diferencial de una funcién correspondiente al incremento
h de la variable independiente, es el producto f'(x) - h. Se representa por dy.

dy =f{(x)-h

dy =f{x)-dx

F(x)=tga =% =%

QR =f'(x)-h; QR =(dy), _,

La diferencial en un punto representa el incremento de la ordenada de la tangente,
correspondiente a un incremento de la variable independiente.

Para una funcion y=f(x) para un valor inicial Xo se tiene la pendiente de la linea recta
tangente en las coordenadas [xo,f(Xo0)], dada por la m=f'(xo). Cuya ecuacion de la linea
recta tangente queda entonces definida como:  y-f(Xo)=m(X-Xo).

Sea y=f(x) una funcion derivable en un intervalo abierto que contiene al nimero Xx.
Se define a la diferencial de x como dx, cualquier nimero real diferente de cero.

Se define a la diferencial de y como dy, dado por dy=f '(x) dx.

T

Luego laexpresion (f(x2)—f(x1)/(x2—x1)) .(x—x1)+f(x1) es la forma de la recta donde
f(x2)—f(x1)/(x2—x1) es la pendiente y f(x1) es la ordenada al origen.

Con respecto al uso del lenguaje natural o coloquial y el simbdlico, creo que ambos
cumplen la misma rigurosidad, aunque es necesario naturalizar el simbolico, o sea,
realizar una préactica diaria y constante del mismo, de manera que no sea una pérdida de
tiempo el hecho de entender una consigna escrita en este lenguaje.

No creo que sea posible prescindir de alguno de ellos, sin embargo el lenguaje simbolico
resulta mas practico al momento de resolver o escribir una consigna, ya que ahorra tiempo
de escritura.

Resolucion de la consigna 2:

Sean: f(x)=agtaix+axx?+......+anX" y  g(X)=bo+bix+bx?+......+bmx™ con nm
pertenecientes a los numeros naturales.

Entonces f(a)=g(a) y f(b)=g(b)

Supongamos las siguientes funciones polindmicas f(x)=x?y g(x)=x3y las graficamos en
el geogebra.
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En este ejemplo podemos observar como en el intervalo (a,b) la funcion f es mayor que
la funcion g en todos sus puntos.
Supongo que para que todos los valores entre a 'y b coincidan f=g.
Para que en el intervalo (a,b) se cumpla que un punto intermedio f sea mayor que g tiene
que pasar f(c) tiene que ser mayor que g(c), con ¢ punto intermedio entre ay b. y cualquier
otro punto intermedio entre a y b, debe cumplir lo mismo.

f(x)=x*y g(x)=x°, f>g

Luego x>>x3

Luego x?(-x+1)>0

Caso 1: x>0 6 1>x, solucion: (0,1)

Caso 2: x<0 06 1<x, solucion: vacia

Luego en el intervalo (0,1), sucede que f>g.

Resolucion A2 |

Resolucion consigna 1:
Si una funcion cumple con las condiciones establecidas, que dados dos puntos que
pertenezcan a un intervalo al dominio de la funcion , tal que uno sea menor al otro, la

recta que une a dichos puntos (x1; f(x1)) y (x2; f(x2)),

y= % (x — x1) + f(x1) estara por encima de la funcion.
El enunciado hace referencia a la definicion de funciones convexas.
V x1,X2 € (@ b),x1 < x2,Vx € (X1, X):

f <LED SO oy p
X2 — X1

Da las condiciones que tiene que satisfacer una funcién para que sean convexas en el
intervalo (a,b).

a) Para explicarle a un alumno tendria que explicar bien que significa cada simbolo,
como se lee en lenguaje natural, y la significacion que tienen como por ejemplo
“el para todo” vs “existe alguno”.

b) Los simbolos matematicos son necesarios a la hora de escribir una definicion,
demostracion, propiedad etc. Creo que no podria prescindir de ninguno de ellos
en esta definicion, si quisiera sacar alguno deberia reescribir la definicién usando
otros cuidadosamente.

Dependiendo del contexto, algunos tendran méas peso que otros. No es lo mismo
decir “existe un niimero que cumple algo” que decir “todo nimero cumple algo”.
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Resolucion consigna 2:

Si quisiera que las funciones coincidan en todos sus puntos entre a 'y b, estaria pidiendo
que f y g sean la misma funcidn, pero si son distintas y cumplen que toman el mismo
valor para x=a y x=b no es posible que coincidan en todos los valores entre a'y b.

Sean f y g dos funciones polindmicas que cumplen que f(a)= g(a) y f(b)=g(b) y que
f(x)#g(x) V X€ (a,b) si existe un ce (a,b) talque f(c)>g(c) y fy g solo se cortanenayhb,
entonces f(x)>g(x) Vx € (a,b)

Demostracion:

Si las funciones valen 1o mismo solo en los extremos y son distintas entre ellas, si
existe un ¢ que pertenece al intervalo (a,b) y si f(c) es mayor que g(c) y como las
funciones no se cortan en otro punto necesariamente f(x)>g(x) para todo X
perteneciente al intervalo (a,b).

c)

Si las funciones solo se cortan en dos puntos a y b, son distintas y existe un ¢
talque f evaluada en ¢ es mayor que g evaluada en g, entonces no hay otra
alternativa de que f sea mayor que g en el intervalo (a,b).

d) Para llevar a cabo la resolucion fue necesario empezar cero, empezando por los
conocimientos previos, hacer graficos y buscar generalidades, escribir hipotesis
y corregirlas hasta estar maso menos convencida de que la tesis se cumple y poder
demostrar porqueé.
No me sirvi6 concentrarme solo en las cuadraticas (que era lo que estaba haciendo
en un primer momento) ya que las funciones podrian tener grados mayores.
Si me sirvieron los gréficos para poder analizar cuando se cumplia lo pedido en
las hipdtesis y ver que condicion era necesaria para que f sea mayor que g siempre
en un intervalo (a,b).
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| Resolucion de A3

Consigna 1
Explicar con palabras y, si te resulta util podes ejemplificar con un grafico, qué significa

que una funcién f verifique la siguiente condicion:
VvV x1,x2 € (a,b),x1 <x2,Vx € (x1,x2):

Foo < LD iyt )

2

F es menor a la recta que pasa por
X1y Xy X1 €5 menor a x, y la f es
menor a esa recta. Es decir, es convexa.

a) Corresponde a una definicion
porque f se esta exponiendo un
concepto. En el enunciado se observa
en la expresion “una funcion f verifique
esta condicion”

b) Sl tuviera que exponer esto a
un alumno, haria aclaraciones del
lenguaje simbolico que el alumno tal
vez podria no comprender. El
pertenece (€) o el “para todo” (V) y ademas los intervalos.

c) Con respecto al lenguaje simbdlico y natural, considero que no tienen la misma
rigurosidad. EI simbolico en este ejercicio es muy riguroso pero convexidad como tema,
se puede explicar de otra manera o definir prescindiendo de esta definicion. Tal vez
utilizando un gréafico y mostrando la recta tangente.

En el lenguaje natural hay mas lugar de “escapatoria” es decir, puede ir variando cosas o
improvisando un poco mas libremente. El lenguaje simbélico no creo que admita tanta
versatilidad.

Consigna 2:
a) f(a) =g(@)y f(b) =g(b)

Supongamos que fy g coinciden V ¢ € (a, b)
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Sea P(x) = f(x) — g(x) una funcion polinémica de gradon,vn € N

Entonces P(x) = 0,V x € (a, b)lo que daria que tiene infinitas raices

Pero como es de grado n tiene a lo sumo n raices no infinitas. Entonces no es
posible que fy g coincidan en todos los valores entre ay b.

b) Para que f(x) > g(x), x € (a,b), fy g no deberian cruzarse ya que si esto
pasada dentro de (a, b) f dejaria de ser mayor que g.

Si fy g son dos funciones polinémicas distintas que cumplen que toman los
mismos valores en x =ay X = by que ademas 7 ¢ € (a, b) tal que f(c) = g(c),
entonces en todos los puntos entre ay b, la f siempre es mayor que g.

El borrador que usé fueron gréaficos auxiliares:

\ Resolucion de A4

1) Consigna:
Explicar con palabras vy, si te resulta Gtil podés ejemplificar con un grafico, qué
significa que una funcion f verifique la siguiente condicion:

VX, X, € (a,b), X, < X,, VX € (X, X, ):

f(X)< f(Xz)— f(Xl) X(
X, =%

Te pedimos que resuelvas la consigna, y ademas respondas:

a) Sobre la formulacion del enunciado de la consigna: ¢corresponde a una definicién, a

una propiedad, a una demostracion o a otra cosa? Explica tu respuesta, trata de indicar

qué del enunciado te permite responder esta segunda pregunta.

b) Si pensaras en explicar lo presentado en la consigna a un alumno, ¢harias algun tipo

de aclaracion respecto del uso del lenguaje simbdlico que ahi se plasma en relacién con

el lenguaje natural que usarias para explicarlo?

c) Te pedimos que reflexiones sobre el uso del lenguaje simbolico y el natural que suele

darse en matematica. Como guia (y sin la intencién que respondas una por una, te

proponemos algunas preguntas como para orientar tu reflexion): ;tienen la misma

X— Xl)+ f(x)
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rigurosidad?, ¢usarias alguno de manera predominante en clases que estén a tu cargo?,
¢es posible prescindir de alguno de ellos?, etc.

Explicar con palabras vy, si te resulta Gtil podés ejemplificar con un grafico, qué
significa que una funcion f verifique la siguiente condicion:

1) Me resulta atil poder ejemplificar con un grafico para corroborar 0 no mi
conjetura.

a) Sobre la formulacion del enunciado de la consigna creo que corresponde a una
propiedad porque dice explicar con tus palabras si la funcion f verifica la siguiente
condicion. La propiedad surge luego de un teorema previamente demostrado.

La definicidn es una forma de simplificar un concepto matematico particular y las
demostraciones tratan de probar la verdad de enunciados matematicos. Un lema
es el resultado de un teorema y corolario es la consecuencia de un teorema.

b) Sitendria que presentar la consigna a un alumno lo haria en un lenguaje natural y
trataria de explicar dando algun ejemplo 6 si se puede para que uno utilizaria esa
condicion. Luego, pasaria al lenguaje simbolico y quedaria plasmado en la carpeta
los dos lenguajes.

c) El lenguaje natural ayuda a comprender que estamos haciendo o explicando, y el
lenguaje simbolico es muy riguroso ya que los alumnos ni tampoco nosotros
estamos acostumbrados a leer simbolos ni a interpretarlos. Previamente, nosotros
como futuros profes tenemos que aprender a leer simbolos para luego ensefar a
los alumnos.

2) Consigna:

a) Las funciones f y g podrian coincidir en todos los puntos en un intervalo (a,b).

b) la consigna no la pude resolver. La idea era encontrar un punto en el intervalo (a,b) y
que se cumpliera que f sea mayor a g, y luego demostrar que vale para todos los puntos
de ese intervalo.

Las heuristicas que se pueden encontrar son trabajar hacia adelante, también puede ser
trabajar hacia el final y recurrir a la teoria relacionada.
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Resolucion de A5

Resolucion de la consigna 1:

Encontré la relacion de la pendiente de la linea rectay” =f “(x) que era tangente a la
funcion. Para un punto en particular podemos llegar a la definicion de la derivada f '(x) y
vimos que f '(x1) es la pendiente de la recta tangente a la curva en x=xi.
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En particular, para una funcion y=f(x) para un valor inicial Xo se tiene la pendiente de la
linea recta tangente en las coordenadas [xo,f(xo)], dada por la m=f'(xo). Cuya ecuacién de
la linea recta tangente queda entonces definida como: y-f(Xo)=m(X-xo)

Ante un cambio en la variable x podemos determinar el incremento Xo por Xo+dx, donde
el incremento dx es comunmente un incremento pequefio, pero no cero, llamado
diferencial en x.

Analizando el sistema funcion y linea recta tangente a dicha funcion entonces podemos
analizar que existen dos puntos importantes a analizar, los de la funcion y los de la recta
tangente:

(1) Para referirnos al cambio que ocurre en el valor de f designaremos la notacién dy.
(2) Para referirnos al cambio que ocurre en el valor deypara la recta
tangente utilizaremos la notacion dy.

Mas precisa se encuentra la siguiente definiciéon:

Definicion de diferencial.

Sea y=f(x) una funcién derivable en un intervalo abierto que contiene al nimero Xx.
Se define a la diferencial de x como dx, cualquier numero real diferente de cero.

Se define ala diferencial de y como dy, dado por dy=f '(x) dx.

Luego la expresion (f(x2)—f(x1)/(x2—x1)) .(x—x1)+f(x1) es la forma de la recta donde
f(x2)-f(x1)/(x2—x1) es la pendiente y f(x1) es la ordenada al origen.

Con respecto al uso del lenguaje coloquial y el simbdlico, creo que ambos cumplen la
misma rigurosidad, aungue es necesario entender el simbodlico, ya que, al momento de
explicar una definicion o demostracion el simbolico es mas practico.

Resolucion de la consigna 2:

Sean: f(x)=agtaix+axx>+......+anX" 'y g(X)=bo+bix+bx?+......+bmx™ con nm
pertenecientes a los nimeros naturales.

Entonces f(a)=g(a) y f(b)=g(b)

Supongamos las siguientes funciones polindmicas f(x)=x y g(x)=x?y las graficamos en
el geogebra.
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En este ejemplo podemos observar como en el intervalo (a,b) la funcion f es mayor que
la funcidn g en todos sus puntos.
Supongo que para que todos los valores entre a 'y b coincidan f=g.
Para que en el intervalo (a,b) se cumpla que un punto intermedio f sea mayor que g tiene
que pasar f(c) tiene que ser mayor que g(c), con ¢ punto intermedio entre ay b. y cualquier
otro punto intermedio entre a y b, debe cumplir lo mismo.

f()=xy g(x)=x*, f>g

Luego x>x2

Luego x(-x+1)>0

Caso 1: x>0 6 1>x, solucion: (0,1)

Caso 2: x<0 06 1<Xx, solucion: vacia

Luego en el intervalo (0,1), sucede que f>g.

‘ Resolucion de A6

Consigna 1:
V x1,%2€ (a,b), x; < x5,V x€ (x,%3)
. fCxz)—fx1)
Si f0<EEETE (= x) + f()
Entonces la funcion es convexa en el intervalo (a, b).
Si una funcion f(x) es menor a la recta secante de la misma, dentro de un intervalo
(x4, x,), entonces la funcion resulta convexa en ese intervalo.

Por ejemplo tenemos la funcion x2. Trabajaremos en el intervalo (1/2; 2)

Primero vemos si verifica
4-1/4

X2<m (x—1/2)+ 1/4
xX2<5/2(x—1/2)+ 1/4
X2<§x -1
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Notamos que en el intervalo la funcion resulta convexa.

a) La formulacion del enunciado de la consigna corresponde a la definicion de
convexidad.

b) Si tendria que explicar la consigna a un alumno, aclararia que lo definido se da en un
determinado intervalo. Daria la definicion y la férmula para calcular la recta secante. Lo
explicaria con lenguaje natural, ya que a veces a los estudiantes se les dificulta interpretar
los simbolos.

c) Respecto al lenguaje simbdlico y natural considero que es de suma importancia que
ambos se den en el aula. El lenguaje natural es importante para que el estudiante pueda
comprender los enunciados, definiciones y ejercicios matematicos. Por otro lado es
necesario que comprenda el lenguaje simbolico para que de manera auténoma logren
interpretar los ejercicios, problemas o cualquier enunciado matematico.

Consigna 2: a)
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b) Si la funcidn coincide en todos los valores de f y g entonces f=g.

Pero f£g Por lo tanto no es posible que fy g coincidan en todos los valores del intervalo.
Sean f y g dos funciones polindmicas distintas que cumplen que toman los mismos
valores en x = a yen x = b. Si se cumple que

OTCD (o x0) + fxg) > L2900 (5 ) + g(xo)
1~ 0

X1 — Xo
Es decir, la recta tangente de f es mayor a la recta tangente de g en el intervalo dado
entonces en todos los puntos entre a y b la f siempre es mayor que g.

Otra forma

Sean fy g dos funciones polinémicas distintas que cumplen que toman los mismos valores
enx = ayenx = b. Sise cumple que para todo c€(a, b) f(c) > g(c), es decir, para todo
c que se encuentre dentro del intervalo (a, b) siempre la funcion f evaluada en ¢ sera
mayor que la funcién g evaluada en c. Entonces en todos los puntos entre ay b la f siempre
es mayor que g.

c) Se que fy g son dos funciones distintas y también se que se cortan en dos puntos,
entonces lo que yo pienso es que si la recta tangente de f en cada punto dentro de mi
intervalo es mas grande que la recta tangente de g en los puntos que se encuentren dentro
del intervalo, si pasa eso entonces siempre serd mayor que g en el intervalo.

También lo pienso con los puntos se que para que f sea mas grande en el intervalo para
cada valor que le dé a c, con c entre (a,b), tiene que ser mayor que el mismo punto
evaluado en g.

d) Al realizar la consigna tuve dificultades en encontrar la solucion. Primero trate de
relacionarlo con la consigna 1. Pero luego me di cuenta que no me servia, luego pensé en
la recta tangente que tenia que ser mas grande en f, pero no me gustaba mucho la idea asi
que decidi desarrollar a f y g como polinomios de grado n, pero no podia llegar a concluir
nada. Finalmente me quede con la idea de las rectas tangentes.
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También pensé que la condicion podria ser que se cumpla para todo ¢ perteneciente al
intervalo. La condicion que propuse no sé si es correcta, quizd tendria que haber
investigado mas y probado.

Utilice varias heuristicas como trabajar hacia adelante, generalmente en todos mis
intentos parti de los datos dados. También realice un dibujo para ver que podria pasar
entre las funciones. Analice ejemplos y descarte una posible solucién. Utilice varias
heuristicas para realizar el ejercicio.

\ Resolucion de A7

Resolucion consigna 1:
A continuacién explicaré con palabras qué significaqué V x4, x € (a; b),x; < x5, VX €

(xl; x2):

fx) < (x —x1) + f(x1)

Para todo x4, x, que estan dentro del intervalo (a; b), x, €s menor que x, y para todo x
que esta en el intervalo (x4, x,) resulta que una funcion f es menor que el cociente de la
resta entre la funcién evaluada en x, y x; y la resta de x, y x, por el producto de (x — x;)
sumado a f evaluada en x;.

Veremos en un gréafico la representacion de la primera parte, es decir la relacion que
hray entre los intervalos,

f(x2) — f(xq)
X2 — X1

a. Considero que sobre la formulacién del enunciado se corresponde a una
definicién, ya que primero se da pautas (V xq,x2 € (a;b),x1 < x3,VX €
(%1, X2))

P fx2)—f(x1)
para luego definir algo, en este caso que f(x) < T(x —x1) + f(x9).
2711

b. Si explicara lo presentado en una consigna a alumnos si haria aclaraciones con
respecto al lenguaje simbdlico puesto que en un &mbito escolar los alumnos no
estan acostumbrados a este lenguaje, les sefalaria qué significa cada simbolo y
ademas aclararia que cuando algo matematico esta expresado asi es porque vale
para todos los nimeros (en el &mbito que estemos trabajando, naturales, enteros,
etc) y que los ejemplos sélo sirven en algunos casos.

c. Sibien el uso simbélico es mas complicado para los alumnos en una clase, como
también el explicarlos, creo que este es mas importante que el lenguaje natural
(los alumnos estan mas habituados a este) ya que hace que ellos tengan un mas
amplio conocimiento sobre lo matematico. En mi caso preferiria utilizar el
lenguaje simbolico, no sé si en manera predominante pero siempre presentando
todo en este lenguaje para luego pasar al natural.

Resolucion consigna 2:
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b)

I) Sean fy g dos funciones polinémicas distintas que cumple que toman los mismos
valoresen x = a Yy x = b no es posible que fy g coincidan en todos los valores
entreayb.

I1) Sien un punto intermedio, al que llamaré p, entre a y b la funcion f es mayor
que la funcion g, debe cumplirse que ese p evaluado en f debe ser mayor que p
evaluado en g, es decir f(p) > g(p).

Proposicion:

Si f y g son dos funciones polinémicas distintas que cumplen que toman los mismos

valores en x = ay x = b y que ademas f(x) > g(x) evaluada en todos los puntos

entre a y b entonces en todos los puntos entre a y b, la funcion f es siempre mayor

que g.

Demostracion:

Sabiendo que f y g son dos funciones polindmicas distintas que cumplen que toman

los mismos valoresen x = a y x = b y que ademas f(x) > g(x) supongo que existe

un punto p tal que g(p) > f(p), pero esto es un absurdo pues contradice a la hipotesis
que dice que f(x) > g(x), entonces f(p) es estrictamente mayor que g(p) es decir

f es mayor que g evaluada en todos los puntos entre a y b.

c) Penséa en dos funciones polindmicas, podemos pensar en una funcion cuadréatica y una
cubica, voy a decir que la polinomica es fy la cubica es g, fijate que fy g coinciden en el
punto x=a y x=b y ademas, f es mayor que g en ese intervalo a, b. si elijo un punto p1 veo
que f(pl) es mayor que g(pl), ahora elijo p2 y veo f y g evaluadas en ese punto, ves que
f(p2) es mayor que f(p2). Fijate que para todos los p que tome entre a y b, f es siempre
mayor que g. (Le iria dibujando el esquema en una hoja mientras se lo explico).

d) Para poder lograr la demostracion realizada parti observando los diferentes graficos
realizados, teniendo en cuenta principalmente las hipétesis de la proposicion. No estoy
segura de que la demostracion sea correcta ya que reafirmo lo que ya esta escrito de una
manera diferente, yo creo que estoy demostrandolo pero a la vez veo que la demostracion
es la proposicion escrita de otra manera.
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\ Resolucion de A8

Respuestas:
a) Considero que el enunciado se trata de una propiedad. Digo esto porque en el

enunciado dado unas condiciones se muestra que una relacion, en este caso la
desigualdad, es valida.

No se trata de una demostracion porque no hay pasos que se sigan para mostrar la
validez del enunciado. Ademas no se trata de una demostracién, un lema, una proposicion
pienso yo por la forma en que esta redactado. Estarian faltando hipotesis con las cuales
conjeturar el enunciado.

b) Al momento de explicar la consigna a los alumnos aclararia algunos de los simbolos a
los alumnos. Quizas la explique oralmente sefialando los simbolos que voy nombrando
en la oralidad.

c) Sobre el uso de ambos lenguajes creo que en una clase con alumnos de secundaria es
importante que manejen el lenguaje simbolico pero no seria tan estricto como si en niveles
maés avanzados. En mi caso comenzaria utilizando mayormente el lenguaje natural y de a
poco introduciria en lenguaje simbdlico. Igualmente al alumno que le interese leer algln
libro matematico le va a resultar imprescindible saber el lenguaje simbolico, sobre todo
porque este lenguaje es universal. En cambio el lenguaje natural puede variar
dependiendo de quién esté hablando sobre alguna cuestion matematica. En esto ultimo
me refiero a cuando se usan distintos términos para referirse a un mismo concepto.
Agrego la siguiente foto del borrador en que realice la resolucion de la consigna.

No entrego la consigna dos porque no pude resolverla.

| Resolucion de A9

Resolucion consigna 1:
Que una funcion verifique esa condicion, significa que estard por debajo de la recta
secante a ella misma, recta que pasa por el punto (xy, f (1)) ¥ (x2, £ (x2)).
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Por ejemplo:

& Wolfram

XM2-2x+71< -1

¥-2x+l=x-1

(x1»f(x1)) = (1,0)
(%2, f(x2)) = (2,1)

—05F"

a) Considero que corresponde a una propiedad, ya que tiene condiciones que hacen que
sea valido lo que continda después.

b) Si, aclararia que f(x;) y f(x,) son los valores de la funcion en ese punto, y que cuando
dice

Vx€e(x1,x2) se refiere a un intervalo.

c) Considero que es necesario ensefiar el sistema de representacion, el cédigo propio de
la matematica, para dar una vision completa de la materia. EI simbdlico es el lenguaje
propio de la matematica, universal, que ademas concreta de manera concisa lo que uno
quiere decir en palabras, modeliza. Y el natural a su vez, traduce y hace mas cercano lo
que los simbolos representan. Puede que el simbdlico se vea mas riguroso, pero eso es
hasta que se le va dando el sentido y comprendiendo por qué hay ciertas reglas para la
escritura en simbolos. Usaria ambos lenguajes segun lo que necesite en la clase.
Resolucién consigna 2:

a) No es posible que fy g coincidan en todos los valores entre a y b, porque si asi lo
hicieran las funciones deberian de ser las mismas, y eso contradice el enunciado.

b) “Si f'y g son dos funciones polindmicas distintas que cumplen que toman los mismos
valores en x=a y x=b y que ademas f(x1)>g(x1), entonces en todos los puntos entre ay b,
la f siempre es mayor que g.

No hay otra condicidbn mas que esa porque ya se sabe que por ser dos funciones
polindmicas distintas los puntos entre a y b para las funciones seran distintos, por lo tanto,
con decir que f es mayor a g en un punto, ya se sabe que en el intervalo f(x) sera mayor a

g(x).
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[-2x* -2x+4, -4x* -4x+ 16|

L)
== 2

e Yz 2 X = >:;A,'4_--4
v} ' o < s -Q
§ <oy - P’? =3ty

—— - e S|

No logré demostrar nada, por eso no completo los puntos c) y d). Si puedo ver que en lo
mostrado utilicé como heuristicas el hacer gréficos, analizar varios casos, razonar por
analogia con el inciso a).

Resolucion de A10

1) Consigna: Explicar con palabras vy, si te resulta Gtil podés ejemplificar con un
grafico, qué significa que una funcion f verifique la siguiente condicion:

Vx1,x2 €(a,b), x1<x2, Vxe€(x1,x2):

fo) <C2=0 (x—x1) + f(x1)

Que la funcion f (x) verifique las condiciones mencionadas significa que el
grafico de la funcion evaluada en cualquier valor X que se encuentre entre X1y X2
esta por debajo de la recta que contiene a los puntos, (x1; f(x1)) y (x2; f(x2)) en el
intervalo que tiene como valor minimo a X1y como valor maximo xe.

A mi parecer es una proposicion ya que se puede verificar si es verdadera o falsa.
Y con las condiciones planteadas verificamos que se cumple en el intervalo
indicado.

Para explicar el enunciado a un alumno le explicaria en lenguaje natural a que
refiere, le diria que teniendo en cuenta un intervalo que empieza en X1 y termina
en Xo si se toma un valor cualquiera que pertenezca a dicho intervalo y lo
evaluamos en f(x) siempre va a dar como resultado un niumero menor que al hacer
la operacion planteada del lado derecho de la ecuacion. Es decir que el grafico de
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2)

f en ese intervalo siempre va a estar por debajo de la recta obtenida a partir de la
realizacion de las operaciones resueltas.

Con respecto al lenguaje simbdlico y natural que suele usarse en matematica
considero que no tienen la misma rigurosidad, el lenguaje simbdlico es mucho
mas riguroso que el natural, por otra parte utilizaria de forma predominante el
lenguaje simbdlico en matematica porque considero que es un lenguaje abreviado,
atil y de caracter universal que ayudara a los chicos a entender cualquier
demostracion proposicion, propiedad, etc. que se les presente o quieran observar
de algun libro. Sin embargo me parece de suma importancia ambos lenguajes en
el uso matematico. Ya que el lenguaje natural suele ser mas claro y sencillo de
entender.

Consigna: Se tienen f y g dos funciones polindmicas distintas que cumplen que
toman los mismos valores en x = a 'y x = b. Responder las siguientes preguntas y
explicar las respuestas. a) ¢Es posible que f y g coincidan en todos los valores
entre a y b? b) Si en un punto intermedio entre a y b la f es mayor que g, ¢hay
alguna condicion que deba cumplirse para que en todos los puntos entre ay b, la
f siempre sea mayor que ¢g? Si es asi, explicitar la condicion, enunciar la
proposicién que la incluya y probarla. La proposicion que deben probar les tendria
que quedar algo asi: si fy g son dos funciones polindmicas distintas que cumplen
que toman los mismos valores en x =ay X = b y que ademas *acd ira la condicién
que propongan*, entonces en todos los puntos entre a y b, la f siempre es mayor
que g). Si no hay tal condicidn, justificar por que.

No es posible que f y g coincidan en todos los valores entre a y b ya que son

funciones polindmicas distintas.

a)
Ha) - gta)
Flb) = 9(0)
para dodo x e (a,b) f>9
Pusco (’d'pmp(oﬁ para verrficar ¢ es va;ble

Si 5 D%3-2 N Q) Ux2- o
£(a) =4 9(1)=~ 1
£lo) =2 9 (o) = -2

ﬁra h'co en geo ge bra para observar ambos 9ralﬁ'(05
Se deberia complir gue en el intervalo [0;4) |a funcion
f Siempre Py <ea Mayer QUé g y N0 S comple

(’G‘Pmplo a
fx) = B3 x4—x & _ ,
£ ) = 4ys é(x): 1 x?%y x
£l0) = © QUad= 1.4 ¥ 2 =Y4s
9lo)=O
%rq fico

9>o +m (O/'O.)
S OF Gz 3P
N Tomo doe> valous gy ¥ evelvo s f
FL2)= ».2%-1 (?;26)
- D
i b A = A e :@ (1;2)
<& dengo on wenta eSos d® pumiDd an MO Jma

. L 26-2. 24 =2
e Yo 3‘ pou poy so¥) ol pumitoy [ M= - i (>
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a)

{=12.A ¥

2 = 1z
A e\ =9
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Y= 1L xwr0
cumple!

£: 2 uma Luamcion bovas o trictamum it catciemte

g=.—¥1—‘7‘ -2 —12 - S D)
2= =
QA== -2 = A& +b
0,('5’)"'0“3=—‘2 —2=F = B
—o

i ‘2 ‘-E_CA, Y Jammbiom valt-

Si f y g son dos funciones polinémicas distintas que cumplen que toman los
mismos valores en X =ay X = b y que ademas f es la recta que contiene a los
puntos (a; g(@)) y (b; g (b)), entonces en todos los puntos entre a y b, la f
siempre es mayor que g.

b) A partir de realizar varios ejemplos di cuenta que tomando f y g dos funciones

polinomicas distintas que cumplian con las condiciones dadas no siempre se
cumplia la relacion de que f sea mayor que g en un intervalo (a;b) recordando
la consigna resuelta anteriormente , vemos que si la funcién f es una recta , es
decir una funcion lineal siempre se cumple lo antes mencionado.

Si bien no pude llegar a una demostracién de dicha proposicién. Para llegar a
deducir cual era la condicion adecuada utilicé varias heuristicas, como por
ejemplo, trabajar hacia delante, recurrir a teoria relacionada, razonar por
analogia ,realizar graficos, reinterpretar el problema en un lenguaje diferente,
analizar ejemplos, verificar la respuesta en casos particulares.
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Resolucion de A11

Consigna 1 no pude realizarla

Consigna 2
En un principio, para resolver esta consigna, realice varios graficos en GeoGebra que
cumpla con lo pedido. Dos funciones polinémicas distintas que cumplen que toman los
mismos valores en x=a y x=h.
a) No es posible que fy g coincidan en todos los valores entre a 'y b.
No logro terminar este ejercicio tampoco.
< GewaGebra

DIEPE S SO N AP AN Sc Q=
B A N ‘ “J HE s
@ f=x-1

1 o

< GeaGebra

R I I ST AR IR S RERUP AR SR —-— — N —

E| & N = @
Funcién

O Fx) =+ 5x+6

O BX) = R+ 4R+ x—6
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- GeoGebra
N [ Il e i s

B A N
Funcién
O Flx) =+ 607+ 112+ 6

O Blx) = &+ 8% +19%+ 12

|Entrada... a

¢« GeaGebra
(B IR e s

E] A
Funcién

O f(x) = +2¥ - 0x—18

Q =+

3% —4x412

EEE | Entrada. a

Resolucion de A12

Resolucion de consigna 1:

a)

b)

La formulacion del enunciado corresponde a una propiedad ya que bajo las
condiciones (V x4,x, € (a,b),x; < x,,Vx € (x4,x5) ) se verifica la propiedad

de que f(x) < w (x — x1) + f(x1). Lo que me lleva a suponer que es

27X1
una propiedad es la frase “verifique la siguiente condicion:”.
La aclaracion que le haria al alumno es que: cuando se habla de x1 y x2 son
cualquier nimero que pertenezcan al dominio de f en el intervalo (a,b), que estos
x1 y x2 forman otro intervalo mas chico en donde se encuentra X.
Sobre el uso del lenguaje simbdlico y el natural, considero que ambos son
importantes en una clase de matematica, pero considero que cuando los alumnos
estan teniendo sus primeras aproximaciones a lo que es el lenguaje simbolico, en
las clases debe predominar lo que es el lenguaje natural y a medida que uno avanza
en la ensefianza debe ir usando cada vez mas el lenguaje simbolico.
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2)Consigna
Se tienen fy g dos funciones polinémicas distintas que cumplen que toman
los mismos valores en x = a 'y x = b. Responder las siguientes preguntas y
explicar las respuestas.
a) ¢Es posible que fy g coincidan en todos los valores entre a 'y b?
Si fy g coincidieran en todos los puntos del intervalo (a,b) entonces fy g
serian iguales pero como en el enunciado dice que son distintas no puede pasar
que coincidan en todos los puntos del intervalo.
b) Si en un punto intermedio entre ay b la f es mayor que g, ¢hay alguna
condicién que deba cumplirse para que en todos los puntos entre ay b, la
f siempre sea mayor que g? Si es asi, explicitar la condicion, enunciar la
proposiciéon que la incluya y probarla. La proposicién que deben probar
les tendria que quedar algo asi: si fy g son dos funciones polindmicas
distintas que cumplen que toman los mismos valoresenx=ay x=by que
ademas *acé ira la condicion que propongan*, entonces en todos los
puntos entre a 'y b, la f siempre es mayor que g). Si no hay tal condicion,
justificar por qué.
Respecto a esta consigna no la pude demostrar pero a través de varios graficos de
funciones polindmicas vi que la condicion para que en el intervalo (a,b) f sea siempre
mayor que g, debe cumplirse que en ese intervalo f y g no tengan otro punto en comun.

Resolucion de A13

1) Vx1,x; € (a,b), %1 < x3,V x € (X1, %2):

Fo) < LRI Gyt e

2

Que una funcion f verifique la condicidn anterior significa que se encuentra debajo de la
recta secante a la grafica que une los puntos (x1, f(X1)) y (X2, f(x2)) pertenecientes al
intervalo (a, b), es decir que estariamos hablando de una funcion céncava hacia arriba o
también conocida como funcion convexa.

a) La formulacion del enunciado de la consigna corresponde a la definicion de funcién
convexa. Lo que me permitié darme cuenta que el enunciado se trataba de una definicion
es la “introduccion” que se hace en el enunciado, es decir que algo tiene que suceder tal
que suceda la otra parte del enunciado.

b) Si pensara en explicar lo presentado en la consigna a un alumno, si haria algin tipo de
aclaracion respecto del uso del lenguaje simbdlico que ahi se plasma en relacion con el
lenguaje natural que usaria para explicarlo. Dicha aclaracion seria sobre el uso de
notaciones que se hacen, ya que aparecen “simbolos”, los cuales los alumnos tal vez no
conozcan/recuerden el significado o no los hayan aprendido previamente, como por
ejemplo, el simbolo que representa a la palabra pertenece o el simbolo que representa a
para todo.

c) Con respecto al uso del lenguaje simbdlico y natural que suele darse en Matematica y
si yo estuviese a cargo de una clase, usaria de forma predominante el lenguaje simbdlico
para que mis alumnos se acostumbren a escribir de forma adecuada en la materia y no
con palabras como seria si usaramos el lenguaje natural. Esto no quiere decir que dejaria
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de usar el lenguaje natural. Al contrario, en el lenguaje natural hay una intencion de
comunicacion que se da entre partes y ademas, hay mensajes a transmitir y recibir, ya sea
del docente al alumno o viceversa. En cambio, el lenguaje simbdlico incluye una serie de
significantes con sus significados para cada contexto comunicacional en el que sean
utilizados, es decir que hay palabras que estan representadas por “simbolos” que algunas
personas conocemos (principalmente las que estudiamos “la rama de las ciencias
exactas”) o que comenzamos a conocer cuando nos introducimos en “el mundo
matematico”. Dichos simbolos se utilizan para la formulacion de enunciados en
definiciones, proposiciones, teoremas, lemas, propiedades, entre otros.

2) fy g dos funciones polinémicas distintas que cumplen que toman los mismos valores
enx=ayx=h.
Resolucion de la consigna:

a) Es posible que fy g, funciones polinémicas, coincidan en todos los valores entre
a'y b. Esto quiere decir que una de las funciones seria concava hacia abajo y la
otra seria concava hacia arriba. De este modo, ambas funciones tomarian los
mismos valores, que se encuentran ubicados entre x =ay x = b.

y 4 f(x)

_

//

g(x)

v

a b X
b) Si fy g son dos funciones polindmicas distintas que cumplen que toman los mismos

valoresen x =ay x =b y que ademas f es concava hacia abajo y g es cdncava hacia arriba
entonces en todos los puntos entre a y b, la f siempre es mayor que g.

Definicion de funcion convexa:
Para cualesquiera a, b € | con a < b, la recta secante a la grafica de f que pasa por los
puntos (a, f(a)) y (b, f(b)) tiene la ecuacion

y = f()_f() f()( _ )

Por lo tanto, f ser& convexa cuando, para cualesqmera a,b €lcona<bsetenga que

f(z) <f(a )+M (z—-a)Vz € [a,b]

O equivalentemente,

b
f(2) < f(a)+—f(b)vZe[a b]

Demostracion:
Dadot € [0, 1] podemostomarz = a + t(b—a) € [a,b]y esto nos dice que

f((A=ta+th) <(1—-t)f(a) +tf(b) Vt € [0,1]
Pero reciprocamente, dado z € [a, b] podemos tomar
zZ—a b—z

t=b—a' que verifica te€[0,1] vy 1—t=b_a
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conloque (1 —-b)a+th=zVvVt €[0,1]
Finalmente, dado I un intervalo no trivial, tenemos que

f((l —t)x+ ty) <A-vfx)+tf(y) Vx,yel, vte[0,1]
Explicacion a un compafiero que no entendid mi escrito:

Teniendo fy g dos funciones polindmicas distintas que toman los mismos valores en x =
ayenx =b, la consigna pregunta, en el item a), si es posible que dichas funciones
coincidan en todos los valores entre a y b. Para que eso suceda f y g deberian ser la misma
funcion (y eso no puede suceder ya que en el enunciado dice que ambas son funciones
distintas) o, la otra opcion, seria que una de ellas sea concava hacia arriba y la otra
céncava hacia abajo (que esta seria la respuesta correcta). Es decir que para que se cumpla
que f sea mayor que g, tal como lo pide el item b), la funcion f debe ser concava hacia
abajo y la funcién g debe ser concava hacia arriba tal que queden representadas como se
muestra en el grafico hecho anteriormente, es decir que f debe estar “por encima” de g y
es asi que se diferencian, por su tipo de concavidad.

Reflexion sobre el proceso que realice para lograr la demostracion pedida:

Para realizar la demostracién utilicé algunas heuristicas, como por ejemplo la que
Ilamamos trabajar empezando por el final ya que realicé el “paso a paso” para llegar a lo
que queria probar. También realicé un dibujo que me sirvié como “guia” para luego poder
realizar la demostracion. Ademas, a partir de lo enunciado en la proposicion, me parecio
adecuado realizar la demostracién de una funcion convexa ya a partir de su enunciado,
pude darme cuenta por qué fy g tomaban los mismos valores en un determinado intervalo
a, b siendo ambas funciones polinémicas diferentes.

Resolucion de A14

Resolucion de la consigna 1
Definimos g(x) := w (x — x1) + f(x;) donde por enunciado sabemos que
2741
V x1,% € (a,b),x; < x5,V xE (xq,X3).
Donde reconocemos que g(x) es una funcién lineal por que la expresién

TO9TTCD (4 _ %)) + f(x,) tiene el formato m.x+b donde m = L8277 ED y p

X2—X1 X2—X1

f(x).

Luego llamaremos a g(x) recta secante a f(x). Esto lo vemos en el hecho de
que la funcidn g(x) es una recta que se armo con los puntos x; y x, usando f(x).
Entonces lo que vamos a tener es una funcion f que va a ser intersecada para
una funcion g(x).

Notamos que para que esto ocurra sin ningin problema, tenemos que pedir
que f(x) sea una funcién continua. Si f(X) no es continua entonces podria ocurrir que
cuando evaluamos x; y x, para armar la ecuacion de la recta, esta no interseque a f(x).
Por lo tanto, pedimos que f(x) sea una funcién continua.

Entonces, decir que f(x) < Gy~ (x — x1) + f(xq) (es decir f(x)<g(x))

X2—X1
significa que f(x) es menor que la recta secante (a ella) g(x) en un intervalo (a, b).
Usando GeoGebra observamos que gr(f(x))>1 porque si f y g son ambas

funciones lineales vamos a obtener la misma funcion.

Veamos a continuacién algunos ejemplos.
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Ejemplo 1: f(x) es una Funcién Cuadratica

Si f(x) = x? + 2 entonces la expresion de la recta secante es g(x) = 12 —
30. Graficamente nos queda:

Vemos que efectivamente en el intervalo (4,8) la f<g.

Ejemplo 2: f(x) es una Funcion Cubica

Si f(x) = x3 — 9 entonces la expresion de la recta secante es g(x) = 39x —
79. Graficamente nos queda:

@

En este caso vemos que f<g en los intervalos (—oo, —7)y (2,5).

Observamos que en varios ejemplos que hemos hecho que para funciones
polindmicas de grados pares hay un solo intervalo en el que f>g. En cambio, cuando
el grado de la funcién polindmica es impar tenemos dos intervalos.
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a) La formulacion del enunciado de la consigna corresponde a una
propiedad porque lo que tenemos es una serie de premisas que hacen valer una
condicion.

Premisas: V x1,x, € (a,b),x; < x5,V x € (xq,x3)

f(x2)=f(x1) (x

X2—X1

Condicion que se cumple con esas premisas: f(x) <

x1) + f(x1)

Creemos que no es una definicién por que no se esta definiendo ningun
concepto matematico y que tampoco es una demostracion por que no se
demuestra nada ni se pretende hacerlo.

A su vez, creemos que esta “propiedad” deberia incluir como bien dijimos
en la resolucidn de la consigna, informacion sobre si f(x) es una funcion continua
o especificar cuél es el dominio de la funcion dado que podria pasar que al elegir
X1y X, , €ste punto, no estén en el dominio de f(x).

b) Si pensara en explicar lo presentado en la consigna a un alumno
haria la siguiente aclaracion con respecto del uso del lenguaje simbdlico que ahi
se plasma:

Luego de haber leido la consigna a la clase realizaria la siguiente
aclaracion: tenemos un punto ( x4, x,) en un intervalo (a, b) donde la primera
coordenada del punto es menor que la segunda coordenada.

C) Reflexion sobre el uso del lenguaje simbolico y el natural

El lenguaje simbolico tiene una mayor rigurosidad con respecto al natural
por que exige para el alumno un mayor nivel de abstraccion. No es lo mismo
decirle a los alumnos que tenemos un punto en un intervalo (lenguaje natural) que
decirle tenemos que V xy,x, € (a,b),x; <x,,Vx € (x1,%x,) (lenguaje
simbdlico). El lenguaje natural es mas comprensible para los alumnos.

Para ensefiar matematica no es posible prescindir de alguno de los dos
lenguajes. Dependiendo del tema sera mas apropiado usar algin lenguaje en
particular. Lo mejor es complementar ambos lenguajes de forma tal que los
alumnos logren la mayor comprensién del tema.

En algunas clases, por ejemplo, conviene explicar el tema usando primero
el lenguaje natural y luego profundizarlo con el lenguaje simbdlico. Usariamos
esta estrategia para explicar por ejemplo funcion lineal, probabilidad y estadistica,
potenciacién, etc.

En otras en cambio, “quizds” es conveniente utilizar primero el lenguaje
simbolico y luego hacer acercamientos utilizando un lenguaje natural. Usariamos
esta estrategia para explicar por ejemplo sistema de ecuaciones, Teorema de
Pitagoras, area y perimetro, etc.

Resolucion de la consigna 2
a) Intento en borrador
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b) ¢Es posible que fy g coincidan en todos los valores entre a

y b?

Es posible que fy g coincidan en todos los valores entre a 'y b.
Veamos un ejemplo
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Estas funciones son iguales en el intervalo [-0,015; 0,015]

Proposicion

Si fy g son dos funciones polinémicas distintas que cumplen que toman
los mismos valores en x=a y x=b y que ademas f(xi)<g(xi) V xi € N, entonces en
todos los puntos entre a 'y b, f siempre es mayor que g.

Demostracion

Si fy g son dos funciones polindmicas distintas y ademas f y g toman los
mismos valores en x=a y x=b.

Si trazamos rectas paralelas entre ay b y en cada una se verifica que f(xi)-
g(xi)>0 entonces f>g entre ay b.

c)  Explicacion al compafiero-transcripcion

Esto lo veremos graficamente de la siguiente manera:

e Primer paso: dibujar el plano cartesiano y trazar dos rectas x=a y x=b.
Segundo paso: graficar fy g.

Tercer paso: dibujar rectas paralelas entreay b

Cuarto paso: chequear que para cada recta f(xi)>g(xi)

Quinto paso: concluir que f>g

d) Yo creo que la demostracion es matematicamente correcta. Si bien, no es
una demostracion grafica, dejo explicitado que lo puedo identificar graficamente.

Si tenemos dos funciones en un intervalo entonces trazamos una recta vertical
y vemos asi cual es la funcion mayor. Este razonamiento no es matematicamente
incorrecto.

Para lograr esta demostracion realice en GeoGebra distintas funciones
polindbmicas y pensé de qué forma se podia mostrar que f>g en el intervalo  (a,
b), la mejor opcidn que encontre fue trazar rectas verticales y comprobar que f(xi)-
g(xi)>0 con lo que efectivamente f>g.

Las heuristicas que use fueron:

-Utilizar un método de expresion o representacion adecuado: en este caso
grafico.

-Recurrir a dibujos, esquemas o graficos.

-Considerar casos particulares.

-Analizar casos particulares para buscar regularidades o patrones y generalizar.

-Introducir un elemento auxiliar: rectas verticales.

Resolucion de A15

Consigna 1:
Explicar con palabras y, si te resulta Gtil podes ejemplificar con un gréfico, que significa
que una funcién f verifique la siguiente condicion: V xq,x,€ (a,b), x; <
Xy, V X€E (X1, X2)

Jeo< B (x — x) + fxr)

Resolucion:

Anexo Il 31



Si una funcion verifica que es menor que la recta secante de la misma en x; y x,, la
funcidn es convexa dado que la recta secante en el intervalo x;, x, esta por encima de la
funcién que forma una curva convexa.

Por ejemplo, si tomamos la funcion f(x) = 2x?y tomamos los puntos x; = —% Y Xy =

1. Observamos en el grafico de la funcion f y la recta secante x+1, en el intervalo (-1/2;
1) es mayor que la funcion y que la funcion resulta ser una curva convexa en el intervalo.
Si proponemos otra funcién que cumpla la condicién también forma una curva convexa
en el intervalo x; y x,.

a) La consigna corresponde a una demostracion de convexidad, pues la condicion de que
una funcién sea menor que una recta secante en los puntos x;, x, conlleva a que la
funcion sea convexa.

Ademas con esta consigna es posible llevar a demostrar convexidad y también
concavidad, que es el caso contrario a esta condicion, es decir que f serd mayor que la
recta secante en el intervalo x; ,x,. Donde estas condiciones presentan una funcion
convexa o concava.

Una funcién concava es cuando dado dos puntos cualesquiera el segmento que los une
queda por debajo de la curva. Y una funcion convexa es cuando queda por encima de la
curva.

b) Al explicar la consigna a un estudiante aclararia, en lenguaje natural, que f(x) es una

funcion menor que una recta secante de la forma w (x —x1) + f(x1) donde
2= 1
fOea)—f(x1)

Xy — X1

es al funcion evaluada en x4, con x; y x, puntos cualesquiera de la funcion

c) Pienso que el leguaje simbdlico y el lenguaje natural son importantes para la
matematica ya que el lenguaje simbolico es propio de la matematica, tiene la ventaja de
que prescinde del empleo de expresiones del lenguaje coloquial y permite su comprension
directa independientemente del idioma de la persona que lo emplea pero es
imprescindible que sea ensefiado y aprendido, para ello es necesario el uso del lenguaje
natural.

es la pendiente de la recta secante, f(x,) es la funcién evaluada en x, y f(x;)

1.5 4

C psA

-1.5 /—“I -058 o 05 1 18

Consigna 2:

Se tienen f y g dos funciones polinémicas distintas que cumplen que toman los mismos
valores en x =a y en x = b. Responder las siguientes preguntas y explicar las
respuestas.

a) ¢Es posible que fy g coincidan en todos los valores entre a y b?
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b) Si en un punto intermedio entre a y b la f es mayor que g, ¢hay alguna condicion que
deba cumplirse para que en todos los puntos entre a y b, la f siempre sea mayor que g? Si
es asi, explicitar la condicion, enunciar la proposicion que la incluya y probarla. La
proposicién que deben probar les tendria que quedar algo asi: si f y g son dos funciones
polindmicas distintas que cumplen que toman los mismos valoresen x =ayenx =by
que ademas * acd iré la condicion que propongan®, entonces en todos los puntos entre a
y b, la f siempre es mayor que g. Si no hay tal condicion, justificar por qué.

a) Borrador:

b) Consigna resuelta:

a) No es posible que fy g coincidan en todos los valores entre a y b, ya que para que
coincidan f y g deben ser iguales en ese intervalo pero como las funciones son distintas
salvo en ay en b, aunque puede suceder que coincidan en mas de un punto no sucede que
coincidan en todos los valores en dicho intervalo.
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b) si f y g son dos funciones polinémicas distintas que cumplen que toman los mismos
valoresen x = a y en x = b y que ademas cumple que

)=o) (o — x0) + f(xg) > w (x —xo) + g(x,) en el puntox, Y que las
1~ 0

X1 = Xo
funciones f y g son continuas en el intervalo a, b, entonces en todos los puntos entre a y
b, la f siempre es mayor que g.

c) Explicacion a un compariero:

Si tenemos dos funciones polindémicas f y g distintas que cumple que toman los mismos
valores en a'y en b es decir que f(a)=g(a) y que f(b)=g(b) y que ademés también cumple
que la recta tangente de f en el punto x, es mayor que la recta tangente de g en el punto
Xo , Y que ademas f y g deben ser continuas en el intervalo a, b. Si pasa esto la funcién f
es mayor que la funcion de g es decir que todos los valores de f en el intervalo son mayores
que los valores que toma g en dicho intervalo.

d) Reflexion:

Para realizar la consigna probé con distintas formas, primero platee que los valores que
debe tomar f deben ser mayores a los valores que toma g, pero con eso no pude llegar a
deducir nada como condicion, luego realice graficos para ver si podia concluir alguna
condicion y de alli se me ocurrio que trazando las rectas tangentes a f y a g, el punto por
donde pasa la recta tangente de f deberia ser mayor al mismo punto por donde trace la
tangente a g. No estoy segura de que lo utilizado sea matematicamente correcto para ello
deberia investigar sobre si lo es 0 no. En la realizacion de la misma utilice algunas
heuristicas como trabajar hacia adelante, realizar un grafico, analizar ejemplos,

\ Resolucion de A16

Respuesta consigna 1:
a) La formulacion del enunciado de la consigna, corresponde a una definicion por
que frente a esta condicion se define: la funcion es derivable en el intervalo (X1,
X2) es concava (estrictamente concava)en ese intervalo si dado que X € (X1, X2) Si
- flay< TERIE e x1) + flx).

X2 X1

Es decir, que si la funcion se encuentra por debajo de su recta tangente es una
funcion céncava.

b) En caso de explicar lo presentado en la consigna a un alumno, haria aclaraciones
respecto al uso del lenguaje simbdlico que ahi se plasma en relacion con el
lenguaje natural. Ya que en esta consigna, a simple vista no se podria detectar que
estamos hablando de una recta tangente si no se formalizo las definiciones de
pendiente y ordenada al origen. Aclararia que cuando estoy mencionando
f(x2)—f(x1)

X2-xq
que definir: y=mx + b. Con la diferencia que en la consigna se expresa con las
definiciones formales del formato de la recta tangente de una funcién. Y si
observamos con claridad, deberiamos ejemplificar con un gréafico que nos quiere
decir que una funcion es mas chica que la recta tangente de dicha funcion para
concluir lo que expresa la consigna en lenguaje simbolico en relacion con el
lenguaje natural.

c) Reflexiones:

Respecto al uso lenguaje simbolico y el natural que suele darse en matematica,
creo que el simbdlico es mas riguroso que el natural porque si estoy trabajando
con alumnos de secundaria no estan acostumbrados a trabajar las expresiones tan
formalizadas con sus respectivas definiciones y podria llegar a confundirlos, o

es la definicion de “m” (pendiente) y que esta expresion es lo mismo
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simplemente no se darian cuenta de que tema estamos tratando cuando por ahi ya
es algo que conocen. Por ejemplo, en este caso, si los alumnos ya trabajaron con
rectas tangentes con el formato y-yo=m(x-xo0) y no con el formato que da la
consigna por ahi no se den cuenta que es lo mismo con lo que venian trabajando.
Solo porque no formalizaron las definiciones de pendiente y ordenada al origen.
En cambio, si estoy en un &mbito superior no seria tan riguroso trabajar con el uso
del lenguaje simbdlico. Como mencione antes, usaria un formato u otro
dependiendo del nivel en que este trabajando. Aunque se podria ver que el uso del
lenguaje simbalico, en este caso, me brinda mas informacion sobre la funcion que
el uso natural, me da datos sobre la recta tangente sin tener que recurrir a un
manejo algebraico. Es decir, a simple vista puedo ver quién es el punto (X1, X2),
puedo reemplazar valores y obtener la pendiente, al ver la desigualdad entre dos
funciones puedo deducir si una es mayor que la otra. Por lo cual, creo que el uso
del lenguaje simbolico es de gran importancia en matematica.

Respuesta consigna 2:

RORLIP R s i
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b) Resolucion de la consigna:

a) Es posible que las funciones f y g coincidan en todos los valores entre x=a y x=b.

b) Proposicién:
Si fy g son dos funciones polindmicas distintas, continuas y derivables en
(a,b) donde se cumple que toman los mismos valoresenx =ayx =D, es
decir f(a)=g(a) y f (b)=g (b) y ademas, al tomar un punto intermedio x=c
€ (ab)tal que f(c)<g(c)yf <g en (a b) entonces f< g en (a, b)
entonces en todos los puntos entre dicho intervalo, la f siempre es mayor
que g.

Demostracion:

A partir de tomar que ciertos puntos coinciden, se plantea por el absurdo,
es decir que g=f. Entonces se considera la funcion g—f. De las hipotesis
sigue que (g —f) (0) >0y que(g—f) =g —f =0en (a, b). Luego (g —
f) es creciente en ese intervalo, y por lo tanto también en (a, b). En
consecuencia, para todo x, (g — f) (x) > (g — f) (c) > 0. Estoes, f(x) <g
(x) parax € (a, b).

c) Explicacién a un compafiero:
Empiezo contandote como arme la proposicién, después de ver un par de
ejemplos observe que si era un punto intermedio entre (a,b) selecciono un
punto cualesquiera que pertenezca a ese intervalo que se compone por los
extremos que coinciden las funciones f y g (x=a y x=b). Ese punto
intermedio lo identifico con el nombre “c” y cuando lo evaltias en ambas
funciones a una le corresponde un valor en el eje y y a otra le corresponde
otro valor, de esos dos me define quien es la mayor y la menor. Es decir,
que hago (c, f(c)) y(c, g (c)) y de ahi concluyo cual es la mayor por lo
tanto esa seria mi otra condicion para la proposicion. Ademas tengo en
cuenta que son continuas y derivables las dos funciones que luego sirven
para la demostracion. Al momento de la demostracion, tengo que llegar a
que f es mayor que g en cualquier punto del intervalo por lo tanto comencé
con el absurdo es decir que f es igual a g en el intervalo (a,b) para luego
mediante propiedades de funciones, concluyo que la diferencia de f - g>0
al evaluarla en c, se sigue cumpliendo por lo tanto me queda que f(c)<g(c).

d) La reflexién que realice para llegar a la demostracion propuesta, fue
empezando a tomar ejemplos que me llevaron a generalizar lo plasmado y
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recordar un poco lo que se realizaba cuando se analizaba las integrales
entre curvas para formar la idea propuesta. También me fue util ver
distintos gréaficos. Ademas, para la demostracion de esta proposicion me
fue atil encarar por el absurdo y asi llegar a lo que queria a través de
algunas propiedades de suma de funciones, manejo algebraico entre otros.
Porque si empezaba por mi afirmacion, no sabia como incluir las
condiciones que habia propuesto como hipotesis. En este caso, tuve en
cuenta que eran funciones polindmicas continuas y derivables en el
intervalo.

Resolucion de A17

Resolucién consigna 1:
Vamos a reordenar los términos

2) - fxt
£00 <f(xx3_ﬁx ) (x—x1)+ f(xD)

2) — 1
fx)—f(x1) < (xx; _iix ) (x—x1)
f(x)—f(x1)<f(x2)—f(x1) (x —x1) # 0

(x—2x1) x2—x1
Ubiquemos esta relacién segun el tipo de grafico que tenemos
* Si dentro de nuestro intervalo (x1,) x1<x2 la funcion no es estricto creciente o
decreciente

* Si dentro de nuestro intervalo (x1,) x1<x2 la funcidn es estricto creciente y concava,
no podemos establecer dicha relacion
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* Si dentro de nuestro intervalo (x1,) x1<x2 la funcion es estricto creciente y convexa,
cumple la relacion

Analogamente podemos pensar cuando la funcion es decreciente

a) Sobre la formulacion del enunciado de la consigna: ¢corresponde a una
definicidn, a una propiedad, a una demostracion o a otra cosa? Explicé tu respuesta,
trata de indicar qué del enunciado te permite responder esta segunda pregunta.

Corresponde a una propiedad de la curva una funcién. Dependiendo de la concavidad que
tenga dentro de un intervalo cuando la funcién es estricatamente creciente o
decrececiente, podemos establecer esta relacion, vale aclarar que no debe haber puntos
de inflexion, asi tenemos una cancavidad (o convexidad) estricta.
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b) Si pensaras en explicar lo presentado en la consigna a un alumno, ¢harias algun
tipo de aclaracién respecto del uso del lenguaje simbélico que ahi se plasma en
relacion con el lenguaje natural que usarias para explicarlo?

Si los alumnos ya han visto funciones y sus respectivos graficos, quizas no sea necesario
ningun tipo de aclaraciéon, la mayor dificultad que pueden encontrar es tomar la
inecuacion tal como nos la dan, para una mejor visualizacion lo ideal seria un
reordenamiento de los términos y establecer una relacion m{as simetrica por asi decirlo,
usaria el lenguaje natural para que pensemos, por ejemplo, en proporciones de un
triangulo. Si no manejan concavidad y convexidad, les plantearia la idea de como seria
mi curva si es “feliz” o “triste”.

c) Te pedimos que reflexiones sobre el uso del lenguaje simbdlico y el natural que
suele darse en matematica. Como guia (y sin la intencién que respondas una por
una, te proponemos algunas preguntas como para orientar tu reflexion): ¢;tienen la
misma rigurosidad?, ¢usarias alguno de manera predominante en clases que estén
a tu cargo?, ¢es posible prescindir de alguno de ellos?, etc.

Pensado en ambos lenguajes debemos ver en que &mbito nos encontramos para hacer un
uso mas eficaz de ambos, si estamos frente a pibes de la escuela, es probable un uso
predominante del lenguaje natural, si bien no es riguroso, es mas eficaz explicarle a
personas que recien se estan formando academicamente, es probable que enganchemos y
hagamos entender de una manera mas coloquial los conceptos matematicos mas
relevantes que quisieramos que se lleven nuestros alumnos, la rigurosidad debe estar
presente pero lo prescindiria después de hacer un cierre, e institucionalizar el saber.
Ahora si estamos en un ambito académico, el lenguaje simbdlico seria el predominante,
esto es por una cuestion de poder apelar a ciertas propiedades, teoremas y formulas que
son necesarios para seguir avanzando en la materia, el lenguaje natural no descarto usarlo,
pero a medida que profundizamos un tema, se vuelve casi imposible no apelar a lo ya
visto y recordarlo en lenguaje simbdlico.

Resolucion de A18

Resolucion consigna 1
Al tratar de resolver esta funcion voy a intentar simplificar la expresion

{fl’xz)—ﬂfxﬂd

Xz — Xy

fix) (x—x9) + f(xq)

f(x2) (x = x1) — fQx1) (x — x1) + f(x1) (2 — x1)

Xz — Xy

flx) <

flxz) (x—x1) — f(x1) (x —x3)

L2 — Xy

flx) <

A continuacion, voy a probar con ejemplos conocidos de funcién para ver cuales casos
cumple la desigualdad. La primera que se me ocurre es una cuadratica con Yv=5, Xv=1
y raices en X1=-2 y x2=4. Reemplazando dichos valores me queda que la funcién es
menor que cero. Lo cual es absurdo porque en el intervalo de x (-1,4) la funcion es mayor

Anexo Ill 39



que cero. No conforme con este resultado hago un segundo intento pero de una funcién
cualquiera no definida pero cuyo grafico se me ocurre podria ser de la siguiente forma.
y

N

Si bien no sé cudl seria la funcion puedo saber que en F(7)=F(9)=8. Reemplazando en la
funcion veo que me queda la siguiente desigualdad.
8 (x—-7)—- 8(x—9)
flx) < o = 8

Esto seria cierto si la curva en ese intervalo fuese esta otra.
Y

NN

Entonces se me ocurri6 utilizar el Geogebra para analizar casos especificos y obtuve los
siguientes resultados
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Donde f(x) es la funcion cuadrética, g(x) el resultado de la derecha de la desigualdad para
x1=0 y x2=2, h(x) el resultado de la derecha de la desigualdad para x1=2 y x2=4, y p(x)
la derivada de la funcion. Vemos que para dicho caso no se cumple la desigualdad incluso
si eligiera X1=r1y X2=r2 (raices de la funcion) la desigualdad me queda f(x) < 0.

Luego hice otro ejemplo donde la funcion cuadrética es concava hacia arriba:
g f 8 ]

f(x) = X +4x+3
g() = —2x-5

h(x) = 2x+3

® @ 0 @

p(x) = 2x+4

En este caso vemos que la desigualdad se cumple pues f(x) <g(x) en el intervalo (-4,-2),
f(x) < h(x) en el intervalo (-2,0). Incluso si utilizara x1=-3 y x2=-1 la desigualdad me
queda f(x) < 0 lo cual es cierto en el intervalo (x1,x2). ;Pero cuél es la diferencia?
Observando las derivadas de veo que la pendiente de la segunda es positiva mientras que
la de la primera es negativa. Entonces vemos que si bien es una propiedad, solo se cumple
para algunas funciones. VVoy a tratar de ir un poco mas lejos y voy a analizar que sucede
para la siguiente y voy a mostrar los siguientes dos ejemplos
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a indefinido A \;'-l ? &
@ hix)= ' +x -2x+3
D elx) Gx+2

@ H( = 4x+3

En este caso h(x) es lo que resulta del lado izquierdo de la desigualdad al elegir x1=0y
x2=1. Vemos que no se cumple la desigualdad. Por estos casos puedo llegar a concluir
que la desigualdad se va a cumplir o no dependiendo de la concavidad de la funcion
cuando sea concava hacia afuera f(x) < a la expresion dada, mientras que f(x) sera > que
la otra expresion cuando sea concava hacia adentro. Por otro lado dicha expresion sera
igual a la funcién cuando esta no tenga curvatura es decir sea una recta.

b) Seria bueno hacer una lectura en lengua natural del enunciado, para que sea mas
“familiar” para ellos y se entienda bien que es lo que se pide. Igual esto dependera del
nivel en el que se encuentren en cuanto al uso del algebra y estudio de funciones.

c) Me parece que el uso del lenguaje simbdlico es una importante herramienta para la
comprension y validacion de problemas matematicos. Es importante que los alumnos
puedan entender un enunciado dado en lenguaje algebraico o transformar el lenguaje
natural a simbolico. Sin embargo, esto debe ser gradual, es decir, introduciendo
conceptos, definiciones y luego darselos en forma conjunta introduciendo poco a poco
nuevos terminos.

Resolucion consigna 2:

1. Es posible que dos funciones distintas tomen valores iguales en dos extremos de
un intervalo (a,b) y dentro de él también coincidan todos sus valores. Por ejemplo
podemos ejemplificar esto con una funcion cualquiera f(x) y luego otra g(x)
funcién partida determinada por f(x) en un intervalo cerrado [a,b] y h(x) en los
demés puntos. Dicha funcidn tomaria los mismos valores en todo el cerrado [a,b].

2. Dada una funcion f(x) y g(x) definida en un intervalo (a,b), en el cual existe un
punto en el cual f(x) >g(x) es condicidén para que siempre f>g que la interseccion
en ese intervalo de ambas funciones sea cero. Esto es necesario ya que de haber
interseccion podrian cruzarse y g(x) > f(x) y de no ser asi, f(x)=g(x) en ese punto
de todas formas por lo tanto tampoco f(x) > g(x).

Enunciado

Si fy g son dos funciones polindmicas distintas que cumplen que toman los
mismos valores en x1=a y x2=b y ademas se sabe que f >g en un punto del
intervalo (a,b)y son continuas, entonces f >g en todos los puntos de dicho
intervalo si y solo si no existe interseccion de las funciones en dicho intervalo.

3. Borrador
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glx) f(x)

Si tengo dos funciones continuas que tienen los mismos valores en dos puntos ay b, y
sabemos que en un punto del intervalo (a,b) f es mayor que g entonces para que todos los
valores de f en ese intervalo sean mayor que g no tienen que intersecarse porque podrian
pasar dos cosas:
a) Que se crucen entonces habria puntos donde g es mayor que f porque f paso
“abajo” y g quedo “arriba”.
b) También podria pasar que no se crucen, sino que solamente se toquen y luego f
sea huevamente mayor a g pero asi habria puntos donde f=g y no queremos esto.
Por eso al descartar la interseccién nos aseguramos que TODOS los puntos de la
funcién de f son mayores que g en el intervalo (a,b).

4. Para la resolucion del problema y encontrar una condicion para que la propiedad
se cumpla use la heuristica trabajar hacia adelante ya que aborde el problema
partiendo de las condiciones iniciales. Luego realice un dibujo de dos funciones
que cumplian con los datos que me daba el enunciado. Y finalmente considere dos
funciones que se intersecan en dos puntos como por ejemplo una lineal y una
cuadrética que sirvan para ejemplificar y explorar el problema.

Resolucion de A19

Resolucion consigna 1:

Significa que al considerar un intervalo abierto (a,b) y elegir dos elementos cualesquiera
denotados X1y X2 que estan dentro del intervalo con x1 menor que Xz, se puede ver que
para cada uno de los elementos x tal que x1 < X < Xz, es decir que esta entre los valores
elegidos, se cumple una relacion. Esta relacion se define de forma tal que dada una
funcidén que depende del elemento x es menor que la recta definida por esos elementos en
el intervalo determinado.

Anexo Il 43



Considero que la consigna corresponde a un Lema o parte de una demostracion. Al tener
[T 3]

la puntuacion “:” podria pensar que se trata de una definicion, pero sin los datos precisos
de caracterizacion de la funcion fintroducida, afirmo que una definicion no podria ser.

En relacion a la explicacion a un alumno, aclararia que lo que basicamente se dice es que:
si elijo un intervalo y un numero dentro de él, obtengo que la funcion en ese valor es
siempre menor a la recta definida como se muestra, en el intervalo elegido.

Creo que, si tendria una clase a cargo, usaria de igual manera el lenguaje simbolico y el
natural. El lenguaje simbdlico es propio de nuestro lenguaje como futuros profesores y
trataria de ensenarles de la manera en coémo me lo ensefiaron o lo aprendi. Ademas de
esto, si en algin momento quieren independizarse del profesor y recurrir a libros, los
cuales usan parte simbolica, resulta necesario mostrar y ensefar la simbologia con la que
se trabaja en matematica. Sin embargo, esto no des amerita el uso del lenguaje natural, ya
que la explicacion en un lenguaje comlin a todos es necesario para establecer la
comunicacion y la comprension de lo que resulta extrafio o ajeno a identificar a simple
vista. En éste caso, el objetivo es que el alumno aprenda el uso de la simbologia y a
entender qué esta escribiendo.

Resolucién consigna 2:
DATOS:

*  f(x) y g(x) distintas

* flg=g@ y  fib)=g(®)
a) No es posible que las funciones coincidan en todos los valores que hay entre a y b ya
que las funciones son distintas. En caso de coincidir serian la misma funcion, lo que seria
una contradiccidn a la hipotesis de que son distintas.

b)sia<c<by g(c) <f{c) lacondicion que debe cumplirse para que f sea siempre mayor
que g es la siguiente: para cada x en (a,b) f(x) # g(x)

Proposicion:

Si f'y g son dos funciones polindmicas distintas que cumplen que toman los mismos
valores en x=a y x=b y que ademas para cada x en (a,b) f(x) # g(x), entonces en todos los
puntos entre a y b, la f'siempre es mayor que g.

Intentos:
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Demostracion:
Considero la siguiente funcion auxiliar h(x)= f(x)- g(x).

Sé que f y g son polinomios y que h es continua en el intervalo [a,b] ya que es
resta de f'y g, funciones continuas en [a,b].

Sabiendo ademés que en un valor ¢, con a < ¢ < b, f(c) > g(c) entonces h(c)> 0.
también, por hipdtesis f{x) # g(x) en (a,b) y por esto, h(x) # 0 en (a,b).

Luego, h(x) cumple con el Corolario del Teorema de Bolzano, con lo que h(x) >
0 en (a,b). Es decir, f(x)-g(x) > 0 y por lo tanto f(x) > g(x). Asi queda demostrada la
preposicion.

Explicacion:

Considero distintos ejemplos sobre dos funciones que cumplan con lo pedido con
las condiciones planteadas en la proposicion. Descarto las posibilidades de funciones
partidas porque no cumplen con las hipotesis dadas. La condicion adicional que
determino que es necesaria para poder cumplir lo requerido tiene que ver con los valores
que toman las funciones en un intervalo elegido.

Lo que se quiere demostrar es que, a partir de las hipotesis, se llegue a que en
todos los puntos entre a y b, la f'siempre es mayor que g.

Para plantear la demostracion lo que hice fue guiarme por medio de distintos
graficos y asi determinar alguna regularidad para luego determinar de alguna manera lo
que observaba. Luego de esto, considero una funcion auxiliar h determinada por las dos
funciones dadas, la cual es la resta de las funciones. Esto fue para utilizar las hipotesis
planteadas. Las funciones valen lo mismo en los extremos del intervalo, son distintas en
todo el intervalo y en un punto intermedio f es mayor que g.

Las hipotesis plantadas cumplen también con las del Corolario y concluyo que h
es positiva en (a,b). Pero como h estaba definida como la resta de f'y g, entonces se tiene
que la resta de las funciones es mayor a cero y al despejar obtuve que f es mas grande que
g en todo el intervalo dado (a,b). Por lo tanto, queda demostrado lo enunciado.

Reflexion:

La demostracion realizada utiliza heuristicas a lo largo del planteo. Comienzo
planificando la organizacién de prueba colocando los datos presentados. Procedo a
realizar dibujos y graficos para visualizar el problema o idea a plasmar. Recurro a teoria
relacionada ya que las manipulaciones algebraicas y los fundamentos estan extraidos de
ejercicios resueltos anteriormente donde involucra funciones: sus caracterizaciones y
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condiciones. En esta manipulacion algebraica y tedrica, introduzco un elemento auxiliar,
el cual seria la funcion h(x) determinada por los datos.

Entiendo que ninguno de los intentos me resulto facil para llegar a la demostracion
requerida, pero el primer intento pauto la utilidad del planteo sobre la distancia entre las
funciones que se desprendi6 en la demostracion realizada.

Resolucion A20

Resolucion de la consigna 1:

Sean x1 Yy X2 dos valores cualquiera pertenecientes al intervalos (a, b), con X1 menor a x2,
y sea X un valor cualquiera perteneciente al intervalos (x1, X2). La funcion f evaluada en
cualquiera de los valores que puede asumir x, es menor a la funcion lineal que pasa por
los puntos (x1, f(x1)) y (x2, f(x2)), evaluada en ese mismo valor de x.

a) En el enunciado se pide que f verifique una condicién, podriamos cambiar la palabra
“condicion por “propiedad” y al idea seria la misma.

Por ejemplo:

Toda funcién que cumplan con esta condicion [...] le pasara tal o cual cosa.

Toda funcién que cumpla con esta propiedad [...] le pasara tal o cual cosa.

Las dos frases trasmiten la misma idea.

Por otra parte, si fuese una definicion se tendria que nombrar algo de lo que se presenta
y si fuese una demostracion, tendria que mostrarse un resultado en base a relaciones u
operaciones. Ninguna de estas dos cosas ocurre.

Conclusién: El enunciado hace referencia a una propiedad de la funcion.

b) Si uno presenta esta propiedad en clase, se supone que los estudiantes reconocen y
manejan la mayoria de los simbolos:

e f(x) como una funcion de variable independiente x;

e Lossimbolos de “>"y “<”,

e Y aunque en el enunciado no lo dice, la expresion mostrada tiene toda la pinta de
hablar de x como una variable continua (si no es asi, haria la aclaracion
correspondiente);

En cuanto a los simbolos: V, €y (a, b), los iria presentando en forma gradual, de uno en
uno y después de haber escrito varios enunciados en forma literal.
Por ejemplo:
e Enunciado en forma oral:
En el conjunto de los nimeros reales, entre cualquier par de valores x1 y x2 ha de
ocurrir alguna de las siguientes relaciones: (x1 < X2) 6 (X1 = X2) 6 (X1 > X2).

Y escribo en el pizarron mientras explico el significado del simbolo:

V x1, X, (Para todo x1 y x») perteneciente al conjunto de los numeros reales ha de
ocurrir alguna de las siguientes relaciones: (x1 < X2) 6 (X1 = X2) 6 (X1 > X2).

De ahora en adelante, utilizo el simbolo V en los enunciados escritos.

e Maés adelante, introduzco otro simbolo de los mencionados
Para todo xi, x2 pertenecientes al intervalos abierto a, b, pero no los extremos del
intervalos, es decir ni a, ni b, ha de ocurrir alguna de las siguientes relaciones: (x1
<X2) 6 (X1 =Xx2) 0 (X1 > X2).

Y escribo en el pizarron mientras explico el significado del simbolo:
V x;, X, pertenecientes al intervalo (a,b), Ha de ocurrir alguna de las
siguientes relaciones: (X1 < x2) 0 (X1 =X2) 0 (X1 > X2).
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e Siguiendo con la misma rutina presento el simbolo de pertenencia.
Oralmente:
Para todo x perteneciente al intervalo abierto x1, X2, se verifica que x es mayor
que X1 Pero menor que Xa.
V x € (x1,x3),con x; < x,; severificaque: x; < x < x,.

¢) El lenguaje simbdlico tiene la ventaja de condensar informacién mas eficientemente
que el lenguaje cotidiano, se expresa una idea con minima cantidad de simbolos y sin
ambigledad. Por supuesto, esta se ve como una ventaja cuando uno comienza a dominar,
o0 ya domina, el lenguaje simbdlico. Pero para el estudiante que recién se inicia en el area,
el precio que hay que pagar por esta ventaja se ve reflejado en un retraso en la
comprension de las ideas que se quieren trasmitir, ya que el simbolismo, en principio, se
presenta como una barrea a superar antes que un allanamiento del camino hacia las ideas
matematicas.

En consecuencia, el equilibrio entre tiempo, orden y forma en que se le presentan los
contenidos al estudiante es clave para lograr un abordaje “suave” hacia un nivel de
conocimiento superior.

El simbolismo es una caracteristica positiva de la disciplina pero que tendra que venir
después de presentar las ideas matematicas en lenguaje cotidiano y escritura literal. Una
vez que el estudiante domine las ideas y haya escrito largas freces para trasmitirla, recién
entonces podra ver al simbolismo como una ventaja, y en base a esta valoracion, abocarse
a su apropiacion.

Resolucién de la consigna 2:

Resuelvo la consigna, (parte a)
Supongo que f: R - Ryque g: R = R, con sus respectivos coeficientes, también reales.
1°)Si a=b, Ax € (a,b) ya que el conjunto (a,b) = @. Respondiendo a la
pregunta, no es posible que fy g coincidan en todos los valores entre a y b ya que,
para este caso, nos existen dichos valores.

2°) Si a # b, entonces (a, b) # @ y existen infinitos valores de x tal que a < x <b.
2.1. Por el enunciado sabemos que f(x) # g(x).

2.2. a) Supongamos que 3(a,b) /Vx € (a,b): f(x) = g(x) y gr(f) # gr(g).
(Sin perder generalidad, podemos suponer que gr(f) > gr(g)).

Sean

f(x) =ag+ a;x + a,x* + -+ ayx™, cona, 0
y

g(x) = by + byx + byx? + -+ by x™, conb,, # 0

Entonces, tomando un valor cualquiera x € (a, b), se tiene que:

fx) —g(x) =0

(ap + ayx + azx® + -+ apx™ + - + apx™)
— (by + byx + byx? + -+ bpx™) = 0

(ap — bo) + (a1 — bx + -+ (A — bp)x™ + A x™ + - + @ x™ =
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Como esto debe cumplirse Vx € (a, b), entonces:

(ag — by = 0, a,—b;=0,..,am — by =0)y (Aperx™ T+ + ax™
=0)
Pero si
A1 X+ +a,x"=0, Vx€(ab)
Entonces

A1 X+ o+ a1 x™ L = ayxt, (recordemos que a, # 0)

Los dos polinomios deben ser iguales, lo cual es falso, ya que:

gr(@mex™ + o+ apx" D) =n—-1<n=gr(a,x")
Este camino nos lleva a una contradiccion. Es decir, no es posible que:
Vx € (a,b): f(x) = g(x), cuando gr(f) # gr(g).

2.2.b) Supongamos que 3(a,b) /Vx € (a,b): f(x) = gx)y gr(f) = gr(g).
En este caso tendriamos:

flx) =ag+ ajx + ax? + -+ a,x™, cona, #0
y

g(x) = by + byx + byx? + -+ byx™, conb, # 0

Operando bajo la suposicion hecha
fx)—gx) =0, VxE€(ab)

(ap + a;x + apx? + -+ apx™ + -+ + a,x™)
— (by + byx + byx? + -+ byx™) =0

(ag—by) + (@ —b)x+ -+ (a,—b)x" =0

Nuevamente, para que la igualdad se verifique Vx € (a, b), necesariamente:

(ap —by) =(a; —by) = =(ap—by,) =0
Pero si los coeficientes de los respectivos términos de f y de g son iguales y ambos
polinomios tienen el mismo grado, entonces son iguales. Esto contradice la
hipotesis 2.2.1.
Este camino también nos lleva a una contradiccion, por lo cual concluimos que:

Si f(x) # g(x) , no es posible hallar un intervalo (a, b) tal que V x € (a,b): f =
9g.

Resuelvo la consigna, (parte b)

Condicion: Si [ f(xg) > g(x,) para algun x, € (a,b)]y [Vx € (a,b): f(x) — gx) #
0], entonces f(x) > g(x), Vx € (a,b).

Demostracion:

Seah(x) = f(x) — g(x), entonces, por la primera condicion h(x,) > 0,y por lasegunda
condicion h(x) no tiene raices en el intervalo (a, b).
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Supongamos que 3 x; € (a,b) / h(x;) < 0.
Como h(xy) >0y h(x;) <0, por el teorema del valor intermedio,
Ax, € (a,b) /h(xy) =0
Pero esto no es posible por la segunda condicién. Esta contradiccion proviene de suponer
que
3x; € (a,b) / h(xy) <O.
Como esta suposicion es falsa, su negacion sera verdadera, es decir:
Vx € (a,b): h(x) > 0,
Y por lo tanto
f(x) > gx)Vx € (a,b).

c) Explicacion a un compafiero.
Supongo que mi compafriero esta sentado al lado mio y tenemos la hoja donde desarrollo
la solucion. Puedo reescribir sobre lo escrito y hacer dibujos o esquemas como los que
muestro mas abajo.

En la consigna nos dan dos funciones polinémicas f y g, y nos dicen que valen lo mismo
cuando se evallanenay b.

En el item (a) nos preguntan si es posible que coincidan en todos los valores para todos
los xentreayb.

Bueno, en principio vamos a descartar el caso trivial que es cuando a es igual a b. Sia es
igual a b no hay valores entre medio y por lo tanto f no puede ser igual a g, porque no hay
valores de x para evaluar.

Segundo, ahora a y b son distintos, entonces, como estamos en los reales hay infinitos
valores entre ay b.

Como a priori no sabemos si f puede ser igual o no a g para todos los valores de x dentro
del un intervalo a, b; vamos a suponer que si es posible y vamos a intentar probar la
proposicion. Una proposicién matematica es una oracion de la cual puede decirse si es
verdadera o falsa, es decir, si nosotros suponemos algo y en base a eso hacemos un
desarrollo matematico y llegamos a una contradiccion, entonces la suposicién no es
verdadera y si no hay otra posibilidad para explorar, la negacion de la suposicion ha de
ser verdadera.

La idea esquematica es la siguiente:

Camino

| C ontradicci(')nl ) )
Si todos los caminos
|C0nt1’adicci(')n| posibles nos lleva a

contradiccion,
entonces concluimos
que la suposicion es
falsa y que su
negacion es

O :
Camino{ n verdadera.
N - |C ontradlccu')nl

\
Decimos que si es posible

que [y g tomen los mismos —_————
valores entre ay b

\

Bajo esta suposicion

empezamos a recorrer
todas las posibilidades
que hay )

.

o

Recorramos el primer camino, supongamos que existe un intervalo a, b para el cual fy g
son iguales si los evaluamos en todos los x que estan dentro del intervalo. A demas,
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supongamos que los grados de los polinomios son distintos, por ejemplo que el grado de
f es mayor al de g.

Bajo esta suposicion tenemos que f menos g nos da cero para todos los valores de X entre
a y b. reemplazando y operando llegamos a una contradiccion: “dos polinomios son
iguales pero tienen distintos grados”. Este camino nos lleva a una contradiccion, por lo
tanto, la suposicion no es verdadera. Modifiquemos la suposicion y recorramos otro
camino.

El segundo camino, supongamos que existe un intervalo a, b para el cual fy g son iguales
si los evaluamos en todos los x que estan dentro del intervalo, pero ahora los grados de
los polinomios son iguales.

Otra vez, f menos g nos da cero para todos los valores de x entre a 'y b. reemplazando y
operando llegamos a otra contradiccion: “los dos polinomios son iguales, pero el
enunciado nos decia que los polinomios eran distintos”. O sea que esta suposicion,
tampoco es verdadera.

Y como ya no hay méas caminos por explorar, entonces concluimos que si f y g son dos
polinomios distintos, no existe un intervalo a, b, tal que para todos los x dentro de ese
intervalo f sea igual a g.

Para resolver la parte b de la consigna utilizamos la misma idea. Suponemos algo como
verdadero y operamos a partir de ahi, si llegamos a una contradiccion, la suposicion no
era verdadera y por lo tanto su negacion si sera verdadera.

En el enunciado nos dan un dato “existe un valor xo entre a y b tal que f(xo) es mayor que
g(Xo)” y nos piden que agreguemos una condicion (si es que se puede), para que en todos
los puntos entre a y b, f sea mayor que g.

Nos inventamos una funcion h(x) = f(x) — g(x) y pedimos que h no tenga raices entre a y
b (esta es la condicién que ponemos).

Supongamos que existe un valor X1 entre a 'y b tal que h(xz1) < 0.

Por el dato que nos dan, sabemos que f(xo) - g(xo) > 0, y por lo tanto h(xo) > 0.

Por la suposicién, tenemos que h(x1) < 0.

Si h(xo) > 0y h(x1) < 0 para Xo y X1 dentro del intervalo a, b. Por el teorema del valor
intermedio, existe un X, perteneciente al intervalo a, b. Tal que h(x2) = 0. Pero esto
contradice la condicién que pusimos, llegamos a una contradiccién y por lo tanto la
suposicion que hicimos “existe un valor x1 entre a y b tal que h(x1) < 0” es falsa y su
negacion ha de ser verdadera.

La negacion de un operador existencial nos da un operador universal seguido de la
negacion de la proposicion, asi llegamos a que:

Para todo x entre a y b, no es cierto que h(x) < 0 y como tampoco puede ser igual a cero
por la condicién que pusimos solo queda la posibilidad de que h(x) > 0, o lo que es los
mismo, f(x) > g(x) para todos los x entreay b

d) Reflexion sobre los procesos de demostracion.

La heuristicas que utilice fueron: Planificar (trabajar hacia adelante), Activar experiencias
previas (recurrir a teorias relacionadas, razonar por analogia) y modificar el problema
(dividir el problema en sub problemas). Pero de esta tres, creo que la que mas utilice fue
la de activar experiencias previas al recordar y utilizar las resoluciones de hechas en
analisis matematico y algebra. No estoy cien por ciento seguro de que mis demostraciones
son correctas, pero tengo confianza en que mi razonamiento, en general, si lo es. Segun
creo, la seguridad llega con el tiempo y después de mucho trabajo sobre el tema y todavia
no me veo en ese lugar. Lo que méas me resultd Gtil es sentarme a pensar, recordar
demostraciones, tomarme un tiempo entre resolucion y resolucion, mis borradores son
partes inconclusas de lo que presento aqui. También me resulto util el consultar algunas
definiciones en libros y apuntes bajados de internet.
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Anexo.
Iméagenes de alguno de mis borradores.

Parte a Parte a

Parte b Parte b
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