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RESUMEN

Las imagenes satelitales contienen una enorme cantidad de informacién espacial.
Para capturarla varios autores proponen, en el marco del modelado estocastico de
una imagen, el uso de Campos Aleatorios Gibbs-Markov. Entre la variedad de
modelos de Markov, diversos autores sugieren, en particular, el modelo
Autobinomial como modelo apropiado para la caracterizacion de datos reales y
generacion de texturas sintéticas. Esta clase de modelos estocasticos provee una
descripcion intuitiva de la imagen a través del vector de parametros de su funcion
energia. La estimacion de este vector de parametros es el paso clave en la
extraccion de la informaciéon espacial y en la caracterizacion del contenido de una

imagen.

El objetivo principal de este trabajo de tesis es evaluar la sensibilidad de los
métodos de estimacion del vector de parametros de un modelo Gibbs -
Autobinomial: Maxima Pseudo- verosimilitud y el estimador de Minimos Cuadrados
Condicional ante la presencia de “outliers”, desviaciones del modelo supuesto y/o
distintos grados de contaminacion de diferentes patrones homogéneos de textura.
Para lograrlo se efectu6 un estudio Monte Carlo en ciertas situaciones especificas
del modelo Autobinomial. Se implementé un algoritmo para simular distintas
texturas a partir de la asignacion de diferentes valores al vector de parametros del
modelo Autobinomial y se efectuaron modificaciones necesarias a las rutinas de
software disponibles para determinar las estimaciones de los parametros de un
modelo Gibbs - Autobinomial utilizando los estimadores mencionados. Por otra
parte, se estudié la performance de reglas de clasificacién basadas en la hipoétesis
de que en pequenios sectores de imagenes satelitales puede considerarse que la
textura de la imagen esta descrita razonablemente bien por modelos

Autobinomiales con pocos parametros.

En el analisis presentado, en general, los métodos MCC y MP emitieron resultados

equivalentes. Sin embargo, el estimador MP presenté una mejor performance en las

XVI



estimaciones que el MCC. El método MCC resulté ser mas sensible que el MP frente
a los distintos grados de contaminacion considerados.

Los resultados obtenidos de la clasificacion de la imagen satelital, a través de los
métodos CMC y MP mostraron nivel de concordancia “muy bueno”, por lo que,

podria concluirse que serian clasificadores intercambiables.

PALABRAS CLAVES: Campos Aleatorios Gibbs-Markov, Texturas Sintéticas, Modelo
Autobinomial, Estimador de Maxima Pseudo-verosimilitud, Estimador de Minimos

Cuadrados Condicional, Sensibilidad.
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ABSTRACT

Satellite images contain an enormous amount of spatial information. In order to
capture it, several authors suggest the use of Gibbs- Markov Random Fields, in the
framework of the stochastic modelling of an image. Among the variety of Markov
models, some authors particularly propose the Autobinomial one as the appropriate
for the characterization of real data and the generation of synthetic textures. This
type of stochastic models provides an intuitive description of the image through the
parameters vector of its energy function. The estimate of this parameters vector is
the key step in extracting spatial information and for image content

characterization.

The main objective of this thesis is to assess the sensitivity of the methods of
estimating the parameters vector of a Gibbs-Autobinomial model: Maximum Pseudo
likelihood and Conditional Least Squares estimator in the presence of outliers,
which are deviations from the assumed model and/or diverse degrees of
contamination of different homogeneous texture patterns. To accomplish this, a
Monte Carlo study was conducted in specific situations of the Autobinomial model.
An algorithm was implemented for the purpose of simulating different textures on
the basis of assigning different values to the parameters vector of the Autobinomial
model. All necessary amendments were made to available software routines in order
to determine estimates of the parameters of a Gibbs - Autobinomial model using the
estimators mentioned.

On the other hand, the performance of classification rules was studied. These rules
were based on the assumption that in small sections of satellite images it can be
considered that the image texture is reasonably well described by Autobinomial

models with a small number of parameters.

In the presented analysis, MCC and MP methods showed equivalent results in
general. However, the MP estimator presented a better estimation performance than
the MCC, whereas the latter method proved to be more sensible than the first in the

face of the different degrees of contamination considered.
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The results obtained from satellite image classification by means of CMC and MP
methods revealed a very good concordance level. Therefore, it can be concluded that

they would be interchangeable classifiers.

KEYWORDS: Gibbs-Markov Random Fields, Synthetic Textures, Autobinomial
Model, Maximum Pseudolikelihood Estimator, Conditional Least Squares Estimator,

Sensitivity.
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1

INTRODUCCION

1.1 Descripcion del Problema

Las imagenes satelitales contienen una enorme cantidad de informacion espacial.
Para capturar esta informacion Schroderl et al. [80] proponen, en el marco del
modelado estocastico de una imagen, el uso de Campos Aleatorios Gibbs-Markov.
Esta clase de modelos estocasticos provee una descripcion intuitiva de parametros
de la imagen usando parametros de una funcion energia. Tales autores sugieren, en
particular, el modelo Autobinomial como modelo apropiado para la caracterizacion
de datos reales y generacion de texturas sintéticas. En este modelo la funcion de

energia esta definida por la expresion:
M
H(Xs,és;e):—ln( j—xsns, (1.1)
Xs

donde xs denota la realizacion de un pixel ubicado en la posicion s, 0xs representa el
. . . . . .. . M
sistema de vecinos del pixel xs, M indica el maximo valor de gris y ( j denota los
n
coeficientes de la distribucién Binomial.
La influencia de los pixeles vecinos ponderada por los parametros fj esta

representada por la cantidad:

(Xij +X*ij)

Todos los parametros reunidos en un vector

0= (a, By1, P12, Ba1» Bozs Bars Bags - )T

determinan las propiedades estadisticas de las variables aleatorias { Xs }, esto es, la

apariencia en la imagen que es una realizacion tipica de un tal campo aleatorio.



La estimacion del vector de parametros 0 de la funcion de energia es el paso clave
en la extraccion de la informacion espacial usando modelos de Gibbs. Si bien
existen varios métodos de estimacion de estos parametros [39], segun la literatura
los mas apropiados son: Estimador Maxima Pseudo-verosimilitud (MP) [6] y el de
Minimos Cuadrados Condicional (MCC) [58].Este tiltimo método es el que se utiliza

con mas frecuencia para el modelo Autobinomial por sus propiedades.

En virtud de la relevancia de la estimacion del vector 0, es fundamental conocer las
propiedades de tales estimadores y evaluar su comportamiento ante distintos

grados de contaminacion a diferentes patrones homogéneos de textura.

1.2 Disciplinas o teorias involucradas

El tema desarrollado en este trabajo de tesis se vincula fundamentalmente con la
teoria Estadistica (criterios de estimacion de parametros de un modelo Autobinomial
en el marco de la teoria de Campos Aleatorios Gibbs-Markov y herramientas para
evaluar la sensibilidad de dichos estimadores frente a “outliers” o desviaciones del

modelo supuesto en ciertas situaciones especificas del modelo Autobinomial).

Ademas, esta vinculado con la Informadtica, en la medida en que se debera recurrir a
algoritmos que permitan simular distintas texturas a partir de la asignacion de
diferentes valores al vector de parametros del modelo Autobinomial y la estimacion

del mismo.

También se relaciona con las disciplinas vinculadas con Teledetecciéon de Imdgenes,
dado que las técnicas estadisticas e informaticas habran de ser aplicadas a

cuestiones vinculadas a la interpretacion de imagenes satelitales.

1.3 Estado del conocimiento del tema

A través de los anos, los modelos probabilisticos aplicados al procesamiento de
imagenes, han sido la tematica de varias publicaciones cientificas, conferencias, y

talleres. En la actualidad existen numerosos trabajos respecto al modelado de



imagenes. La mayor parte de estos modelos probabilisticos han sido desarrollados y
exitosamente empleados en otros campos cientificos como por ejemplo, en la

Estadistica Fisica, el Procesamiento de Senales o la Teoria de las Mediciones.

Entre la variedad de modelos estocasticos que han sido usados para generar y
representar texturas se encuentran los Campos Aleatorios de Markov (CAM) [43-
17]. Hammersley and Clifford en 1971 [42], caracterizaron los modelos de Markov
como distribuciones de Gibbs; proporcionando el uso de esta equivalencia como
una simplificacion en la especificacion del modelo y permitiendo obtener

realizaciones del mismo.

En 1974, Besag publica su trabajo mas reconocido [6]. En €l considera modelos
definidos a partir de las caracteristicas locales. Describe los CAM y Campos
Aleatorios de Gibbs (CAG) a partir de funciones energéticas, potenciales y cliqués.
Introduce los modelos Autobinomiales, los Autopoissonianos y Autoexponenciales.
Analiza los modelos Binarios y Gaussianos. Para estimar los parametros de los
modelos, define el método de codificacion (Coding method). Proporciona una nueva
demostracion del teorema de equivalencia de Hammersley y Clifford usando una

expansion de la funciéon de energia que se dice unica.

En 1975, Besag y Moran [8] sientan las bases para realizar estimaciones en campos
Gaussianos. En este trabajo, se sugiere el método de Maxima Pseudo-verosimilitud
(MP) para la estimacion de parametros en un contexto bastante general de CAM,
como alternativa a la estimacion por maxima verosimilitud. En 1977, Besag [9]
comprueba la eficiencia del método de estimacion MP para el caso de campos
Gaussianos y realiza una comparacion entre los métodos Maxima Verosimilitud

(MV), Coding y MP.

Hassner y Slansky en 1980 [43] analizan el uso de CAM como modelos estocasticos
de textura y presentan varios ejemplos particulares de sintesis de texturas, pero no
discuten el ajuste de los CAM para describir texturas reales. El trabajo de Cross y
Jain [17] constituy6 uno de los primeros articulos referidos al modelado de texturas
reales a partir de CAM. Sugieren al modelo Autobinomial, como modelo apropiado
para la caracterizacion de datos reales y generacion de texturas sintéticas. Con el
proposito de sintetizar texturas es necesario estimar los parametros del modelo.
Cross y Jain utilizaron el algoritmo Metropolis (63) para la sintesis y el método de
codigos (6) como proceso de estimacion de parametros. Las bases matematicas de

este trabajo se deben a Besag [6].



Acuna en 1992 [1] propone una modificacion al modelo Autobinomial introducido
por Besag en [7] y un método de estimacion Pseudo-verosimilitud bivariado. En
1994 extiende la utilidad de esta técnica de estimacion de parametros mediante la

flexibilizacion de un cierto supuesto [2].

En 1997, M. Schéder, K. Seidel, and M. Dactu [79] emplean los Campos Aleatorios
de Gibbs-Markov para capturar informacion espacial de imagenes satelitales, y
desarrollan en particular, el modelo Autobinomial [17], modelo apropiado para
dicho propédsito. Se demuestran las capacidades del mismo a través de ejemplos. En
1998 dichos autores [78] completan este trabajo estableciendo los métodos de
estimacion de parametros del modelo con mas detalle y aplicando este modelo a dos

tipos de datos opticos: Landsat TM y RESURS-01.

En 1999, Gimel’ fard [12] centra su trabajo en texturas de imagenes y presenta
nuevas metodologias para su simulacion, recuperacion y segmentacion, utilizando
Campos Aleatorios de Gibbs con multiples interacciones de pares entre senales

como modelos probabilisticos de imagenes.

A principios del ano 2000, Schréder et al. [80] presentan a los modelos de Gibbs:
Gaussiano, Autobinonial y el Exponencial, como una familia poderosa de modelos
para la extraccion de informacion espacial. Definiéndolos mediante funciones de
energia parametrizadas que caracterizan a las interacciones locales entre los pixeles
vecinos. En el trabajo, a través de ejemplos, exponen diferentes metodologias
tendientes a la extraccion de informacién espacial, que van desde la estimacion de
parametros, mediante la seleccion del modelo que mejor describe los datos de
imagen, hasta la segmentacion de toda la imagen en regiones con propiedades
uniformes del modelo. En el mismo afno, Pujol et al [72] efectian una revision
detallada de los modelos de Campos de Markov en vision; estudian los principales
modelos de CAM dependiendo de las formas en que se definen los sistemas de
vecinos y las funciones potenciales (“funciones cliqué”), y finalmente, presentan una
aplicacion concreta a un modelo de CAM para el problema de segmentacion de

imagenes.

Otras aplicaciones del modelo Autobinomial se presentan en [57] donde se
desarrolla e investiga la performance de algoritmos para la deteccion de cara

derivados de consideraciones efectuadas en los CAM. Este trabajo emplea el modelo



Autobinomial para determinar si la informacion presente en sitios especiales (como
por ejemplo, la localizacion de ojos, nariz, contorno facial) es utilizada por el CAM
en realidad para distinguir entre la cara y lo que no es cara. En el mismo ano,
Ozyildiz et al [67] emplean el mencionado modelo del Campo Aleatorio Gibbs-
Markov para modelar textura y la distribucion de Gauss bivariada para la
modelizacion del color de una imagen. En la tesis doctoral [26] se presentan
también, en forma exhaustiva, los conceptos mas importantes concernientes a los
Campos Aleatorios de Markov y se hace uso de los modelos de los CAM de textura y

contorno para el diagnostico precoz de malformaciones.

En el 2001, Johansson [50] presenta un estudio sobre el proceso de estimacion de
los parametros del modelo Autobinomial, comparando el método de Codigos de
Besag con el método de Maxima Pseudo-verosimilitud, como asi también los
meétodos de maximizacion: Simulated Annealing y el Método de Newton-Raphson.
En los métodos de estimacion no observa diferencias significativas. Los dos métodos
de maximizacion determinan el mismo maximo, siendo el método de Newton-
Raphson el mas rapido. Sin embargo este ultimo, resulta imposible de aplicar si la
ubicacion del maximo global difiere mucho de los valores iniciales. En estos casos,

propone la utilizacion del Simulated Annealing.

Finalmente, entre las publicaciones mas recientes respecto a aplicaciones del

modelo Autobinomial pueden citarse:

= [20] Datcu, M., Daschiel, H., Pelizzari, A., Quartulli, M., Galoppo, A.,
Colapicchioni, A., Pastori, M.,Seidel, K., Marchetti, P.G., D’Elia, S. (2003).
“Information mining in remote sensing image archives - Part A: System Concepts”.
En este articulo se aplica el modelo estocastico Autobinomial para capturar
caracteristicas espaciales, espectrales, y las estructuras geométricas presentes

en la imagen de estudio.

= [38] Gimel’ farb, G. and Farag, A. A. (2005). “Texture analysis by accurate
identification of simple Markovian Models”. En este trabajo se presenta un
algoritmo que permite la identificacion precisa (estimacion de parametros) de
modelos simples de Gibbs - Markov (entre los que se encuentra el Autobinomial)
para lograr una mejor segmentacion de imagenes multimodal y la sintesis de

algunas variedades de texturas naturales.



*= [62] Lippok, A. and Reulke, R. (2000). “Discrimination between Urban Area and
Vegetation in high resolution Images Using Markov Random Fields (MRF)”. En este
trabajo se eligio el modelo Autobinomial con el propdsito de segmentar imagenes

sobre la base de las caracteristicas de textura.

= [45] Hebar, M., Gleich, D. and Cucej, Z. (2009). “Autobinomial Model for SAR
Image Despeckling and Information Extraction”. Este trabajo emplea el modelo
Autobinomial para describir las distintas texturas presentes en imagenes de
radar de apertura sintética (SAR). Estimando los parametros de textura mediante
el uso de la inferencia Bayesiana de segundo orden. Los resultados
experimentales con el método desarrollado por Hebar y Cia. prueban que la
textura se preserva bien y que el ruido es reducido en forma significativa tanto en

regiones homogéneas como heterogéneas.

1.4 Fundamentacion del tema elegido

Las potencialidades del analisis de una imagen radican esencialmente en la
dinamica de innovaciones tecnolégicas y teodricas permanentes, que permite el
desarrollo de nuevas propuestas metodologicas dirigidas a proponer criterios
concretos sobre el uso de estas herramientas adecuadas para cada propoésito

particular.

Resulta relevante destacar, el aporte continuo del analisis estadistico proveyendo
modelos para describir en forma robusta informacion espacial de datos de
teledeteccion de imagenes. Contribuyendo también a desarrollar algoritmos
sistematicamente de una manera analitica y no heuristica, para una gran variedad

de problemas.

Al margen de estas consideraciones de caracter tedrico-metodolégico, debe
enfatizarse la existencia de demandas crecientes a cerca de la extraccion de
informacion espacial asociada al contenido de una imagen en las practicas
concretas de investigacion y de asistencia de caracter profesional, especialmente en

las areas de Geografia, Geologia, Agronomia.

Debe destacarse la importancia de los Campos Aleatorios Gibbs-Markov y el modelo

Autobinomial para caracterizar el contenido de una imagen, fundamentalmente en
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lo que respecta al analisis de la textura. Esta ampliamente demostrado el poder de

este ultimo modelo en la generacion de distintos tipos de texturas.

1.5 Objetivos del Trabajo

1.5.1 Objetivo general

Evaluar la sensibilidad de los métodos de estimacion de parametros de un modelo

Gibbs-Autobinomial: Maxima Pseudo-verosimilitud y el estimador de Minimos

Cuadrados Condicional ante la presencia de “outliers”, desviaciones del modelo

supuesto y/o distintos grados de contaminacion de diferentes patrones homogéneos

de textura.

1.5.2 Objetivos especificos

El objetivo principal se lograra en base a la consecucion de los siguientes

subobjetivos:

Desarrollar un algoritmo para simular distintas texturas a partir de la
asignacion de diferentes valores al vector de parametros del modelo

Autobinomial.

Revisar las rutinas de software disponibles para determinar las estimaciones
de los parametros de un modelo Gibbs-Autobinomial utilizando los
estimadores de Maxima Pseudo-verosimilitud y el estimador de Minimos
Cuadrados Condicional, e implementar modificaciones si es necesario, que

permitan adecuarlas a las necesidades concretas.

Estudiar la performance de reglas de clasificacion basadas en la hipotesis de
que en pequenos sectores de imagenes satelitales puede considerarse que la
textura de la imagen esta descrita razonablemente bien por modelos

Autobinomiales con pocos parametros.



1.6 Estructurade la Tesis

La memoria de la tesis se estructura en 7 Capitulos y 3 Apéndices. El contenido de

éstos se detalla a continuacion:

» El capitulo 1 corresponde a esta introduccion.

* En el capitulo 2, se efectiia una breve descripcion de los procesos markovianos
con grilla finita; se introducen los conceptos fundamentales de los Campos
Aleatorios de Markov y de los Campos Aleatorios de Gibbs, y particularmente, se
presenta un resultado importante que permitira representar un Campo
Aleatorio de Markov a través de la distribucion de probabilidad de Gibbs.
Finaliza el capitulo con el desarrollo del modelo de Ising y el Modelo
Autobinomial. A partir de este ultimo, se consideraran dos nuevos modelos:

Modelo Autobinomial H-V y el I-D.

* En el capitulo 3, se desarrollan en detalle las técnicas de Simulaciéon de

distribuciones de Gibbs: Algoritmo de Metropolis y de Gibbs.

* En el capitulo 4, se estudian los estimadores de los parametros en
distribuciones de Gibbs y en particular los distintos estimadores del modelo

Autobinomial y sus respectivas propiedades.

* En el capitulo 5, se desarrolla el Estudio Monte Carlo para analizar la
sensibilidad de los estimadores clasicos de los parametros en el modelo
Autobinomial ante distintos grados de contaminacion a diferentes patrones

homogéneos de textura.

» En el capitulo 6, se presenta el problema de clasificaciéon supervisada en
imagenes satelitales, basandose en los dos modelos Autobinomiales
considerados y en los métodos de estimacion: Maxima Pseudo-verosimilitud y el

de Minimos Cuadrados Condicional.

* En el capitulo 7, se presentan las conclusiones y aportes del presente trabajo de

Magister. Se plantearan también las lineas de investigacion futuras.



» APENDICES

A. Se desarrolla la matematica asociada con las técnicas de simulacion de
distribuciones de Gibbs y el método de maximizacion empleado para determinar
el MP. No se han incluido las demostraciones de aquellos resultados que estan

desarrollados en la referencia indicada.

B. Se presentan los algoritmos que permiten obtener una realizacion de un
Campo Aleatorio de Gibbs, el algoritmo disenado para la contaminacion de
texturas y los que logran la estimacion del vector de parametros de cada uno de

los modelos Autobinomiales considerados mediante el Método de MCC.

C. Se exhiben las estimaciones del vector de parametros de los modelos
considerados, Puros y Contaminados, logradas a partir de los estimadores MCC

y MP.

Este trabajo ha dado lugar a la presentacion de un poster: “Aplicacion de La
Regresion de Deming Ponderada en la Comparacion de dos Métodos de Estimacion
de Parametros del Modelo de Gibbs - Autobinomial”, en el XXXVII Coloquio
Argentino de Estadistica, realizado en la ciudad de San Miguel del Valle de

Catamarca, del 7 al 9 de octubre de 2009.



2

CAMPOS ALEATORIOS DE MARKOV

En este capitulo se presenta una introduccion a los Campos Aleatorios de Markov (CAM) con
grilla finita; se describen en profundidad todos los conceptos mas importantes concernientes
a esta tematica, junto con los resultados intermedios demostrados desde un punto de vista
matematico. Se realiza una exhaustiva descripcion de los modelos de CAM de textura de uso

frecuente: el Modelo de Ising y el Autobinomial.

2.1 Conceptos generales

La teoria de Campos Aleatorios Markovianos originalmente surgiéo de la Fisica
Estadistica. Es una rama de la teoria de probabilidad que analiza las dependencias
espaciales o contextuales de fenémenos fisicos. Es una generalizacion natural de un
proceso de Markov, en donde el indice del tiempo se reemplaza por un indice

espacial.

Los campos aleatorios de Markov (CAM), entre otras aplicaciones, se utilizan para
modelar imagenes con el propoésito de extraer medidas de texturas. Diversos
autores han puesto de manifiesto la capacidad de este modelo de CAM sobre un
sistema de vecinos estandar para modelar y sintetizar microtexturas. Mediante €l
pueden describirse texturas con una fuerte aleatoriedad en la distribucion de los

niveles de gris que caracterizan una imagen.

Una imagen puede definirse a través de wuna grilla o malla rectangular

bidimensional constituida de m x n pixeles uniformemente espaciados (Figura 2.1).
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Sea S el conjunto finito de indices que representan las posiciones de los pixeles, S
={(i,j):i=1,...,m; j=1,.. n} En general, el sitio del pixel se denota mediante la
abreviatura s = (i, j). El conjunto S puede caracterizarse mediante una estructura

matricial.

Figura 2.1 Ejemplo de una imagen. Arreglo

rectangular de puntos (pixeles).

Xll X12 Xln
x _ X21 X21 X2n
_xml Xm2 an_

Figura 2.2 Notacién matricial de una imagen. Cada

xjj representa un pixel de la imagen.

En cada pixel, ubicado en el sitio s, esta definida una variable aleatoria Xs (Figura
2.2). El conjunto completo de variables de todo el arreglo se denotara X = { Xs,
seS}. Se trabajara con campos aleatorios finitos, es decir, donde el conjunto de
variables es finito. Cada variable Xs se le asocia un rango o espacio finito de

estados Ag = { 0, ... , Ms }, que corresponde a los distintos niveles de gris (0

’

corresponde al negro, Ms al blanco y los valores entre ambos son tonos de gris). Xs

denotara cada valor de gris del pixel s. El producto Q = HAS es el espacio finito de
sesS

todas las configuraciones x = (Xs)seg €s decir, es el espacio imagen o textura. Se va

12



a considerar un espacio Q homogéneo, todos los pixeles tienen igual rango de

niveles de gris.

En el espacio de configuraciones Q se define una medida de probabilidad o

distribucién de probabilidad. A cada configuracion x € Q, se le asigna un valor [] (%)

> 0, tal que Zn(x) =1.
XeQ

Definicion 2.1.1 Sea (I, S, IT) un espacio de probabilidad. Una funciéon X definida
sobre I con valores en Q se dira que es un campo aleatorio si se verifica la condicion

de positividad, es decir, si][] (X =x) >0, VX € Q.

Si la medida de probabilidad verifica la condicion de positividad, significa que todas

las configuraciones o texturas son posibles (con mayor o menor probabilidad).

La probabilidad conjunta se denotara [] (x) = ]I (X=x), donde X = (Xs)scg ¥ X =

(Xs)ses-

2.2 Sistemas de vecinosy cliqués

En S existen interrelaciones entre los estados de ciertos pixeles. Estas
dependencias van a ser, en general, locales. Esto significa que en una textura el

estado de un pixel va a depender de los estados de los pixeles cercanos. Para cada
posicion s € S se define un conjunto ds S, cuyos elementos se denominan vecinos

de s.

Definicion 2.2.1 Un sistema de vecinos en el conjunto S8 es la coleccion de

conjuntos 0 = { Os,s €S }, que verifica:

1.s ¢ 0s. (2.1)

2.8 €8t teds (2.2)

3.8=|Jos. (2.3)
seS
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La primera, implica que un sitio no es vecino de si mismo, la segunda establece
que la propiedad “ser vecino de” es simétrica, es decir, si s es vecino de t, éste
ultimo lo sera del primero y la tercera, la uniéon de todos los vecinos conforman a
It 1 del la t , 1 de todos 1 f 1

conjunto S.

En general, los sistemas de vecindario son homogéneos, significa que, conociendo
los vecinos de una posicion s pueden determinarse los vecinos de otra posicion t sin
mas que desplazar a t el sistema de vecinos de s. Son invariantes en el espacio. El
concepto de homogeneidad no es valido para los pixeles de borde; sin embargo, se
va a seguir considerando al vecindario homogéneo, suponiendo implicitamente el

efecto de bordes.

Los sistemas de vecinos son isétropos, si en todas las direcciones se comportan del
mismo modo, es decir, son invariantes a rotaciones en las direcciones principales

de la grilla.

Entre los elementos del conjunto S puede definirse un orden, mediante el cual el

conjunto de vecinos puede determinarse mas explicitamente. Sean s = (i, j) y t =
(k, 1) dos pixeles de la imagen tal que t € Js, se define el orden r del vecindario (para

el caso homogéneo e isétropo) como el menor entero que verifica:
r> d’s,t) = d%(6,9),01) = (-9 +01-j7 >0, 24)

para todos los vecinos t = (k, 1) de s = (i, j). “d” representa la distancia Euclidea
definida entre dos sitios t y s de la imagen.
El conjunto de vecinos de orden r del sitio s corresponde a los pixeles proximos al

sitio s en un radio +r, es decir, es un conjunto constituido por todos los sitios

(excepto el s) que se encuentran a una distancia de a lo sumo r.
o(s) ={tesS/ 0<d?s,t) <r}

El sistema de vecinos de primer orden del pixel del sitio s = (i, j), también llamado

sistema de vecinos cercanos de s, esta dado por el conjunto:
oMs)={tes/0< d*s,t) < 1}={(,j-1), (,j+1), (-1, J), (+1,) }.
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En la figura 2.2 se puede apreciar los sistemas de vecinos de los o6rdenes mas

comunes: 1, 2,4, 5y 8.

Figura 2.3 Vecindarios de 6rdenes 1, 2, 4, 5, 8 del sitios = “®”y t=“0” ¢ 9 (s).

En este tipo de sistemas de vecinos, el orden del modelo se define en funcion del

numero de vecinos que lo compongan.

Se ha asumido, en este trabajo, que los pixeles estan uniformemente espaciados (la
distancia horizontal y vertical entre dos pixeles adyacentes cualesquiera es la
unidad); pero la expresion (2.4) es aplicable también a arreglos en que los sitios se

encuentran irregularmente espaciados como muestra la figura 2.4.

o O
O
O s
O
O
O
O © O
O OO
O O

Figura 2.4 Arreglo de sitios irregularmente espaciados. Sistema

de vecinos de orden r del pixel del sitio s.

El par { S, 0 } constituye un grafo no dirigido, donde el conjunto S corresponde a los
nodos y 0 determina las relaciones entre los nodos de acuerdo con el sistema de

vecinos definido. Todo grafo induce un sistema de vecindario.
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Definicion 2.2.2 Un cliqué C para la pareja { S, 0 } se define como un subconjunto C

de S en el que todo par de sitios son vecinos. Esto es, dados s, t € C, s #t implica t

€ 0s. El subconjunto constituido por un sélo sitio es también un cliqué.

Al conjunto de todos los cliqués de S se lo denotara (, es decir, C = UCi , donde C;
i

es el conjunto de todos los cliqués compuesto de i sitios, es decir, C; = { s1, ... , si}.
El numero y el tipo de cliqués que incluye a un cierto pixel s esta vinculado a la

estructura de vecinos considerada. Los cliqués asociados al sistema de vecinos

cercanos del sitio s = (i, j), son los subconjuntos:

1605169, 6D 3869, (+1,9) 35460, 6,5-) Fy {60 6-1,5) 3

Estos se muestran en la figura 2.5 (a). El conjunto de cliqués, para el sistema de

vecinos de segundo orden se muestran en la figura 2.5 (b).

el
Coee D L
ER SRS S alie

Figura 2.5 Tipos de cliqués: (a) para el sistema de vecinos de orden uno. (b) para

sistemas de vecinos de segundo orden.

La variedad de tipos de cliqués crece exponencialmente a medida que aumenta el

orden del sistema de vecinos.

Para un campo aleatorio puede definirse un tipo de probabilidad condicionada

denominada caracteristica local del campo, definida para A — S como
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[la %) =11 Xa=xa / Xs-a=Xs-a).

A la familia de funciones {[la / A c S} se la denominara familia de caracteristicas

locales asociadas a[l.

Las caracteristicas locales estan bien definidas gracias a la propiedad de positividad
que satisfacen los campos aleatorios. Si se considera, por ejemplo a X como cierta
textura, representaria la probabilidad de que una subimagen de la textura tome un

cierto valor, condicionada al resto de la textura.

Definicion 2.2.3 Se dice que una familia de variables aleatorias X = { Xs} es un
Campo Aleatorio de Markov (CAM) con respecto al sistema de vecinos 0 si para todo

x € Q se satisfacen las siguientes dos propiedades:

1. II (x) > 0 V x€Q. (2.9)
2. I Xs=x%xs/ Xt=xt,teS,s#t)=]] Xs=xs/ Xt=xt, t € 0). (2.6)

La condicion 1. Condicion de positividad, establece que X = { Xs} es un campo
aleatorio. Esta propiedad refleja que cada instancia del campo aleatorio es probable.

La condicion 2., denominada caracteristica local, expresa que la probabilidad de que
el pixel Xs tome un nivel de gris Xs, condicionado a todos los niveles de gris xt, te
S, s # t de todos los pixeles restantes de la imagen, es equivalente a aquella
probabilidad condicionada solo a los valores de los niveles de gris xt de la vecindad

del pixel s. Esta ultima condicion, también es llamada, propiedad markoviana.

Luego, para un campo aleatorio de Markov la caracteristica local del campo puede

definirse

[[sx) =]l Xs=xs/ Xt=%xt,teS,s#t)=]] Xs=x%xs/ Xt=2x¢, t € 0s).

A la familia de funciones { [I; st /s € S } se la llamara familia de caracteristicas

locales asociadas a[l.

Existen dos enfoques para caracterizar un Campo Aleatorio de Markov, en términos
de probabilidades condicionales [])(x)= I] (xs/xt € Js) o en términos de probabilidad

conjunta [] (x). Besag (1974) da a conocer las desventajas que surgen al utilizar la
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aproximaciéon mediante la probabilidad condicional respecto al uso de la

aproximacion mediante la probabilidad conjunta.

Pero estas dificultades pueden subsanarse gracias a un resultado tedrico debido a
Hammersley y Clifford. Este resultado establece la equivalencia entre campos
aleatorios Markovianos y distribuciones Gibbsianas, que proporciona medios
teoricos adecuados para calcular la probabilidad conjunta de un campo aleatorio

Markoviano.

2.3 Campos Aleatorios de Gibbs (CAG)

Definicion 2.3.1 Se dice que una familia de variables aleatorias X = { Xs} es un
Campo Aleatorio de Gibbs (CAG) en S8 con respecto al sistema 0 si sus

configuraciones siguen una distribucion de Gibbs, es decir,

I (x) = %e_H(X), (2.7)

_H . .2 . P
donde Z = Ze @ es la constante de normalizacién conocida como funcién de
zeQ

particion, y H(x) es la funcion de energia que induce el CAG.

Proposicion 2.3.1 Todo campo aleatorio [] es inducido por la funcion de energia
Hx)=-1n]] (x) - K, (2.8)

siendo K = In (Z).

Para que la funcién de energia por medio de [] sea tinica se fija una configuracién

de referencia o de vacio, oc Q, para la que H(o) = 0. En este caso,
-In]] (0) - K=0.
Luego K = - In [] (0), lo que implica que Z =] (o) L.

Resulta conveniente descomponer la funcion de energia en distintas contribuciones

de las configuraciones de subconjuntos A de S.
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Definicion 2.3.2 Sea A un subconjunto cualquiera de S, el espacio de

configuraciones xa={ Xs} scA €n A, se denotara Qa = [1 Ay . La aplicacion:
seA

Xa:Q = Qa,

que a cada configuracion x = { Xs} ses le hace corresponder una configuracion xa ={

Xs} seA, se denomina proyeccion de Q en Qa.

En adelante, {Xa = xa} denotara {x € Q : Xa (X) = xa}.

Definicién 2.3.2 Un potencial V es una familia { Vo / Va: Q > R, A c S} de

funciones que verifican:
1.Vg1(x) =0

2.Va(X)=Va(y) si xp = ya

La condicion 1.de la Definicion 2.3.2 significa que la funcion potencial para el
conjunto vacio es la funciéon nula y la 2. que la funcion potencia Va sodlo va a

depender de la configuracion en A c S.
A cada funcién elemento de la familia V se la denomina funcién potencial.

La energia del potencial se define:

H,(x)= > Va(x). (2.9)
AcS

Un campo Aleatorio de Gibbs viene inducido por el potencial V, siempre que la

energia del campo H, (x) se defina como muestra la expresion (2.9), es decir, sea

suma de funciones potenciales. La forma de estas funciones puede ser arbitraria.

En caso que las dependencias son locales y dadas por un sistema de vecinos 0, el
numero de funciones potenciales no nulas se reduce notablemente. De todos los

subconjuntos A de S, s6lo es necesario considerar los dados por el conjunto de

1 . -
@ representa el conjunto vacio
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cliqués (, lo que simplifica la definicion de un CAG a través de funciones

potenciales.

Definicion 2.3.3 Dado un sistema de vecinos 6 un potencial V se dice que es un
potencial de vecindario con respecto a 0 si Va = 0 siempre que A no sea un cliqué
para ese sistema de vecinos, es decir, siempre que A ¢ (. Si las funciones
potenciales Va son nulas para, es decir, para conjuntos de mas de dos elementos, el

potencial V se denomina potencial de pares.

La energia del campo H(x), se define como suma de funciones potenciales no nulas,

V¢ (x), de los cliqués c, sobre el conjunto de todos los cliqués posibles C.. El valor de

V¢ (x) depende de la configuracion local del cliqueé.

Definicion 2.3.4 Un campo aleatorio [I es un Campo Aleatorio de Gibbs para el

potencial V, si la funcién de energia que induce el campo es la energia del potencial
H, (x). Si V es un potencial de vecindario con respecto a 8, entonces [I es un CAG de

vecindario para el potencial V con respecto a 0.

Proposicion 2.3.2 Sea [] es un campo aleatorio para algun potencial de vecindario

V para el sistema de vecinos 9, entonces

DALY
e ceC
IIx) = : e_cezc Vo) (2.10)

yeQ

siendo C el conjunto de cliqués para sistema de vecinos 0. Luego las caracteristicas

S A
€XP| ceC,CnAzD

- )y vV, x )

A S-A
ceC,CnAxJ

locales estan dadas por:

H(XS=XS,S€A/XS=Xs, SES-A)= (211)

donde x =yaxs.a € Qa x Qs.a, yae Qay Xs.A € Qs-a.
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Ademas, puede extenderse la expresion (2.11) para las caracteristicas locales de

cualquier subconjunto A c S.
Il Xs=xs,s € A/ Xs=xXs, s€ S-A)=]] (Xa=xa/ Xs=Xs, S € 0p), (2.12)
donde 0y =[ U 0g } — A, representa el vecindario para cada subconjunto A c S.
seA
En particular, [] es un CAM con respecto a 0.

Si o € Q es la configuracion de referencia, A un subconjunto cualquiera de S y
. . . A . . .
x € Q otra configuraciéon, se denotara con X~ la configuracién que coincide con x en

A y con o fuera de A. Es decir,

X seA
x* = {XSA,SES}, x2 =7
o s¢gA

Definicién 2.3.5 Un potencial V tal que Va (x) = O siempre que Xs = 0s, para algin s

€ A, se denomina potencial normalizado.

Teorema 2.3.1 Todo campo aleatorio ] es un Campo Aleatorio de Gibbs para algun

potencial. Puede elegirse un potencial V con Vg (x) = 0 y para A # & dado por

‘A—B‘ B

Va(x) = _BZA (-1) In(II(x")), Ve, seS. (2.13)

Para todo subconjunto A de S y todo a € A,

A-B
Vax)=- Y (_1)‘ ‘1n(n(x :xB/X :XB,s;ta)),Ver,SeS,aeA (2.14)
BcA a a s s

Se verifica ademas que, el potencial V es el inico potencial normalizado para IT.

El Teorema 2.3.1 cuya demostracion se debe a G. R. Grimmett [40], se basa en la

formula de inversion de Mobius [75] presentada a través del siguiente Lema 2.3.1.
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o (A)= z(_l)‘A_B‘ pB), VAcCS siysolosi WPA)= Y ¢@(B), VAcCS
Be A BcA

Demostracién. Para la demostracion del Teorema 2.3.1 basta con probar que:

o@)=- x (147"
BcA

C

yB), VAcS = lp(A)zBZA(p(B), VACS

La féormula de la derecha puede escribirse de la siguiente forma

s @B - 5 senBP

y(D)
BcA BcADcB
- s 9 oy
Dc A,CcA-D
~ s owo ey 9=y,

DcA CcA-D

Si se considera la suma interna de la Glltima ecuacion, se puede observar que si A -

D= valely siA-D = entonces sea m=|A-D]/,

c m _ -

cZ,n (—1)‘ | izl‘{CcA—D o= | -1
_ R (my) i o ym
_15(1}1) (1-1)™=o

Si se supone que se verifica la segunda condicién y se usa el mismo argumento que

se empleo para la anterior, se tiene que

A ym - senA By
BcA DcBcA
- swD) ¥ (19 =@
DcA CcA-D

Lo que completa la demostracion del lema. o
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Corolario 2.3.1 Un CAG queda univocamente determinado por sus caracteristicas

locales para los conjuntos unitarios { s} c S, es decir, por

IMI(Xs=xs / Xt=xt,te S-{s}).

Para el vecindario ds = S — { s}, V s € S un campo aleatorio ][] es un Campo Aleatorio

de Markov. Este CAM es un CAG de vecindario con respecto a ds. Esto también se

verifica para cualquier otro sistema de vecinos, dy = (_J0s-A, con A c S, como lo
seA

demuestra el teorema que se presenta en la siguiente seccion, conocido como

Teorema de Equivalencia o Teorema de Hammersley y Clifford.

2.4 Equivalenciaentre CAMy CAG

El teorema de Hammersley y Clifford, establece la equivalencia entre estos dos tipos
de campos aleatorios, uno caracterizado por su propiedad local (la Markovianeidad),
y el otro, caracterizado por su propiedad global (la distribuciéon Gibbsiana). Debido
a este resultado tedrico un Campo Aleatorio de Markov puede ser descripto como

un Campo Aleatorio de Gibbs.

La importancia del teorema radica en que provee una féormula explicita para la
distribucion de probabilidad conjunta en términos de la funciéon de energia,

especificando las funciones potenciales junto con el sistema de vecinos.

La version mas antigua del teorema de equivalencia es de Hammersley y Clifford
(1968) pero existen otras publicaciones al respecto que datan de principios de los
70, como Grimmett (1975, basada en el teorema de inversion de Mobius) y

Averintsev (1978) y de la década de los 80, como Georgii (1988).

Teorema 2.4.1 (Hammersley - Clifford)
Sea 0 un sistema de vecindario dado en S. Entonces se cumple siempre que:
(a) Un Campo Aleatorio es un Campo Aleatorio de Markov para 0 < es un Campo
Aleatorio de Gibbs para 0.

(b) Para un Campo Aleatorio de Markov [] con un sistema de vecinos 0,
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[[(Xs=%Xs,s €A/ Xs=Xs,5€8S-A)=[[(Xs=%x;, scA/Xs=Xs,s5€dA),

)

vV AcS.

Demostracién. Por medio de la proposicion 2.3.2 se deduce que un Campo
Aleatorio Gibbs para 0 es un Campo Aleatorio Markoviano para 0 , como asi
también la implicacion (b).

Basta probar entonces que un Campo Aleatorio Markoviano con respecto al
vecindario 0 es un Campo Aleatorio de Gibbs para 0. Para demostrarlo, es necesaria
la unicidad de representacion de un Campo Aleatorio de Gibbs, es decir, que la
eleccion de funciones de potenciales para un CAM especifico sea tnica. Debido a
que varios potenciales diferentes pueden definir la misma distribucién de Gibbs, el
potencial se normaliza respecto a una configuracion determinada, denominada
configuracion de referencia o de vacio, para la que todas las funciones potenciales
son nulas. De esta manera la relacion entre un CAG y un potencial normalizado es
univoca.

En la demostracion se adoptara la notacion B + a para expresar B u { a}.

Sea [T un Campo Aleatorio de Markov respecto al vecindario 0 y sea Y un potencial
tal que:
0 siA=0

Va (x) =

s )P Blnm(B))  siaro
BcA

Basta mostrar que Va es nulo cuando A no es un cliqué. Supongase entonces que A

no es un cliqué, entonces existe una € A y b € A - da. Usando la expresion:

B B+a

Va®) = - I (—1)‘A_B‘[ln(l'l((x
BcA-a

))—In(IL (x ))] (2.15)

se rescribe la suma presentada en (2.14) de la siguiente forma:
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[A-B
Vy(®)= - > (-1) * In
A Bc A/, b mx -B+Px /x :B+bxs,s¢a)

. H(Xa:XaB+a+b/Xs :XSB+a+b, s¢a)
IX, =x""/X =x"" s=a)

a

Si se considera la primera fraccion dentro del argumento del logaritmo natural,

B+b
como a # b entonces {Xa :xaB}={Xa =Xg } Ademas, como b ¢ oda, por

definicion de CAM, el numerador y denominador de dicha fraccion coinciden. Se
aplica el mismo argumento a la segunda fraccion. En consecuencia, como el
logaritmo de 1 es cero, se anulan todos los términos de la suma, lo que implica que
Va = 0, cuando A no es un cliqué.

Esto completa la demostracion del teorema. ¢

Debido a la equivalencia establecida entre un Campo Aleatorio de Markov con
respecto al vecindario 0 y un Campo Aleatorio de Gibbs para d, con funcién de
energia H (Xs, 0xs; 0), donde 6 es el vector de parametros !, la ecuacion (2.6) puede

expresarse:
[[ax =1l Xs=xs/ Xi=%x¢,te S,s#1)
=]l Xs=xs/ X¢=%¢, te 0s) (2.16)

1 _H(XS7679)
=II (xs /0s; 0) = Z—e S .

S

La funcion de distribucion de probabilidad condicional de xs se determina entonces,

a partir de la funciéon de energia H (xs, Os; 0).

Con lo cual,

'El vector de pardmetros © representa las correlaciones entre el pixel xs y sus vecinos 0xs.
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La funcion de distribucion de probabilidad condicional de xs se determina entonces,

a partir de la funciéon de energia H (xs, Os; 0).

Con lo cual,

- A\
C ezC C(X)
(&
H (Xs/as; 9) = , (217)

- \%

c Z¢ C(ZSXCS-S)
> e S
ZseAS

donde Cs = {C € ¢, s € C}, es decir, es el conjunto de cliqués que contienen a s y

Asrepresenta el conjunto de valores de la posicion s.

Un conjunto importante para las aplicaciones lo constituyen las distribuciones de
Gibbs con potenciales nulos fuera de cliqués con tres o mas elementos, los

potenciales de pares. Esto es:

Ve(x) = stl(xs) +Sezs teza(s) V, (Xg,X¢). (2.18)

Considerando la segunda sumatoria de la ecuacion (2.18), y siendo {1i, j} y {], i}
dos cliqués diferentes en C, (puesto que los sitios de los cliqués estan ordenados), la

probabilidad condicional puede escribirse como:

_Vl(xs) + 2 Vhlxg,X¢)
t e dg
€
s = 0s.0) = ’ 219
[Tis)(x) = I (xs/0s ;6) - Vilxg) + X Vi(xg,X¢) | )
e t e dg

2.5 Modelos de textura

Existe una gran diversidad de cualidades esenciales que definen una textura, por
tal motivo, que no existe una Unica metodologia simple y unificada que permita
representarla y analizarla. En la literatura las vias mas populares sobre la tematica
pueden resumirse en: Métodos basados en medidas estadisticas (como matrices de

concurrencia del nivel de gris, en inglés, GLCM), Métodos basados en modelos
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estadisticos o geométricos, y métodos basados en técnicas de Procesamiento de
Seniales. Debido al objetivo fijado en esta tesis, la atencion se centrara en los
métodos basados en modelos estocasticos que persiguen tanto la descripcion de
texturas observadas como la sintesis de texturas artificiales. Entre los métodos
basados en modelos, hay algunos que son validos para caracterizar la textura en
vecindades pequenas en una Unica escala, es decir, s6lo pueden utilizarse de
manera eficiente para el analisis de micro-texturas [6] y otros tipos que son capaces
de caracterizar de manera eficiente texturas a diferentes escalas, combinando

caracteristicas espaciales y frecuenciales de la imagen de textura, macrotexturas.

Segun indican ciertos autores, la textura puede considerarse como un fenémeno de
la distribucion espacial de los niveles de gris sobre una determinada area y su
analisis puede descomponerse en dos niveles: el primero relacionado con las
propiedades locales, también denominadas primitivas, que constituyen la textura y

el segundo con la extraccion de la relacion espacial entre ellas.

Las primitivas estan compuestas por regiones de una imagen y se caracterizan por
las propiedades relativas a la distribucion de los niveles de gris en las regiones que
la componen y por las medidas morfologicas de las mismas (area, perimetro, forma,
etc). En consecuencia, una imagen de textura puede ser descripta en términos del
tipo, numero y organizacion espacial de sus primitivas. Esta organizacion espacial

puede ser aleatoria, dependiente de primitivas vecinas o dependiente del tiempo.

Cuando en una textura el tamano de las primitivas es pequeno y la interaccion
espacial esta limitada localmente, ésta se denomina micro-textura. En caso
contrario, cuando su tamano y/o su interaccion se extienden, se dice que se trata

de macro-textura.

En las secciones siguientes se desarrollaran en detalle algunos modelos de Campos
Aleatorios de Markov que permiten generar y representar texturas de una imagen.
En estos modelos, los parametros caracterizan los dos aspectos mencionados
anteriormente: especifican las propiedades locales que determinan los niveles de
gris que forman las primitivas y la relacion existente entre los niveles de gris de las
primitivas que forman la imagen. Se trata de los denominados Auto-modelos (Besag,
1974), son los mas sencillos entre los modelos Aleatorios de Markov. Existen
numerosas publicaciones cientificas respecto este tipo de modelos [1-6-11-14-17-
18-20-43-47-54-62-76-77].
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Se asumen, principalmente, sistemas de vecinos de segundo orden teniendo en
cuenta que para ordenes superiores aumenta considerablemente el volumen de

calculos y no produce practicamente rédito alguno en variedad de textura.

2.5.1 Modelo de Ising

El Modelo de Ising es uno de los modelos que constituyoé el punto de partida para el
estudio de numerosas cuestiones acerca de los Campos Aleatorios de Markov [35-
54]. Su nombre se debe a Ernest Ising [46], quien a principios de 1925 escribié su
tesis doctoral referida a un nuevo modelo que trataba de explicar teéricamente uno
de los fenomenos mas notables en la fisica del estado solido, el ferromagnetismo.
Ising deseaba a través del mismo estudiar el comportamiento de materiales

ferromagnéticos, especificamente, simular la estructura de una porcién de material

ferromagnético. Intentaba demostrar que el sistema presentaba una transicion de

fase.

El ferromagnetismo es uno de los fenémenos que mas ha interesado a los fisicos
durante el siglo XX, tanto por su complejidad tedérica, como por el amplio campo de

aplicaciones que posee dentro de la técnica moderna.

La principal virtud de este modelo, reside en el hecho que, aplicado a una red
bidimensional sin campo externo [65] y con campo magnético [87] permite describir
transiciones de fase con total solidez matematica (usando la matriz de
transferencia), consolidando asi definitivamente la Mecanica Estadistica. Otros

autores utilizaron diferentes técnicas de calculo para resolver este modelo [81].

Ising demostr6é que el modelo unidimensional no presentaba tal transicion de fase.
Peierls, en 1936, fue el precursor en probar que el modelo de Ising de dos o mas
dimensiones presentaba transicion de fase a temperaturas no nulas [71]. Del
modelo en tres dimensiones no se han encontrado soluciones exactas, a pesar de la
intensa busqueda. Asi mismo, tampoco se conocen soluciones exactas del modelo

de Ising bidimensional cuando el campo externo aplicado es distinto de cero.

Este modelo fue aplicado, ademas, a otros problemas fisicos para reproducir
sistemas como la red de gas y aleaciones binarias, y a otros campos como la

biologia (para modelizar macromoléculas, la desnaturalizaciéon de ADN, y en redes
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neuronales), la quimica, la economia y la sociologia (para modelizar el aislamiento

cultural).

El modelo de Ising consiste en tratar al sélido como un sistema compuesto de un

conjunto finito, N, de puntos fijos, espaciados en forma regular, que constituyen un

entramado D - dimensional.

En una dimension (D = 1), se considera una sucesion de puntos, 1, 2, 3, ..., N

dispuestos en una linea.

Figura 2.6 Entramado en una dimension.

Si D =2, los N puntos estan dispuestos sobre una red en un plano como se

muestra en la figura 2.7.

1 2 3

Figura 2.7 Entramado bidimensional.

En el modelo de dimension 3, los N puntos estan ubicados en los nudos de una

red cubica simple. Las unidades, en este caso, son cubos.

r.._-q-—--c—-
I

S

%\

|
ke
- k-

1 2

Figura 2.8 Entramado tridimensional.
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En este caso se considera el modelo de Ising Bidimesional. Este consiste, como se
mencion6 anteriormente, en un sistema de N puntos de un plano que forman un
arreglo cuadrado (en inglés, lattice). Sea S = { (i, j) :i,j = 1, ..., m} el conjunto finito
de indices que representan las posiciones de los N puntos. En general, el sitio del
punto se denota mediante la abreviatura s = (i, j). Cada punto o sitio posee un
pequeno dipolo o espin!, que puede encontrarse, en un momento dado, en una de

dos posibles posiciones: “up?” (+) o “down3” (-).

Si se define al espacio Q como espacio muestral formado por todos las secuencias
W ={w;,W,,,wy } donde ws =+ indica un espin upy ws= - indica un espin

down, puede pensarse a cada espin como una funcién definida sobre Q tal que:

si wg = +

1
Xs (W):{—l si W
S

Luego, a cada punto o sitio de la red hay asociada una variable de espin Xs, que

puede tomar tnicamente dos valores numeéricos: +1 (espin up) y -1 (espin down).

Definicion 2.5.1 La asignacién de valores X = {x;,X,,",Xy} a las N variables

espin del arreglo se denomina una configuracion del sistema. Existen 2V

configuraciones distintas.

La figura 2.9 muestra un ejemplo de una configuracion de los espines

Figura 2.9 Una configuraciéon de los espines. Los espines orientados en la direccion

positiva del eje Z corresponden al valor 1 de las variables Xs y los

1 .
Momento magnético
2 . .
Hacia arriba
® Hacia abajo
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orientados en la direccién negativa de Z, a los valores -1 de las variables

Xs.

Definicion 2.5.2 Dos sitios s = (i, j ) y t = ( k, f) se diran vecinos cercanos si
verifican:
i=k y |j-fl=1 o6 j=f y |i-k|=1.

Se denotaran: s ~ t.

Luego, 0s={te S/s~t} y 0={0s,s € S} es el sistema de vecindades sobre S.

Excepto los sitios que pertenecen al borde del arreglo bidimensional, cada sitio

posee 4 vecinos cercanos (Figura 2.10).

(i-1.j)
|[iajl
[ia!.i']-] | [i!j"'l]
(i+1.])

Figura 2.10 Sistema de vecinos cercanos del sitio § = (i, j).

Definicion 2.5.2 Cada segmento que une los sitios vecinos del entramado se

denomina “bond” (en castellano, cadena).

La energia H(x)4, asociada a cada configuracion X = { x;,X,, -, X} se define:

H (X) =H ({X17X27?XN}) = _J
S

(2.20)

M=z
i
»

QN

|
os]

8
™M

W

donde J y B son parametros que representan las “energias” asociadas con las
interacciones entre los vecinos cercanos y la interaccion de un campo magnético
externo, respectivamente. La primera suma se efectia sobre todos los pares de
vecinos cercanos (computados una sola vez). En el modelo de ferromagnetismo, la
constante J representa una propiedad del material considerado. Si J es positiva (J

> 0) los espines se acoplan en orientaciones paralelas, es decir, la interaccion

H es el hamiltoniano de Heisenberg que constituye la energia total del sistema y gobierna la
dinamica del mismo.
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provoca una alineacion de los espines vecinos, lo que contribuye a un bajo nivel de
energia (se favorecen los productos x;j xj = +1). En este caso se trata de una fase
ferromagnética. Si J es negativa (J < 0) los espines tienden a alinearse entre si en
sentido antiparalelo (se favorecen los productos x; Xj = -1), y se esta en presencia de
una fase antiferromagnético. El segundo término representa el efecto de un campo
magnético externo de intensidad B. La constante m > O depende del material
considerado. Este término minimiza la energia cuando todos los espines tienen la

misma direccion que el campo externo. Para mas detalle ver Kindermann and Snell

[55].

La energia de una configuracion viene dada por la expresiéon (2.20), si se considera
la interaccion homogénea (Bi = B > 0 Vi) e is6tropa (Jij = J Vi, j), donde el

acoplamiento entre espines es independiente de las posiciones en la red.

En caso contrario se define:

N N
H(x)=- Y > Jij X, Xj— Bym ¥xg. (2.21)
s=1 jedg s=1

En el modelo de Ising la medida de probabilidad de la realizacion x del campo

aleatorio esta dada por:

P(x) = %e‘BH‘X) (2.22)

donde f = %T’ T representa la temperatura absoluta y k la constante de

Boltzmann. H (x) es la funciéon de energia definida anteriormente y Z es la funcion
particion,

1 p)

Z=yYe Tk (2.23)

>, indica que la suma se establece sobre todas las configuraciones posibles de los
X

N espines.
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El signo negativo del exponente, otorga una alta probabilidad en estados de baja
energia. Un pequeno valor de [ (valor alto de temperatura) produce un
achatamiento de la distribucion, provocando que todas las configuraciones sean
relativamente iguales, mientras que un alto valor de  (valor bajo de temperatura)

tiende a acentuar los valores de probabilidad en los estados de baja energia.

2.5.2 Modelo Autobinomial

Para caracterizar el contenido de una imagen compuesta por microtexturas o
generar texturas sintéticas, el modelo mas apropiado [6-17] es el modelo

Autobinomial.

Sea Xs una variable aleatoria asociada al pixel s de la imagen, con distribucion

condicional Binomial dependiente de los valores en los sitios vecinos, de parametros

M, y probabilidad de éxito mws, entonces:

M _
l_[ (Xs/as;e)z(xs) G)SXS (1—G)S)MS XS, con XS :O’]_, 2’.“’MS
S
T
a+ X Bi DI
i=1 teC
€ S en
donde @ - - s _ 1 (2.24)
T n R
a+ X B X oxt l+e s l1+e”'s
1 + e i=1 teCq
T
y rls =a + Z Bl th

El valor Ms representa el nivel maximo de gris del pixel s de la imagen. Se
considerara Ms = M, VseS. Cs = {C € ¢, s € C }, es el conjunto de cliqués que

contienen a s. T representa el numero de parametros 3; a considerar, relacionado al

orden del sistema de vecinos utilizado.
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Este trabajo focalizara su atencion en el sistema de vecinos de segundo orden, es

decir, vecinos que se encuentran del sitio s a una distancia menor o igual a V2.

Sistema que se muestra en la figura 2.8.

Figura 2.11 Sistema de vecinos de 2° orden del sitio S.

Por lo tanto, T = 8. De aqui en adelante, los parametros se denotaran i, donde
subindice i indica el orden del sistema de vecinos y j el tipo de cliqué en dicho
orden. Por ejemplo, el parametro correspondiente al cliqué { s, t} es el P11 (el pixel
ubicado en el sitio t pertenece al sistema de vecinos de primer orden del pixel s y se
trata del clique de tipo 1). El correspondiente al cliqué { s, u} es el B2 (el pixel
ubicado en el sitio u pertenece al sistema de vecinos de primer orden y se trata del

clique de tipo 2), [2: es el parametro correspondiente al cliqué {s, v} y P22 para el

{s, z}.

Debido a la traslacion invariante, los parametros (st y Pts, para el par de vecinos

{ s, t} v { s, t*} respectivamente, coinciden, al igual que los parametros

correspondientes a los vecinos: {s, u} y{s,u*}, {s, v} y {s,Vv*} y{s, z y{s,z*.

Luego, para el sistema de vecinos de segundo orden del pixel ubicado en el sitio s el

exponente, M, se expresa:

(Xt +Xt~k) + BlQ (Xu +Xu*)+ BQI (XV +XV*) + BQQ (XZ +XZ*) .

M M M

(2.25)

—a+
I]saBu

Para cada s, la funcién de energia local correspondiente al modelo Autobinomial

esta definida por:

M M
H(xs,0s; 0)= —ln( Sj—a Xg— X Pyt Xg X¢=- ln( j—xsn 0,xg). (2.26)
s t e C2 s s
s
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con Bst = O fuera de los vecinos. Ci es el conjunto de todos los cliqués que

contienen a s, compuestos de 2 sitios y 0 = (a, By, Bia, Bars 822)T es un vector de

parametros.

La influencia de los pixeles vecinos esta representada por la ecuacion lineal (2.25).
Los coeficientes (st pesan la interaccion entre los pixeles vecinos y el pixel s.

Reflejan la influencia de los diferentes cliqués. En consecuencia, el vector 6
establece las propiedades estadisticas del campo aleatorio { Xs}, parametriza la

informacion espacial y caracteriza el contenido de la imagen

Por ejemplo, el parametro Bi1 pesa la correlacion entre el pixel central s y sus
vecinos horizontales t y t*, 312 pesa la correlacion con sus vecinos verticales u y u*.
Las interpretaciones de los demas parametros son analogas. El parametro a

representa una autointeraccion.

Para un modelo Autobinomial, la funcién de particion Z se determina mediante la

expresion:

7 = % e_H(237as§9)

zg =0

- 1+eMmM (2.27)

Por lo tanto, la probabilidad condicional se define:

—H(x.,04;0
e (X5.05:0)

e—H(Xs’ Js)

st t
N teC?
—_ € S _
= v =
ln[ J+ zg a+ Y Pgtzs Xt
M Zs tng
z e
zg=0
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teC2
e S
donde ® = . ¢
teC2
1+e S

Esto demuestra que Xs tiene una distribucién probabilidad condicional I](xg/04;0)

Binomial, dependiente de los valores en los sitios vecinos.
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El valor esperado y de la varianza de la variable aleatoria Xs con distribucion

condicional Binomial, de parametros M y probabilidad de éxito ws, se obtiene:

-1

(1+e_“)2 ‘

M e
E[XS]:M*G)SZ— y V[XS]:M*G)S*(I—G)S) =M

(2.28)
l+e 1

M M
Para m = O, los valores de la media y la varianza son E [Xg]=— y V[Xq]=—,
si=7, si=7,

respectivamente.

En este trabajo se consideraran dos tipos de modelos Autobinomiales, creados a
partir de un sistema de vecinos de segundo orden: el Modelo Autobinomial
Horizontal-Vertical (H-V) y el Modelo Autobinomial Diagonal Izquierda-Derecha (I-D).
El primero evaliia la influencia de los vecinos de primer orden sobre el pixel s de la
imagen, es decir, refleja la interaccion entre los pixeles horizontales y verticales
respecto al pixel s; el segundo modelo, valora la influencia que establecen los
pixeles ubicados en las diagonales izquierda y derecha sobre el pixel s (Figura 2.12).
En ambos casos el parametro que refleja la autointeraccion se considera nulo (a =
0).

O O

®
O O

(a) (b)

O
Ol@® O
O

Figura 2.12 Sistemas de vecinos considerados en cada modelo: (a)

Autobinomial H-V (b) Autobinomial I-D.

Luego, para el Modelo Autobinomial H-V, la funcion de energia se define:

H(xs, 0s; 0) = - ln[ Mj— XgNg (0, xg) = ln(Mj—xs(Bu bee + %) 4 Bi2 M) (2.29)
Xs Xs

M M

En este caso, el vector de parametros es: 6 = (0, B,;,B;,, 0, O)T .
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Para el Modelo Autobinomial I-D, se expresa:

M X X i
H(xs, ds; 0)= - ln( j—xsr]s(e, xg) = 1n(Mj_XS (Bar (v +%ye) 4 gy s *¥2)
Xs Xg

M M

). (2.30)

El vector de parametros del modelo es: 8 = (0,0, 0, B5;, Byy )T

El trabajo de tesis se baso en estos dos modelos Autobinomiales para generar y

clasificar texturas de una imagen.
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SIMULACION DE DISTRIBUCIONES DE GIBBS

En este capitulo se presentan muy brevemente dos de los métodos de simulacién comunmente
utilizados en distribuciones de Gibbs. Los resultados de este capitulo han sido extraidos
principalmente de [86]. Al final del capitulo se muestran algunas texturas generadas mediante el
algoritmo GS a partir de diversos conjuntos de parametros de los modelos Autobinomiales

considerados.

Para poder evaluar visualmente las propiedades de un modelo especifico o
simplemente crear una imagen de textura sintética, es necesario obtener una
realizacion de un Campo Aleatorio. Una textura es sintetizada a través de un
modelo de Markov muestreando una realizacion x € Q respecto a la distribucion

conjunta II. En numerosos casos, debido a que el espacio de configuraciones Q

=AS, es en general demasiado grande, resulta imposible determinar de un modo
directo, una realizacion de un Campo Aleatorio en la malla bidimensional S
siguiendo la distribucion de probabilidad II. Por este motivo, es necesario

implementar un algoritmo que permita obtener realizaciones de estos campos.

Los algoritmos que se desarrollaran a continuacién operan generando una cadena
de Markov de imagenes { x(0), x(1), ..., xX(n) } ( ver apartado A.1) que converge a una

imagen x € Q tal que,

lim P(X(n)=x/X(0)=x(0)) =H(x) VxeQ (3.1)
n—-»oo
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cualquiera sea la imagen inicial X(0)= x (0) elegida al comienzo de la cadena de
Markov. Es decir, que la probabilidad de que se encuentre en el estado x después
de un numero n suficientemente grande de iteraciones es independiente del estado
de partida. Usualmente, la imagen inicial se considera una realizacién de un campo
arbitrario sobre el espacio Q y con distribucion Uniforme. A la distribucion de

probabilidad I1(x) se la denomina distribucién estable, estacionaria o de equilibrio.

Stochastic relaxation (SR) es un método que genera cadenas de Markov [17-33].
Este término, es frecuentemente utilizado para denominar a algoritmos estocasticos
que se basan en ir actualizando en sucesivos pasos cada pixel de una imagen. Los

SR algoritmos mas conocidos son: el Metropolis [63] y el Gibbs Sampler [31-33].

Estos algoritmos presentan las siguientes caracteristicas:

» Una configuracion dada es renovada en sucesivos pasos.

= La actualizacion en el n-ésimo paso se produce mediante cierto criterio
probabilistico.

= El criterio probabilistico depende del numero de paso que se trate y de la

configuracién actual.

A continuacion se describen brevemente las caracteristicas principales de cada uno

de los algoritmos mencionados anteriormente.

3. 1 Algoritmo Metropolis

Entre los numerosos métodos Monte Carlo basados en Cadenas de Markov, el
algoritmo de Metropolis es el mas popular y el mas simple de aplicar. Este algoritmo

fue ampliamente utilizado en problemas de la Mecanica Estadistica.
El algoritmo fue desarrollado por Metropolis, Rosenbluth, Rosenbluth, Teller, y
Teller (1953) para muestrear la distribucion Boltzmann. En 1970, W. K. Hastings

[44] lo generaliz6 a diferentes aplicaciones.

Se desea muestrear la distribucion conjunta
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_Hix)
KT

I(x) = — Hy
KT
> e

yeQ

donde k es la constante de Boltzmann y T es la temperatura absoluta. Esta
distribucién, denominada distribucion de Boltzmann-Gibbs, representa la
probabilidad de que el sélido esté en el estado x con energia H(x) a la temperatura

T.

Este proceso parte de una configuracion inicial Xo, generada mediante una
distribucion arbitraria v definida sobre Q. Esta configuracion va sufriendo
modificaciones utilizando realizaciones de las caracteristicas locales del campo
generandose asi, una secuencia de configuraciones que constituyen una cadena de
Markov, que bajo ciertas condiciones, converge a una realizacion del campo

aleatorio de Boltzmann-Gibbs con distribuciéon de equilibrio II.

Esta cadena de Markov se caracteriza por la distribucion inicial v elegida, y por

unas probabilidades de transicion entre estados Pss = 1, 2, ..., S|, denominadas

kernels de Markov. Estas probabilidades de transicion Ps(x, X’) generan un nuevo

estado x’, a partir del valor actual x, como se describe a continuacion:

1. Se selecciona una configuracion y, donde todas sus componentes salvo la s-
ésima son iguales a las de x. El valor ys es seleccionado al azar a través de la
funcion Gs(x, ys) denominada propuesta o de exploracion, que puede depender de

la configuracion x.
2. Se acepta este nuevo estado con probabilidad a(x, y); caso contrario es

rechazado y se retorna al estado actual. Esto puede lograrse seleccionando al

azar un numero, u, a través de la distribucion Uniforme en [0,1), y luego,

2 = y si u<a(x,y)
X  en caso contrario
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Este algoritmo permite generar un nuevo estado x’ de x con probabilidad P(x, x’) (el

kernel de transicion) que se define mediante la expresion:

P, (x,x') = G(x,X, ).a(x,x)[ [ 8(x;,x; ) +8(x,x' )[1 - G(x,xg)ax, )] [6(x;,X; )} ,

izk izk

1 — 1
donde 8§(x,x') ={ xrex
0O enotrocaso

El primer término representa la probabilidad de proponer un cambio en la
componente s de la configuracion x, es decir, Xs por X’s y luego de aceptar dicho

cambio. El segundo término establece la posibilidad de rechazar el nuevo estado,

por lo que permanece en el estado actual.

El algoritmo descripto anteriormente es el denominado algoritmo Local Metropolis,
puesto que es actualizada sistematicamente una sola componente, s, del estado x,
por vez, propuesta por la distribucion Gs(X, ys). En el algoritmo Gloval Metropolis,
todas las componentes son actualizadas simultaneamente, usando una distribucion
de propuesta dada por una funcion simple G(x, x’).

La funcion de propuesta, Gs(x, ys), debe verificar las siguientes propiedades:

i) ser no negativa,
ii) " G, (x,x,)=1,
5(5

En este caso, se va necesitar que sea simétrica, es decir,
Gs(x, ys) = Gs(y, Xs), para yi = Xi, i # s.
En muchas aplicaciones, Gs(x,ys) depende solo de xg, no de x; coni#s.

La funcion de aceptacion a(x, y), puede definirse de varias maneras. Por ejemplo:

=min M
a(X,y) {l, H(x)}'

También puede expresarse,
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afx, y)=min |1, e®) ~ HE)/T

donde H(x) representa la funcion de energia. En este caso no es necesario el

conocimiento de la funciéon de particiéon Z.

Otro criterio de aceptacion, propuesto por Barker (1965), ha sido

II
a(x,y) =¢, para X #y.

(x) +I(y)

Para que la cadena de Markov converja a una realizacion de la distribucion de
Boltzmann Gibbs debe verificarse que el Kernel Ps sea II-irreducible y aperiodico,

y II es invariante bajo Ps (ver Apéndice A.1.3).

La convergencia del algoritmo dependera de la funcion de o) elegida. Si se

rechazan demasiados cambios, la convergencia sera muy lenta.

Hastings [44] extendi6 el algoritmo de Metropolis para ampliar su uso considerando
distribuciones de propuesta o de exploracién que no satisfacen la condicion de

simetria. Por este motivo, se denominé algoritmo de Metropolis - Hastings.

3. 2 Algoritmo Gibbs Sampler (GS)

Este algoritmo denominado Gibbs Sampler (GS) (Muestreo de Gibbs, en castellano),
fue introducido en el contexto del procesamiento de imagenes por Geman y Geman
en 1984 [9]. Su nombre se debe a que se muestrea a partir de caracteristicas
locales de un Campo aleatorio de Gibbs. Las bases del método se remontan a N.
Metropolis, A. W. Rosenbluth, M. N. Rosenbluth, A. Teller y E. Teller (1953), con un
desarrollo posterior por parte de Hastings (1970). Gelfand y Smith (1990) generaron
un gran interés en revelar el amplio potencial del Gibbs Sampler para aplicarse a
una vasta variedad de problemas estadisticos. Algunas de las aplicaciones se
refieren a modelos lineales generalizados (Dellaportas y Smith (1990) quienes
implementaron la metodologia empleada por Gilks y Wild, y Zeger y Riuzaul Karim
(1991)), a modelos mixtos (Diebolt y Robert 1990; Robert 1990); destinadas a la

evaluacion de algoritmos computacionales (Eddy y Schervish 1990); en inferencia
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bayesiana en modelos para datos normales (Gelfand, Hill, y Lee 1992); al modelado
de la infeccion de HIV (Lange, Carlin, y Gelfand 1990); al analisis bayesiano de
problemas relacionados con la presencia de outliers (Verdinelli y Wasserman 1990);
a inferencia bayesiana de series de tiempo Autorregresivas (Albert y Chib 1991); a la

estimacion de parametros (Gelfand et al. 1992).

El algoritmo GS es un caso especial del Metropolis - Hastings Sampler y se basa en

propiedades elementales de las cadenas de Markov.

El Gibbs Sampler se origina a partir de una configuraciéon inicial Xo, obtenida al
azar, que puede considerarse una realizaciéon de un campo aleatorio arbitrario
definido sobre el espacio Q y con distribucion v, que va a ir sufriendo
modificaciones, utilizando realizaciones de las caracteristicas locales del campo
generandose asi, una secuencia de configuraciones que bajo ciertas condiciones
converge a una realizacion del CAG con distribucion II. Esta secuencia de
configuraciones constituye la realizacion de una cadena de Markov. Esta cadena de
Markov se caracteriza por una distribucion inicial, y por unas probabilidades de

transicion entre estados P;, denominadas kernels de Markov. Estas probabilidades

de transicion son funciones Pi: ASx AS — [0, 1] que verifican

i) Pi(x,y) >0, V(X,y) € ASx AS,

ii) Z P,(x,y)=1, vxeAS,
yeAS
Si x,y € Q son dos configuraciones, la probabilidad de transicion o kernel P(x, y),
rige la transicion de la configuracion x a la y, es decir, determina la ley de
probabilidad entre dos estados de la cadena de Markov. Los kernels de la cadena de
Markov se determinan a partir de las caracteristicas locales del campo aleatorio. Si
estas probabilidades de transicion, verifican ciertas propiedades, la cadena de
Markov va a converger a la distribucion IT del CAG deseada. Para probar la
convergencia y la ergodicidad del algoritmo GS se consideraran los teoremas de

convergencia y ergodicidad de las cadenas de Markov (ver apartados A.1.3 y A.2).
Si v es la distribucion de las configuraciones x, entonces v(x)P(x,y) es la

probabilidad de seleccionar al azar a x de v y luego de elegir al azar la configuracion

y de P(x,.). En el algoritmo GS todas las transiciones se regiran por el mismo kernel
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P, dando lugar a que la cadena de Markov creada sea homogénea. Luego, la

distribucion tras n iteraciones del algoritmo GS seria vP™.

La convergencia del algoritmo GS se establece si,

lim vVP(x)=Ix) xecQ, (3.2)

n—+oo

y uniformemente en todas las distribuciones iniciales v, siendo II el campo del que

se desea obtener una realizacion.

Antes de determinar el kernel P a partir de las caracteristicas locales del campo I,
se especificaran primero los kernels de Markov definido para cada N c S, denotados
Iln, que representan la probabilidad de transicion de la configuracion x € Q a la

configuracion y € Q y se denominan caracteristicas locales del campo. Estos kernels

se definen,
e- (yNXS/N)
My x,y) = ZN TSN TIS/N , (3.3)
0 en el resto

donde la funcion de particion viene dada por

Zy = e TCwism) (3.4)

Zn eQN

Los kernels IIy (x,y) solo producen cambios de la configuracion x en el

subconjunto N para la transicion a la configuraciéon y. En otro caso la probabilidad

de transicion es nula.

En este trabajo se van a considerar subconjuntos N = {s}, es decir, subconjuntos
unitarios de 8. El kernel para pasar de la configuracion de x a y sera Il y solo

modifica la configuracion en la posicion s.

Para obtener una realizaciéon de la distribucion IT del CAG, sera necesario ir
modificando todas las posiciones s € S. Por tal motivo, es imperioso establecer lo

que se denomina un esquema de visita. E1 esquema de visita considerado debe ser
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tal que se vayan recorriendo todas las posiciones s € S y que haga ademas que la
cadena de Markov converja a la distribucion deseada. En cada una de las sucesivas

visitas se considera una nueva configuracion que difiere de la previa en sélo una
posicion, es decir, la configuracion x; = x;; para todas las posiciones que no

coinciden con la posicion seleccionada para el cambio.

El esquema de visita puede ser determinista o aleatorio. Entre los tipos de esquemas
de visita deterministicos se encuentran el secuencial, que si bien es el mas sencillo,
en general, no proporciona mayor convergencia, y el denominado parcialmente
sincrono o esquema paralelo parcial, que resulta ser mas eficiente. El primero
consiste en enumerar los elementos de la rejilla S = { s1, so, . . ., S|s| } ¥ recorrer
secuencialmente, uno por uno, del primero al ultimo, dando lugar a lo que se
denomina un barrido. No existe restriccion alguna respecto al orden elegido en que
se visitan los distintos elementos. Este mismo esquema se repite para el resto de los
barridos, es decir, si X es una configuracion para un barrido e y lo es para el

barrido siguiente, el kernel de Markov esta definido,

P, y) =Iis;y sy oo Misig I s|s|}(X, y)- (3-5)

donde los TI {s,} Tepresentan las caracteristicas locales del CAG TII, y si indica cada

uno de los elementos del esquema de visita 8 = { s1, s2, . . ., s|s| }. Es claro que, el
kernel P queda univocamente determinado a partir de las caracteristicas locales
para cada posicion s € S. En un esquema de visitas deterministico se dice que se ha
efectuado un barrido cada vez que se recorren todas las posiciones de s € S para

pasar de una configuracion x a unay.

El segundo esquema deterministico, se basa en establecer una particion U 8 = { Uy,

U,, ..., Uy} del conjunto S en conjuntos disjuntos, U;j de posiciones s que tengan
caracteristicas locales independientes (que sean condicionalmente independientes
con respecto a la distribucion de la ecuaciéon (2.19)). En este esquema, todas las
posiciones de cada particion se actualizan de forma simultanea, permitiendo que el
algoritmo GS se ejecute de forma paralela, lo que disminuye considerablemente el

tiempo de ejecucion. Para mas detalle puede consultarse [85]

® para que U sea una particién de S debe satisfacer! 1. U; nU; =ZJ y 2. UU;=8.
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En el esquema de visita aleatorio, las posiciones s € S a ser visitadas son
seleccionadas al azar, regidas por una distribucion de probabilidad G. Esta
distribucion G se denomina distribucion de exploracién o de propuesta. Usualmente
G es la distribucion uniforme en S. Una vez que se ha determinado s se procede
igual que en el esquema determinista. En este caso un barrido significa|$S| visitas
aleatorias para pasar de una configuracion x a una y. Este fue el esquema de visita

elegido en este trabajo de tesis.

El kernel de Markov P de un barrido se define,

_ S|
P(x, y)= [ZG(S)H{S}(X, Y)} : (3.6)

seS

Es importante resaltar que para que la cadena de Markov generada por el kernel

P converja a la distribucion IT del CAG deseada, G(s) debe ser estrictamente positiva,

es decir, G(s)>0 Vs € S. Todas las posiciones tienen probabilidad de ser visitadas.
En resumen, el algoritmo GS puede generarse como sigue:

Se parte de una configuracion arbitraria xo; siguiendo un esquema de visita ya sea
deterministico o aleatorio, la configuracion va sufriendo modificaciones en las
posiciones s € S obteniéndose una realizacién x; de las caracteristicas locales de la
ecuacion (2.17) hasta completar un barrido. Operando de forma similar para los
demas barridos, se genera la secuencia de configuraciones { Xj } i > 0, que converge a

la realizacion a la distribucion IT del CAG deseada (ver Algoritmo en B.2).

A continuacion se presentan algunos ejemplos de texturas generadas mediante
diversos conjuntos de parametros de los modelos Autobinomiales H-V e I-D, a
través de los algoritmo GS (ver Algoritmos B.2.2 y B.2.3). La implementacion de los
distintos algoritmos GS se efectuaron mediante el software Matlab version
7.2.0.232 (R2006a) y a través de una computadora WTC modelo EXPLORER, con
Microprocesador INTEL C2D E7300, Motherboard ASRock, 3Gb de memoria RAM
DDR2 667 mhz, Disco Rigido de 320Gb SATA.

En este caso se han utilizado imagenes de 64 x 64 pixeles con 256 niveles de gris.

El numero de configuraciones distintas de Q es 256%%9. En cada uno de los
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ejemplos considerados, se partio de una imagen con distribucion uniforme en la
escala de los 256 niveles de gris. Se ha empleado un esquema de visita aleatorio
para ambos modelos. Se considera cumplido un barrido cuando se hayan analizado
los 3844 posibles cambios. En este trabajo no se han tenido en cuenta los pixeles
del borde de la imagen (puesto que las aplicaciones se realizaran sobre imagenes
satelitales terrestres). Se dara por finalizado este proceso cuando se hayan
completado 200 barridos, criterio propuesto por Jan - Johansson (2001), para la

estabilizacion del algoritmo.

La figura 3.1 muestra cuatro texturas homogéneas, con caracteristicas isotropicas,
generadas a partir de distintos conjuntos de parametros del modelo Autobinomial
H-V. Puede observarse que las imagenes II, IIl y IV muestran texturas con una
apariencia visual determinada por la direccion en la que el parametro de primer

orden fBij tiene un valor positivo.

IT1

Figura 3.1 Texturas generadas con el algoritmo GS. Ejemplos de cuatro realizaciones del modelo

Autobinomial H-V.
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En la figura 3.2 se exhiben cuatro ejemplos de texturas, en escala de grises, de
tamano 64 x 64 pixeles, generadas a partir de ciertos valores especificos de los
parametros del modelo Autobinomial I-D. Puede apreciarse que las texturas VI, VII
y VIII se caracterizan por la direccién en la cual el parametro f,; de segundo orden
toma el valor positivo. Se trata de imagenes con caracteristicas isotropicas, con
texturas homogéneas. La imagen 3.2.V es totalmente equivalente a ruido, ya que la
probabilidad de que un pixel de ella presente un nivel de gris dado es
estadisticamente independiente de los niveles de gris de sus vecinos debido a todos

los parametros del modelo considerado son nulos.

VII

Figura 3.2 Texturas generadas con el algoritmo GS. Ejemplos de cuatro realizaciones del modelo

Autobinomial I-D.

En la tabla 3.1 y 3.2 se exhiben los valores de los parametros de los modelos
Autobinomiales H-V y I-D utilizados para generar cada una de las texturas previas

(figura 3.1 y 3.2).
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Tabla 3.1 Parametros utilizados para generar las

texturas de la Figura 3.1.

Imagenes Modelo H-V
B11 [
I 1.0 1.0
11 0.7 -0.7
II1 -1.5 0.0
v 1.0 -10.0

Tabla 3.2 Parametros utilizados para generar las

texturas de la Figura 3.2.

Imagenes Modelo I-D
(i8] P12
\"/ 0.0 0.0
VI -1.1 1.5
VII 2.5 -1.2

VIII -10.0 1.0
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ESTIMADORES DE LOS PARAMETROS EN
DISTRIBUCIONES DE GIBBS

En este capitulo se presenta muy brevemente algunos de los estimadores de los parametros
en distribuciones de Gibbs y en particular se detallan los distintos estimadores del modelo
Autobinomial: el estimador de Mdxima Pseudo-Verosimilitud y el estimador de Minimos
Cuadrados Condicional. En el apéndice B se desarrollan los algoritmos de ambos
estimadores, que permiten la estimacioén del vector de parametros de la funciéon de energia

de un modelo de Gibbs Autobinomial H-V e I-D, respectivamente.

En el capitulo anterior se desarrollo el algoritmo Gibbs Sampler que permite, fijados
ciertos valores de los parametros de la funciéon de energia, generar diferentes
texturas, es decir, proporcionar una realizacion x de un Campo Aleatorio de Gibbs.
Ahora el objetivo es inverso, dada una textura real o sintética se desea determinar
cuales son los valores de los parametros que la generan, es decir, cual es el Campo

Aleatorio de Gibbs que modela la textura considerada.

La determinacion del Campo Aleatorio de Gibbs a partir de una realizacion

particular x, puede reformularse como un “problema de estimacion de paradmetros”.

4.1 Estimacion de parametros

En los modelos de Gibbs, la estimacion del vector de parametros 0 =
@ BM =(a, bi1,b15, byy, 0oy, ...)T de la funcion de energia H(x; 0) es el punto
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clave en la extraccion de informacion espacial como asi también, la caracterizacion
de las propiedades locales de las microtexturas presentes en una imagen.
Representa la influencia que ejercen sobre los xs los diferentes cliques { s, t}. Es por
ello, que resulta de vital importancia el uso de estimadores confiables y robustos.
Existen varios métodos de estimacion de parametros de los modelos de Gibbs:
Maximum Likelihood Method (ML), Coding Method [6], Maximum Pheudo-likelihood
Method [6], el Least Squares Error Method (24), el Condicional Least Squares
Method [59], el Logit Model Fit Method (13) y el Minimum Logit Chi- Square
Method (24). Este ultimo método esta basado en el procedimiento de Berkson (4),

pero solo se aplica a variables binarias.

Estos procedimientos de estimacion no necesariamente conducen a una idéntica

estimacion del vector de parametros.

Se pretende determinar los valores de las componentes del vector de parametros 0 =
(a, BT)T =(@, by;,bip, 05,05, ...)T en base a una Unica realizacién x del sistema.

Un estimador del vector de parametros 0 es una funciéon ) (x), que proporciona para

cada observacion x una aproximacion para el vector de parametros 6ptimo.

Como se indicé anteriormente se considerara que el CAG Autobinomial J] definido
en Q, depende de un vector de parametros a estimar 0, constituido por 5

componentes (sistema de vecinos de segundo orden), es decir, 6 =
@ 87T =@, by,,byy, by, byy) T pertenece al espacio de parametros ® e 5. Por lo

tanto,
[1(x;0) = ——e Y, (4.1)

siendo H (x;0), la funcion de energia definida:

CLEDNTSED WP NANENED Y ln(ji) £ Y xen .

seS teos seS seS

conng =a+ Bll(xt T X)) 4 Bio (Ku + Xye) 4 Ba1 (Xy + %) 4 ngw, (4.2)
s M M M M
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Yy Z@)= Ye H(z;0) 13 funcion de particion.

zeQ

4.1.1 Estimador de Méaxima Verosimilitud

El objetivo de la técnica de estimacion de Maxima Verosimilitud o MV (Maximum

likelihood) es determinar los valores de las componentes del vector de parametros 0

= (a, BT)T tal que el valor de [](x; ©) sea maximo para una unica realizacion x. En

el caso discreto, el estimador de Maxima Versosimilitud es un estimador que

maximiza la probabilidad de ocurrencia de la realizacién observada x.

La funcion de verosimilitud se define:

) - T (x _ 1 - H(x;0)
Lx0)=Ix;06) Z(B)e . (4.3)

En la funcion £ (x, 6 ), x representa la configuraciéon observada, por lo tanto es

constante, las Uinicas incognitas son las componentes del vector de parametros .

Cualquier valor que maximice £ (x; .) se denomina estimador de Mdxima

Verosimilitud del vector de parametros 0. Este valor se obtiene calculando la

derivada de £ (x; 0) respecto de 0, igualando a cero y despejando 6. Generalmente,

se utiliza el logaritmo natural de la funcion de verosimilitud para determinar de una

manera mas practica y mas sencilla la derivada de £ (x; © ) con respecto a 6.

Lx;0)=InL(x; 0)=InTl(x;0 )=-H(x;0)-1nZ (0). (4.4)

Seay € Q. Se define Y(y) € R por:

Y(y):(zys’_zysw,_Zysw,_zys(}’ +Yyr) z S +YZ))

seS seS M seS seS seS

Entonces, el logaritmo natural de la funcion de verosimilitud, L (x; 6), dada la

observacion x puede escribirse:

55



L (x;0)=0TY() - b0 - H(x; 0), (4.5)

donde 6 es el vector columna 8 = (a, BT)T =(a, by1,b19, b21,b22)T

En efecto,

Luego:

donde 6=0 = (0, O, 0, O, 0).
En consecuencia:

Lx;0)=InL(x; 6)=-H(x;0)-1nZ(0)

=-[Hx;0)-H(x;0)]- InZ 0) - H(x; 0)

= 0 TY(x) - b - H(x; 0).
Si é es el estimador de MV de 0 debe satisfacer:

9VL (x; 6)=0, (4.6)

donde se deduce que 0 debe verificar:

? Se llama gradiente de una funcion z = f (x1,..., Xn ) en un punto P( Xi1,..., Xn ) al vector normal a la
superficie f (x1,..., Xn ) en el punto P y sus componentes son las derivadas parciales de la funcién en
dicho punto:
0z 0z
grad(z) = Vz = (— -, —) = f

+..+f, x

’""Xnﬁn
1 2 n

1
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87 Y() - H(y,0)
Y(x)= > Y(y) - : (4.7)
yeQ ZCOTY(Z) ~H(z,0)

zeQ

Para despejar O de la ecuacion (4.7), es necesario recurrir a un proceso de

optimizacion numérica como por ejemplo, el Método de Newton - Raphson19.

Si bien se ha demostrado la existencia, unicidad y consistencia del estimador MV
[76] no resulta ser un estimador util a efectos practicos debido a que la funciéon de

particion Z, representa un problema inviable computacionalmente.

4.1.2 Coding

Este método fue propuesto por Besag en 1974. Consiste en definir unos coédigos en
la malla para estimar los parametros de un modelo. El nimero de estos codigos o

particiones depende del sistema de vecinos considerado.

Besag [6] comprobd que el método de estimacion Coding resultaba ineficiente,
debido a que solo se utiliza un porcentaje de los datos para cada estimacion y asi
las distintas estimaciones efectuadas en cada uno de los “codings” definidos pueden
ser muy diferentes debido a la independencia existente entre los diferentes
“codings”, lo que conlleva a la obtencion de valores medios inadecuados. En
consecuencia, propuso, en 1975 un nuevo método de estimacion, denominado el

Maximo Pseudo-verosimilitud.

Puesto que el propodsito de este trabajo es extraer informacién espacial, mediante
los modelos Autobinomiales H-V e I-D, y esto es posible, a través de la estimacion
del vector de parametros de sus respectivas funciones de energia, Schéder,
Rehrauer, Siedel y Dactu (1998) establecen que los estimadores mas adecuados
para tal fin son: el Maximo Pseudo-Verosimilitud (Maximum Pseudo-Likelihood
Estimator) y de Minimos Cuadrados Condicional (Condicional Least-Squares

Estimator).

10 Es un método numeérico iterativo utilizado para encontrar aproximaciones de los ceros o raices de
una funcion real y también es ampliamente usado para resolver sistemas de ecuaciones no lineales.
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A continuacion se desarrollara una breve descripcion de estos dos métodos de

estimacion.

Para la presentacion de estos dos métodos de estimacion, se considerara la

expresion de la probabilidad condicional definida en (2.25),

M X M - x
I1 (xs/as;9)=(X j @ ° (1-o) S, (4.8)

S

donde = — 2y me, definida en (4.2).
l1+e s

4.1.3 Estimador de Maxima Pseudo-verosimilitud

El estimador de Mdxima Pseudo-verosimilitud (MP), como se menciono
anteriormente, fue desarrollado por Besag [7-8] como una alternativa del estimador

de Mdxima Verosimilitud.
Para aplicar este método de estimacion, se va asumir que la probabilidad conjunta

de una imagen es producto de todas las probabilidades individuales de los pixeles

de sitio s € S dados los valores correspondientes de sus pixeles vecinos:

-H(x_/0_;)

I1(x;0) = T Mxe/0) = [T (4.9)
seS seS

20

Es decir, la probabilidad conjunta es producto de probabilidades locales de los

sitios en S.

Con esta aproximacion el estimador de Mdxima Pseudo-Verosimilitud o MP de los
parametros se obtiene maximizando la pseudo probabilidad, ecuacion (4.9). Es

decir,

Oyp =argmax In [He({XS })J=argmax ln{

[T Mg(xy/0, )}. (4.10)
3] 0 S

seS
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Este estimador en lugar de maximizar [[(x; 0) con respecto a 6 € ® dada una
observacion X € (), maximiza el producto de las caracteristicas locales. Esta

funcion, sdlo depende de O, puesto a que la configuraciéon x es considerada una

constante.

~ M X —-X
eMP = argmax In {H ( jw S (l_w)M SJ

0 seS XS
M e'lsxs
= argmaxIn| Il < T oM | (4.11)
0 seS\"s/) (l+es)

Como puede apreciarse en la expresion (4.11), para determinar el estimador MP se
aplica, por conveniencia, el logaritmo natural de la pseudo probabilidad. Luego, si

se define

seS s

L (x;0)=In[](x;0)= z {ln(;v[j+ n_x_ - M In (1+erIs )}. (4.12)

. . M .
Para una imagen dada, la expresion z ln( jes constante y puede ser eliminada.
seS Xs

Por lo tanto, la funciéon a maximizar se reduce a:

L(x0)= ) {ln[;\/l]msxs- MIn(l+e ‘ls)} (4.13)

seS S

donde, si se considera el modelo Autobinomial H-V, la expresion de ns es:

l'|s= B11 (& + Xp) 4 B12 Ky + Xy +Xu*), (4.14)
M M

y si se trata del modelo Autobinomial I-D, la expresion de ns es:

n_= P T Xe) ng("z;xz*)_ (4.15)
M
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Para poder maximizar el producto de las caracteristicas locales con respecto a 0 e
0, dada una observacion X € Q, se emple6 el Método de Newton (desarrollado en el

Apéndice A).

La ventaja principal que presenta este estimador es que las funciones de particion,
para cada una de los sitios, son computacionalmente viables.

En 1989, Geman y Graffigne, demostraron la existencia, unicidad y consistencia de
este estimador bajo condiciones generales. F. Comets, en 1992, demostro la
consistencia asintética del estimador MP. Seymour, a través de experimentos, dio a
conocer ciertas limitaciones del estimador MP; mostr6 que como optimiza solo
propiedades locales, no es aplicable a imagenes con un amplio rango de
dependencia. Sin embargo, diversos autores, como Guyon (1986), (1987), Jensen y
Moller (1989) coinciden en que el MP es un estimador que brinda resultados

razonables y consistentes.

4.1.4 Estimador de Minimos Cuadrados Condicional

El estimador de Minimos Cuadrados Condicional o MCC (Conditional least squares
estimator), intenta minimizar el error entre la imagen dada y la esperada. Se define

como:

N

Omcc = argmén X(x - E(x))?, donde E(xs)= Z‘éxs M(x /0 ;) (4.16)
S Se

Empleando el valor esperado del Modelo Autobinomial, la ecuacion (4.16) puede

escribirse:
2
M

-1
1+e S

Omcc = argmin | Xs - (4.17)

) seS

ns representa la influencia de los pixeles vecinos del pixel s.

En [78] se muestra que, mediante el uso de la aproximacion del campo medio, ng

puede ser aproximado por:

nsz-log[ﬂ- 1] + «s, (4.18)

Xs
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donde kg es un término Gaussiano de ruido de media cero y varianza §. Con la

definicion de ng, ecuacion (2.18), el proceso de estimacion de parametros se reduce

a resolver un sistema de ecuaciones lineales:

Go=d+n, (4.19)

donde 0 es el vector de parametros desconocidos, d el vector de valores

transformados de los pixeles xs

ds = - log [£ - 1] (4.20)

Xs

y n un vector Gaussiano de ruido. G es una matriz de contaminacién de los valores

de los pixeles vecinos,

1 si n=0

Gg,n =) “st(y * Xst() _ (4.21)
i en caso contrario

Los valores xXst y X'st denotan los dos vecinos del pixel xs descriptos en el cliqué <s ,t
>n. La s-ésima fila especifica los niveles de gris { x¢ } de todos los vecinos del pixel s

y la n-ésima columna contiene al vecino n de todos los pixeles de la imagen.

El parametro a no pondera ningin vecino, por ende vale 1.

Por ejemplo, si se tiene una imagen de n x n y se trabaja con el sistema de vecinos
definidos para el modelo Autobinomial H-V, la matriz G, tendra un orden de N x 2,
con N=n x n filas. Los elementos de las dos columnas de G se determinan mediante

las siguientes expresiones:

M M
para cada pixel s de la imagen, donde X; y X+ son los niveles de gris de sus

vecinos ubicados horizontalmente y X, y X+ son los de sus vecinos ubicados

verticalmente.
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Si se considera el modelo Autobinomial I-D, la matriz G, tendra el mismo orden y
los elementos de las dos columnas quedaran determinados mediante las
expresiones:

_(xy + xy%) (x, +x5x)

gsl—T y gsz:T,

para cada pixel s de la imagen, en este caso, X, y X . representan los niveles de

gris de sus vecinos ubicados en la diagonal izquierda y X, y X,. son los de sus

vecinos ubicados en la diagonal derecha.

Considerando que el término de ruido n posee distribucion normal, el estimador de

maxima verosimilitud de 6 esta dado por:

A~

Ocuc =(G"G)'G"d. (4.22)

Esto provee una solucion para los parametros de textura, permitiendo para un
espacio de parametros de dimension pequena lograr una mayor eficiencia en el MAP

de informacion texturada de la imagen.

Una ventaja importante de este estimador es su calculo resulta significativamente
rapido y sencillo, por este motivo, es ampliamente usado. Esto no implica que sea el

mas recomendado.

Los algoritmos para determinar el estimador de MCC del vector de parametros del
modelo Autobinomial H-V y el del modelo I-D, fueron desarrollados en el Apéndice

B, Algoritmo B.4.1 y B.4.2 respectivamente.

En el proximo capitulo, se evaluaran y compararan los resultados emitidos por

estos dos ultimos métodos de estimacion.
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S

ESTUDIO DE SENSIBILIDAD

En este capitulo se compararan los métodos de estimacién de Mdxima Pseudo-verosimilitud y el de
Minimos Cuadrados Condicional y se discutira la sensibilidad de los mismos frente a distintos grados

de contaminacién de diferentes patrones homogéneos de textura.

5.1 Comparacion y Analisis de sensibilidad

De cada uno de los dos modelos Autobinomiales considerados, el Modelo
Horizontal-Vertical (H-V) y el Modelo Diagonal Izquierda-Derecha (I-D), se

establecieron cuatro situaciones diferentes para el par de parametros (Tabla 5.1).

Tabla 5.1. Las cuatro situaciones de
valores especificos de los parametros de
los modelos.

Modelo H - V Modelo I - D
P11 12 B2z B2z
0.00 1.00 0.00 1.00
1.00 1.00 1.00 1.00
1.00 -1.00 1.00 -1.00
-1.00 1.00 -1.00 1.00

Se generaron, para cada situacion, 100 texturas de 32 x 32 pixeles con 200
barridos del algoritmo Gibbs Sampler. Mediante el software MATLAB (version
7.2.0.232 (R20064a)) se confeccionaron tres algoritmos para generar tres grados de

contaminacion diferentes sobre las 800 texturas generadas. Los grados de
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contaminacién considerados fueron: el 1% (10 de los pixeles de la imagen), el 10%
(102 pixeles) y el 20% (205 pixeles). El proceso de contaminacion consistio en
sustituir al azar el 1%, el 10% y el 20%, respectivamente, de los niveles de gris de
los pixeles de las imagenes previamente generadas, por el nivel maximo de gris.
Creando de esta forma, tres modelos contaminados para cada modelo Autobinomial
H-V e I-D. En las figuras 5.1 y 5.2 se muestran dos ejemplos de los efectos que
producen los distintos grados de contaminacion, en texturas generadas por los

modelos Autobinomiales H-V e I-D, respectivamente.

Figura 5.1 Modelo Autobinomial H-V. La textura de la izquierda esta generada utilizando los
valores especificos (811 = 0, Bi12= 1), la segunda presenta una contaminacién del 1%

de los pixeles, la siguiente un 10% y la de la derecha un 20% de los mismos.

Figura 5.2 Modelo Autobinomial I-D. La textura de la izquierda esta generada utilizando los

valores especificos (B11 = 1, Bi12 = -1), la segunda presenta una contaminacion del

1% de los pixeles, la siguiente un 10% y la de la derecha un 20% de los mismos.

Se estimaron los valores de los parametros de cada una de los modelos, los puros y
los contaminados, para cada una de las cuatro situaciones anteriormente
mencionadas, a través del método de Maxima Pseudo-verosimilitud (MP) y del

meétodo de Minimos Cuadrados Condicional (MCC).
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Con el proposito de evaluar el desempenio de los métodos de estimacién, MP y MCC,
se exhibe en la tabla 5.2 y 5.3, el valor medio, el sesgo y desvio estandar de las
estimaciones obtenidas de cada uno de los parametros de los modelos H-V e I-D

puros, respectivamente.

Tabla 5.2. Resultados de las estimaciones de los parametros del Modelo

Autobinomial H-V Puro.

Parametro B11 B2
Valores especificados 0.00 1.00
Método de Minimos Cuadrados Condicional

Media 0.00064 1.00412
Sesgo 0.00064 0.00412
D.S. 0.02791 0.02186

Método de Maxima Pseudo-verosimilitud

Media 0.00055 1.00225
Sesgo 0.00055 0.00225
D.S. 0.01949 0.01811
Valores especificados 1.00 1.00
Método de Minimos Cuadrados Condicional

Media 1.00545 1.00590
Sesgo 0.00545 0.00590
D.S. 0.02404 0.03892

Método de Maxima Pseudo-verosimilitud

Media 1.00335 1.00204
Sesgo 0.00335 0.00204
D.S. 0.01389 0.01203
Valores especificados 1.00 -1.00
Método de Minimos Cuadrados Condicional

Media 1.00292 -1.00283
Sesgo 0.00292 - 0.00283
D.S. 0.01494 0.01119

Método de Maxima Pseudo-verosimilitud

Media 1.00154 -1.00189
Sesgo 0.00154 -0.00189
D.S. 0.01066 0.00908
Valores especificados -1.00 1.00
Método de Minimos Cuadrados Condicional

Media - 1.00389 1.00273
Sesgo -0.00389 0.00273
D.S. 0.01077 0.01279

Método de Maxima Pseudo-verosimilitud

Media -1.00261 1.00198
Sesgo -0.00181 0.00198
D.S. 0.01062 0.01171

En las figuras 5.3 y 5.4 se presentan imagenes, en escala de grises,

correspondientes a valores especificos de los parametros de los modelos puros y
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texturas generadas usando los valores estimados de los parametros mediante

ambos métodos.

Tabla 5.3. Resultados de las estimaciones de los parametros del Modelo

Autobinomial I-D Puro.

Parametro Ba1 B2z
Valores especificados 0.00 1.00
Método de Minimos Cuadrados Condicional

Media -0.00168 1.00802
Sesgo -0.00168 0.00802
D.S. 0.03151 0.03172

Método de Maxima Pseudo-verosimilitud

Media -0.00128 1.00765
Sesgo -0.00128 0.00765
D.S. 0.02721 0.02337
Valores especificados 1.00 1.00
Método de Minimos Cuadrados Condicional

Media 1.00355 1.00115
Sesgo 0.00355 0.00115
D.S. 0.00441 0.01798

Método de Maxima Pseudo-verosimilitud

Media 1.00328 1.00105
Sesgo 0.00328 0.00105
D.S. 0.00396 0.00810
Valores especificados 1.00 -1.00
Método de Minimos Cuadrados Condicional

Media 1.00309 -1.00296
Sesgo 0.00309 -0.00296
D.S. 0.01264 0.01300
Método de Maxima Pseudo-verosimilitud 1.00232 -1.00223
Media 0.00232 -0.00223
Sesgo 0.00849 0.01007
D.S.

Valores especificados - 1.00 1.00
Método de Minimos Cuadrados Condicional

Media -1.00206 1.00233
Sesgo - 0.00206 0.00233
D.S. 0.00888 0.00847

Método de Maxima Pseudo-verosimilitud

Media - 1.00201 1.00224
Sesgo -0.00201 0.00224
D.S. 0.00827 0.00801

No se vislumbran diferencias significativas respecto a los resultados numeéricos
obtenidos a través de ambos métodos, en los distintos modelos. De las imagenes de
32 x 32 pixeles, puede advertirse, que las texturas presentan una estructura

bastante similar.
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Figura 5.3 Modelo Autobinomial H-V. La textura de la izquierda esta generada utilizando los

valores especificos (i1 = 1, Bz - -1), la del medio usando los valores de los
parametros estimados a partir del método MCC y la de la derecha usando el

método MP.

Figura 5.4 Modelo Autobinomial I-D. La textura de la izquierda esta generada utilizando los

valores especificos ( Ba21 = - 1, B2 - 1), la del medio usando los valores de los parametros

estimados a partir del método MCC y la de la derecha usando el método de MP.

El comportamiento de los sesgos y las desviaciones estandar de las estimaciones
queda reflejado en las figuras 5.5 y 5.6, respectivamente. Las magnitudes de los
mismos, en algunas de las situaciones consideradas, son relativamente altas para
ambos métodos. Esto no es debido a que los estimadores sean incorrectos, sino es
posible que correspondan a texturas generadas a una iteracion del algoritmo GS
donde todavia no se ha llegado a la convergencia o al hecho de que los distintos
modelos estén compuestos Unicamente por dos parametros para caracterizar las
texturas. A partir de los graficos puede vislumbrarse que las estimaciones

obtenidas a partir del método MCC presentan mas sesgo y mayor dispersion que las
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logradas por el de MP; esto indicaria que éste ultimo resulta ser levemente mas

eficiente que el método MCC.

0,006

0.003 /
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Figura 5.5 Sesgos de las estimaciones de los parametros de los Modelos Autobinomiales H-V e I-D,
realizadas con los distintos métodos. Modelo H-V: (a) para los valores especificos (11 = O,
Bi2 = 1), (b) para (B11= 1, P12 = 1). Modelo I-D: (c) Para los valores especificos (21 = 1, P22 = -
1), (d) para (B21=- 1, B2z = 1).
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Figura 5.6 Desvios estandar de las estimaciones de los parametros de los Modelos Autobinomiales H-

V e I-D, realizadas con los distintos métodos. Modelo H-V: (a) para los valores especificos

(B11= 0, B12 = 1), (b) para (B11= 1, B12 =1). Modelo I-D: (c¢) para los valores especificos (B2:= 1,
B2z = - 1), (d) para (Ba1 = - 1, P22 = 1).

En lo que respecta a los modelos contaminados algunos de los resultados fueron los

siguientes:
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Tabla 5.4. Resultados de las estimaciones de los parametros del Modelo

Autobinomial H-V contaminado.

Parametro B11 B12

Contaminacion al 1%

. 0.00 1.00
Valores especificados
Método de Minimos Cuadrados Condicional
Media 0.00786 1.00407
Sesgo 0.00786 0.00407
D.S. 0.04587 0.04627
Método de Maxima Pseudo-verosimilitud
Media 0.00423 1.00285
Sesgo 0.00423 0.00285
D.S. 0.04509 0.03320
Contaminacion al 10%
Valores especificados 1.00 1.00
Método de Minimos Cuadrados Condiciona
Media 1.05999 1.03546
Sesgo 0.05999 0.03546
D.S. 0.13629 0.13566
Método de Maxima Pseudo-verosimilitud
Media 1.01866 1.01041
Sesgo 0.01866 0.01041
D.S. 0.08871 0.08326
Contaminacion al 20%
Valores especificados 1.00 -1.00
Método de Minimos Cuadrados Condicional
Media 0.78409 0.21789
Sesgo -0.21591 1.21789
D.S. 0.17162 0.17198
Método de Maxima pseudo-verosimilitud
Media 0.82868 -0.21906
Sesgo -0.17132 0.78094
D.S. 0.04410 0.28438

En la tabla 5.4 como en la 5.5, puede advertirse que a medida que aumenta el
porcentaje de pixeles contaminados en la imagen de 32 x 32, las estimaciones se
van distorsionando. Al 1%, las estimaciones de los parametros de ambos modelos,
no presentan diferencias significativas respecto a los valores especificados. Al 10%,
los sesgos de las estimaciones comienzan a incrementarse levemente. Al 20%, las
magnitudes de las estimaciones fueron notablemente diferentes respecto de los

valores especificados. Revelando una alteracion substancial.

Pudo comprobarse, en ambos modelos, que el contaminar el 20% de los pixeles de
las texturas generadas con los valores de parametros Bi1 =1, Bi2 = -1 6 Bi1 =-1, Bi2 = -1

i =1, 2, las estimaciones se vieron mas afectadas que para los casos Bi1 =0, Bi2=1 6

Bii=1,Pie=1,i=1, 2.
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Tabla 5.5. Resultados de las estimaciones de los parametros del Modelo

Autobinomial I-D contaminado.

Parametro Ba1 B22

Contaminacion al 1%

. 0.00 1.00
Valores especificados
Método de Minimos Cuadrados Condicional
Media 0.00545 0.99941
Sesgo 0.00545 -0.00059
D.S. 0.02331 0.03907
Método de Maxima Pseudo-verosimilitud
Media 0.00305 1.00152
Sesgo 0.00305 0.00152
D.S. 0.02041 0.01327
Contaminacidon al 10%
Valores especificados 1.00 1.00
Método de Minimos Cuadrados Condicional
Media 1.09570 1.03989
Sesgo 0.09570 0.03989
D.S. 0.15579 0.18268
Método de Maxima Pseudo-verosimilitud
Media 1.05143 1.02508
Sesgo 0.05143 0.02508
D.S. 0.10117 0.14774
Contaminacion al 20%
Valores especificados 1.00 -1.00
Método de Minimos Cuadrados Condicional
Media 0.70979 0.14910
Sesgo -0.29021 -1.14910
D.S. 0.06814 0.18521
Método de Maxima Pseudo-verosimilitud
Media 0.81230 -0.23232
Sesgo -0.1877 0.76768
D.S. 0.03654 0.11383

Al evaluar las estimaciones realizadas de los parametros de los modelos
Autobinomiales contaminados, se advierte que el método MCC resulta ser mas
sensible que el MP a la contaminaciéon a diferentes patrones homogéneos de
textura, debido a que las estimaciones obtenidas a partir del primero se ven
fuertemente afectadas sobre todo cuando se contamina el 20% de los pixeles de la
textura original. Si bien ambos manifiestan incrementos en los sesgos de las
estimaciones a medida que aumenta el grado de contaminacion, las estimaciones
obtenidas por el método MP en los modelos contaminados, mantienen un sesgo y

un desvio estandar menor que las alcanzadas con el MCC.
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5.1.1 Visualizacién del efecto de contaminacion

Si se considera ahora al vector de parametros 6. De las 100 estimaciones del vector
0, de cada una de las situaciones de los distintos modelos, puros y contaminados,
se determinaron los vectores de valores medios y las matrices de varianza-

covarianza (Apéndice C).

A modo de comparar visualmente el desempefio de los dos métodos de estimacion y
la influencia de los distintos grados de contaminacion en la estimacion de los
parametros de los modelos H-V e I-D, se construyeron regiones de confianza de

95%, cuya expresion esta dada por:

. -1
n (% 0’ s!(x-0)< n-ljp Fpn-pla) (5.1)

= = (n - p)

donde 6 = (Bi1, Bi2) i = 1, 2, es el vector de parametros del modelo, p = cantidad de

parametros, X =(X.,,X.,) i=1,2 y S, son el vector de valores medios y la matriz de
~ il i2

varianza covarianza, respectivamente. Fp,n—p (a) es el percentil (x100) superior de la

distribuciéon F con p y n - p grados de libertad.

En la determinacion de las elipses de confianza para estimar los vectores Ou.v = (11,
Bi2) v Orp=(B21, P22), se aplico el Teorema Central del Limite Multivariado a las
texturas muestreadas para cada situacion y para cada modelo. Los resultados mas

relevantes se muestran en las siguientes figuras.
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Figura 5.7 Comparacion de los métodos de estimacion MCC y MP: a izquierda, el Diagrama de
dispersion de las estimaciones del vector de parametros 6m.v = (B11, Bi2) del Modelo
Autobinomial H-V Puro, para el vector de valores especificados 0u.v = (1, 1). A derecha, el
Diagrama de dispersion de las estimaciones del vector de parametros Or.p=(P21, P22) del

Modelo Autobinomial I-D Puro, para el vector de valores especificados 61-0=(1, 1).

En la figura 5.7 de la izquierda puede advertirse que las estimaciones logradas a
partir del método MP presentan una menor variabilidad que las obtenidas a través
del Método MCC. Situaciéon que se confirma al construir las elipses de confianza del
95% (figura 5.8 de la izquierda) para estimar el vector de parametros Ou.v = (B11, B12),
del modelo Autobinomial H-V Puro, considerando el caso del vector Ouv = (1, 1).
Evidenciando (segiin los tamanos de las elipses) que el estimador MP alcanza una
mayor precision en las estimaciones del vector que las logradas por el MCC.
Mientras que en el caso de las estimaciones del vector Or.p=(B21, P22) del modelo
Autobinomial I-D Puro, las estimaciones logradas por ambos estimadores presentan
una variabilidad similar. Si bien en el diagrama de dispersiéon no se perciben
diferencias significativas entre MCC y MP, en las elipses de confianza (figura 5.8
derecha) queda evidenciado que el método MP alcanza una precision levemente

superior.
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Figura 5.8 Comparaciéon de los métodos de estimacion MCC y MP: elipses de confianza del 95% para
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Figura 5.9 Comparacion de los modelos H-V e I-D frente a un 20 % de contaminacién de los pixeles de
la textura: elipses de confianza del 95% para estimar el vector Ou-v=(B11, B12) ¥ Or.0=(B21, P22).

Considerando el caso ( -1,1), para los vectores de parametros de ambos modelos.

A partir de las elipses de la figura 5.9 no se vislumbran diferencias significativas en
lo que respecta a los dos modelos considerados frente a un 20 % de contaminacion.

Si se percibe que en el modelo [-D, las estimaciones de los parametros de las
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texturas contaminadas presentan una mayor variabilidad que las logradas a partir
del modelo H-V. Situacion que se ve reflejada en la forma y tamano de las elipses.
En todos los casos exhibidos en la figura 5.9, se utilizé el método MP para

determinar las estimaciones, por presentar una mejor performance.
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Figura 5.10 Comparacion de los estimadores MCC y MP frente a un 20 % de contaminacién de los

pixeles de la textura: elipses de confianza del 95% para estimar el vector Qv = (P11,

B12).Considerando el caso Ou.v= (1, -1).

Si ahora se comparan las elipses de confianza obtenidas a través de las
estimaciones del MCC y del MP, para estimar el vector Ouv = (B11, B12) del modelo
Autobinomial H-V, puede advertirse que el MP resulta ser mas eficiente que el MCC.
Esto se manifiesta en el tamano de las elipses y en el alejamiento existente entre las
construidas mediante el modelo puro comparadas con las del contaminado el 20%.
Se percibe que las estimaciones logradas por el método MCC han sido afectadas en
gran medida por este grado de contaminacion. Resulta ser el método mas sensible

ante distintos grados de contaminacion a patrones homogéneos de textura.

76



7



6

CLASIFICACION SUPERVISADA DE UNA IMAGEN
SATELITAL

En este capitulo primeramente se ilustraran algunos conceptos basicos concernientes a la formacion
de imagenes de teledeteccién, principalmente desde sensores ubicados en plataformas espaciales.
Posteriormente se describiran brevemente las técnicas de clasificacion de imagenes digitales.
Finalmente, se comparara la capacidad de los métodos de estimacién de Minimos Cuadrados
Condicional y el Mdaxima Pseudo-verosimilitud y la de los modelos Autobinomiales en la clasificacion

supervisada de las diferentes texturas existentes en una imagen satelital concreta.

6.1 Teledeteccidn espacial

La teledeteccion es una perfecta conjuncion de ciencias y tecnologias que se han
desarrollado a lo largo de los dos ultimos siglos y que han dado lugar a una técnica
multidisciplinar basada en el conocimiento de la Fisica, las Matematicas y que se
ha desarrollado, principalmente, gracias a los avances tecnologicos en

telecomunicacion y computacion.

La Teledeteccion (Remote Sensing), podria definirse como una técnica que consiste
en la adquisicion de informacion acerca de las caracteristicas fisicas y biolégicas de
objetos de la superficie terrestre, mediante mediciones realizadas a distancia por
sensores instalados en plataformas espaciales o aerotransportados, y su posterior
analisis por medio de procesado digital e interpretacion de imagenes. La
informacion obtenida producto de la medicion de la interaccion electromagnética
entre la Tierra y el sensor se resume en matrices, dando lugar a lo que se denomina
imagen satelital. Este trabajo se centrara su atencion en datos provenientes desde

plataformas espaciales: teledeteccion espacial.
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Un sistema de teledeteccion espacial esta constituido basicamente, por los
siguientes elementos: la fuente de energia, la cubierta terrestre, el sistema sensor,

el tratamiento de la informacion.

e Fuente de energia. La primera de las componentes del sistema es la fuente
generadora de energia o de radiacion electromagnética detectada por el sensor,
que puede ser radiada por los objetos, o reflejada por la superficie terrestre. En
este Ultimo caso, la fuente de radiaciéon puede ser el Sol, en cuyo caso se habla

de teledeteccién pasiva, o el propio sensor, conocida como teledeteccién activa.

o Cubierta terrestre. Constituida por distintas masas de vegetacion, suelo, agua y
construcciones, que reciben la senal energética, y la reflejan o emiten de

acuerdo a sus caracteristicas.

e Sistema sensor. Constituido por el sensor propiamente dicho y la plataforma
satelital (denominada satélite) en la que se instala. Capta la energia reflejada en
las diferentes cubiertas terrestres, luego de atravesar la atmosfera, y transmite
la informacién, como senal digital, en forma matricial, al sistema receptor en la

Tierra.

e Sistema de transmision, recepcién y procesamiento. Encargado de recibir la
informacion transmitida por el sensor, grabarla en un formato apropiado
(analogico o digital) y distribuirla a los intérpretes para la aplicacion de
procedimientos de tratamiento visual o digital, obteniendo de esta forma, nuevos

datos.

e Interprete Transforma los datos en informacién tematica orientada a la finalidad
del estudio, ya sea de forma visual o de forma digital. La interpretacion visual
pretende extraer informacion espacial a partir del analisis de la imagen y sus
cualidades (brillo, color textura, forma, tamafio de los elementos que la
componen), mientras que el tratamiento digital, supone la extraccion de la
informacion haciendo uso de técnicas matematicas y estadisticas mediante

algoritmos en programas informaticos.
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e Usuario final. Encargado de analizar el documento fruto de la interpretacion,
extraer la informacion necesaria para resolver una problematica especifica y de

dictaminar el impacto que de €l se derive.

Un ejemplo de este proceso puede verse en la siguiente figura 6.1.
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Figura 6.1 Los componentes de un sistema de Teledeteccion espacial:
(A) Fuente de energia. (B) Atmésfera. (C) Cubierta terrestre.
(D) Sensor. (E) Sistema de Transmision, recepciéon y
procesamiento. (F) Interprete. (G) Usuario.

Las caracteristicas fundamentales de los datos adquiridos (la radiacion, emitida o
reflejada, de la superficie terrestre) en un sistema de teledeteccion espacial, pueden

definirse a través de cuatro parametros:

e Resolucion espacial: que hace referencia al tamano del objeto mas pequeno que
identifica el sensor. Ese tamafno corresponde a la minima unidad de informacion
que aparece en la imagen, que se denomina pixel (picture element). La resolucion
espacial de los sensores actuales varia desde los 4,5 km a 1,1 m. Por ejemplo la
resolucion del Landsat 7 ETM es de 30 m, es decir cada pixel corresponde en el

terreno a una superficie de un cuadrado de 30 m x 30 m.
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« Resolucién Espectral: representa el numero y el ancho de las bandas espectrales
que puede discriminar o registrar el sensor. Cuanto mayor sea el nimero de
bandas que incluye un sensor, mejor, puesto que cada banda, constituye una
variable para caracterizar la superficie captada. También es importante que
estas bandas sean estrechas para que aumente su poder discriminante, caso
contrario, recogeran valores promediados que ocultaran elementos de
diferenciacion. El numero de bandas y su localizacién en el espectro depende de

los objetivos que se pretendan alcanzar.

« Resolucion Radiométrica: hace referencia a la sensibilidad que tiene el sensor de
detectar variaciones en la magnitud de medida de energia que recibe, es decir, al
numero de niveles digitales (ND) utilizados para expresar la intensidad de luz
captada por el sensor. Este niumero suele expresarse en términos binarios (bits)
por pixel. Por ejemplo, Landsat-TM utiliza 8 bits, lo que da 256 niveles de
energia (0 - 255), que pueden ser captados. A mayor resolucion radiométrica
mayor numero de detalles podran captarse en la imagen y mejor sera su

interpretacion.

e Resolucién Temporal: La periodicidad con la que el sensor adquiere imagenes de

la misma porcion de la superficie terrestre, “periodo de revisita”.

El aumento en la resolucion espacial supone una disminucién en la resolucion

temporal y espectral.

Entre las principales aplicaciones de la teledeteccion pueden mencionarse:

e Forestales: ldentificacion de areas de bosques, alteraciones forestales en
parques, reservas, bosques nativos o plantados, mediciones de area,
ubicacion de incendios forestales etc.

e Agricolas: Identificacion de zonas agricolas, medicion de areas, monitoreo del
desarrollo y expansién de la frontera agricola, etc.

o Ambientales: Identificacion de anomalias antrépicas a lo largo de los cursos
de agua, reservorios, bosques, zonas de crecimiento urbano, cartas de uso
del suelo, expansion de areas urbanas, etc.

e Hidroldgicas: Identificacion de limites costeros, represas, tajamares,
ubicacion de acuiferos etc.

e Cartografia: Dado que posibilita la obtencion de pares espectroscopicos

permite el analisis cartografico y la produccion de cartas imagenes con
mosaicos municipales y provinciales.
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e Geologia y Suelos: Apoyo a levantamientos de suelos y mapas geologicos.

Existe también un uso intensivo de la teledeteccion, dentro del area militar y de la

seguridad.

La teledeteccion, con el avance de las tecnologias en estos ultimos anos, ha
facilitado la obtencion de imagenes de la tierra desde sensores instalados en
satélites, permitiendo una mayor comprension acerca de las propiedades y
comportamiento de la naturaleza, logrando prever situaciones de riesgos
ambientales. Se ha convertido, en la actualidad, en la herramienta esencial que
permite la adquisicion de imagenes de forma casi inmediata y a cualquier escala;
brindando una enorme cantidad de datos geograficos, espaciales, espectrales, etc.,

de gran calidad.

6.2 Imagenes digitales

Un sensor cuenta con miles de detectores diminutos encargados de recibir y medir
la cantidad de radiacion electromagnética reflejada por la superficie terrestre y los
objetos que hay en ella, en cierta gama de longitudes de onda. Estas mediciones se
denominan espectrales. Cada valor de reflectancia espectral se registra como un
valor numérico o nivel digital (ND). Toda esta cuantificacion se constituye en un
arreglo matricial, que es transmitido a la Tierra, donde, a los efectos de su
visualizacion, se traduce en una escala de grises (en la que el negro representa
ausencia de energia y el blanco es el maximo de energia recibida) o grado de brillo

de color, conformarse asi, lo que se denomina una imagen satelital.

Las imagenes creadas a partir de éstas medidas de reflectancia, ofrecen una
representacion visual extremamente precisa de las caracteristicas y detalles de la
superficie de la tierra y de los objetos implantados en ella, en términos de forma,
dimension, color y apariencia general, es decir, del contenido espacial de la imagen
de satélite. Las imagenes satelitales también ponen de manifiesto otros rasgos y
peculiaridades que son imperceptibles por el ojo humano, como por ejemplo,
contenido mineral de las rocas, la humedad del suelo, la densidad del agua, la
composicion fisica de los edificios, etc., denominado contenido espectral de la

imagen de satélite.

La diferencia entre informaciéon espacial y espectral determina el tipo de imagen de

satélite: pancromatica o multiespectral. Las imdgenes pancromdticas se captan
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mediante un sensor digital que mide la reflectancia de energia en una amplia parte
del espectro electromagnético. En los sensores pancromaticos mas modernos, esta
Unica banda suele abarcar la parte visible y de infrarrojo cercano del espectro. Los
datos pancromaticos se representan por medio de la escala de gris monocromatica.
Son imagenes en blanco y negro. Las imagenes multiespectrales se captan mediante
un sensor digital que mide la reflectancia en muchas bandas, que pueden variar
desde tres a ocho. Cada pixel de una imagen multiespectral, tiene un color que se
crea combinando niveles de brillo que se corresponden con los valores de la
reflectancia en las diferentes bandas. La imagen multiespectral esta constituida por
tantas imagenes como bandas espectrales proporcione el sensor de una misma

zona de la superficie terrestre.
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Figura 6.2 Organizaciéon de datos de ocho bandas
espectrales sobre una misma escena.

Uno de los aspectos mas significativos de las imagenes digitales es que pueden ser
procesadas, transformadas y realzadas a través de procedimientos computacionales
y de técnicas de analisis, para generar una serie de productos de informaciéon
diferentes a fin de realizar diversas interpretaciones y poder resolver problematicas

especificas concretas.

A continuacion se desarrollara brevemente uno de los productos mas corrientes que

se extrae de las imagenes obtenidas por satélite, denominado mapa de clasificacion.

6.3 Clasificacion de iméagenes

Uno de lo objetivos fundamentales de la teledeteccion es la elaboracion de un mapa

de clasificacion de un area de interés. La clasificacion es una técnica que se utiliza
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para obtener informacion, interpretar y conocer el contenido de las imagenes
digitales y supone un enfoque cualitativo, mediante el cual permite asignar los
pixeles originales de una imagen a un conjunto de categorias o clases, basandose
en los niveles digitales de los pixeles en cada una de las distintas bandas. Estas

categorias, denominadas taxones pueden ser:

- Clase espectral: clase definida a partir de la respuesta espectral.
- Unidades geograficas: categorias definidas por el analisis del paisaje: dunas,

playa de arenas, cultivos herbaceos, regadios, zona urbana, etc.

A través de la clasificacion se obtiene una nueva imagen, en la cual cada uno de los
pixeles originales quedan definidos por un nivel digital o un color, que los identifica
segln la clase a la que se los ha incluido. Estas clases pueden describir distintos
tipos de cubiertas del terreno (variable nominal o categoérica), por ejemplo, una
clasificacion de zonas boscosas, de campo abierto, urbanas, de aguas, coberturas
vegetales, o bien intervalos de una misma categoria de interés (variable ordinal), por
ejemplo, un intento de senalar niveles de afectacion en un incendio forestal o de
humedad en una inundacion, etc. Normalmente, los distintos tipos de terreno estan

codificados por colores.

La técnica de clasificacion digital consta de tres fases:

1. Fase de entrenamiento: definicion digital de las categorias.
2. Fase de asignacién: agrupacion de los pixeles de la imagen en una de las
categorias previamente definidas.

3. Comprobacién y verificacién de los resultados.
La clasificacion digital puede ser supervisada o no supervisada.
Clasificacion Supervisada

El método supervisado parte de un cierto conocimiento de la zona de estudio,
adquirido por experiencia previa o por trabajos de campo. Este conocimiento previo
de la zona de interés, permite al interpretador delimitar sobre la imagen cierto
numero de areas piloto, denominadas campos 6 dreas de entrenamiento (training
fields), que se consideran, suficientemente representativas de las categorias que se
pretenden discriminar. El término “entrenamiento” se debe a que estas areas le
sirven al algoritmo computacional para reconocer las distintas categorias. Para
realizar la clasificacion es necesario introducirle al programa informatico una

muestra de pixeles que representen adecuadamente a cada categoria. Este, en base
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a sus valores digitales calcula diversos estadisticos: media, rango, desviacion
estandar, matriz de varianza — covarianza, etc., que caracterizan cada clase, para
luego asignar automaticamente los pixeles restantes a las distintas clases en
funciéon de sus niveles digitales. Esta asignacion se establece mediante algoritmos
de clasificacion. Existen diversos algoritmos de clasificacion de la escena, entre

ellos se encuentran:

o Clasificador de Paralelepipedos: En este método se definen una serie de
paralelepipedos (hiper-rectangulos) que constituyen las clases. Las fronteras de
cada una de estas clases se determinan, teniendo en cuenta los valores
maximos y minimos de reflectividad de cada area de entrenamiento. Todos
aquellos pixeles que se encuentren dentro del hipercubo son asignados a esa
clase. Es un clasificador rapido y simple de implementar, pero suelen
presentarse problemas que le quitan robustez; pueden existir pixeles sin

clasificar o pixeles asignados a dos o mas categorias.

¢ Clasificador de Distancia Minima. Esta clasificacion consiste en la determinacion
de las medias (centroides) de los ND de cada clase y cada pixel es asignado a la

clase cuya media espectral es mas cercana al ND del pixel.

e Clasificador de Mdxima probabilidad. Se considera que los ND de cada categoria se
ajustan a una distribuciéon normal. Esto permite describir esa categoria a través
de una funcion de probabilidad, a partir de su vector de medias y matriz de
varianza-covarianza. Se calcula la probabilidad de que un determinado pixel
pertenezca a una categoria; el calculo se realiza para todas las categorias
existentes y el pixel se incluira en aquella clase a la cual tenga mas probabilidad

de pertenecer.

e Clasificador de Minima distancia de Mahalanobis. Es un método similar al de
maxima probabilidad, pero asumiendo que las covarianzas de las clases son

iguales.

Otras tendencias (Solaiman, Mouchot y Maillard, 1994) resaltan la capacidad que
poseen las “Redes neuronales artificiales” para la clasificacion de imagenes
multiespectrales. El método de clasificacion empleando redes neuronales fue
desarrollado simultaneamente en los ambitos del analisis estadistico y de la
inteligencia artificial. Las redes neuronales constituyen una herramienta valiosa

para clasificar imagenes satelitales pues no requieren hipotesis sobre la
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distribuciéon de los datos. Consiste en extraer combinaciones lineales de los
atributos presentes en los objetos obteniendo una serie de caracteristicas y

modelizar las clases como funciones no lineales de dichas caracteristicas.

Autores como Chuvieco (1996), senalan otros clasificadores como el “Clasificador
del arbol”. Es un algoritmo de clasificacion y regresion basado en la construccion de
un arbol, en el que se parte de la raiz y a partir de los valores de la entrada se
profundiza hacia los nodos hoja, eligiendo un camino u otro dependiendo de los

valores de la entrada. Cada nodo hoja representa una clase de la clasificacion.

Se ha propuesto, también, el uso de la Teoria de la Logica Difusa (Duda, Canty y
Klaus, 1999) para solventar el problema de la existencia de zonas de transicion o
usos mezclados en la superficie terrestre. Es decir, los Clasificadores difusos son
empleados cuando se examinan areas heterogéneas donde con resoluciones medias,
no puede asegurarse que un pixel dado contenga una sola clase de cobertura. En
este caso, el pixel no pertenece totalmente a una sola categoria sino que tiene
distintos grados de pertenencia (comprendidos entre O y 1), lo que permite una

asignacién simultanea a varias categorias.

Clasificacién No Supervisada

Este enfoque se utiliza cuando no se conocen "a priori", las caracteristicas del
terreno, o porque las caracteristicas espectrales de la superficie no estan
claramente definidas, por lo que, la intervenciébn humana se centra en la

interpretacion de los resultados.

Este tipo de clasificacién es una técnica de “agrupamiento”, que no necesita del
proceso de muestreo de la imagen, por cuanto consiste en una busqueda
automatica de grupos (clusters) de pixeles de la imagen con un comportamiento
espectral homogéneo, de acuerdo a algun criterio estadistico. De esta forma, la
imagen es segmentada en clases desconocidas, que generalmente representan las
clases espectrales naturales. Para definir los grupos con un comportamiento
espectral similar se utilizan, en general técnicas de clasificacion automatica de
datos. Estos algoritmos de clasificacién sélo requieren de la escena a clasificar y
algunos parametros que limiten el ntimero de clases a identificar. Entre ellos

pueden mencionarse:
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e El método de las K-medias: Consiste en elegir las medias de las clases
uniformemente distribuidas en el espacio de datos y luego de forma iterativa, los
pixeles son asignados a las clases mas cercanas, mediante el empleo de técnicas
de minima distancia. En cada iteracion se recalcula la media de la clase, con los
pixeles que fueron incluidos en el cluster y se vuelven a reclasificar todos los
pixeles. Este proceso se detiene una vez que el namero de pixeles que cambia de
cada clase sea menos que el limite de cambio de pixeles seleccionado o cuando se
haya alcanzado el nimero maximo de iteraciones fijado. Una de las desventajas
que presenta esta técnica es una alta dependencia en la eleccion de los centros

iniciales.

e [SODATA (Interactive Self-Organizing Data Analysis Technique (Algorithm))
(Richards, 1995). Es un método iterativo que requiere que se determine a priori el
numero maximo de clusters que el algoritmo debe identificar. Consiste en calcular
los promedios de las clases o agrupaciones que eventualmente estan distribuidos
en el espacio de decision. En cada una de las iteraciones se recalcula los
promedios y reclasifica los pixeles de la imagen con respecto a los nuevos
promedios. Este proceso contintia hasta que el cambio del nimero de pixeles en
cada cluster es minimo respecto a un valor de tolerancia o hasta que se realiza

cierto numero de iteraciones predefinidas.

Con posterioridad, el wusuario debe identificar a qué categoria geografica
corresponde cada una de las clases espectrales definidas, es decir, qué cluster se

corresponde con vegetacion, suelos, area urbana, etc.

El método supervisado pretende definir clases informacionales, mientras que el no
supervisado tiende a identificar las clases espectrales presentes en la imagen,

aunque, ninguno de los dos, puede considerarse completamente efectivo.

Evaluacion de la clasificacion

Para evaluar calidad del proceso de clasificacién de una imagen en términos de los
errores que ha cometido el clasificador, al confundir las muestras de una clase con
las de otra, y por tanto, conocer qué clases han sido mejor y peor identificadas se
construye la denominada Matriz de Confusion, también llamada Matriz de Error o
Matriz de Contingencia de las clases. Se trata de una matriz cuadrada de orden “n”,

donde “n” indica el nimero de categorias. (Tabla 6.1) Usualmente, las filas de esta
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matriz, son ocupadas por la categorizacion de los pixeles deducida por el
clasificador, mientras que las columnas corresponden a las clases referencia
establecidas por observaciones del terreno. Cada elemento, de esta matriz, debe
interpretarse como el numero de pixeles que han sido adjudicados a la clase fila,
perteneciendo a la clase columna. La diagonal expresa el numero de puntos
clasificados donde se produce un total acuerdo entre imagen y clasificacion,

mientras que los marginales suponen errores de asignacion.

Tabla 6.1 Matriz de confusion. Efectividad de la clasificacion

Datos de Referencia

Datos de

donde

nii representa el nimero de pixeles de la imagen satelital que fueron clasificados
pertenecientes a la clase i, perteneciendo a la clase i,

n;+. totales marginales de la fila i,

n.i: totales marginales de la columna i,

n: namero total de pixeles de la imagen considerada para el estudio.

A partir de una Matriz de Confusion pueden deducirse varios indices relativos a la
exactitud de la clasificacion. Los indices se determinan a través de las siguientes

expresiones,

% de Fiabilidad global = n°® de pixeles correctamente clasificados _ 100% (6.1)

n° total de pixeles de referencia

El indice (6.1), representa la fiabilidad o efectividad global de la imagen clasificada:

establece la relacion entre el namero de pixeles correctamente asignados y el total.

% de error por omision = i 2D w9 (6.2)
n

+i

El indice (6.2), representa el error de omision: indica el numero de pixeles que,

perteneciendo a una determinada categoria, no fueron adjudicados a ella.
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s n;, - ny
% de error de comision = 1+ 1l %1 (6.3)
N

El indice (6.3), representa el error de comision: indica el nimero de pixeles que

fueron incluidos a una determinada categoria, perteneciendo realmente a otra.

Desde otro punto de vista, algunos autores cuando se refieren a los errores de
“omision” y “comision” en una clasificacion lo expresan en relacion inversa, como

exactitud del usuario y del productor.

Resulta de gran interés analizar las relaciones entre las distintas clases. Para este
analisis puede utilizarse la técnica multivariada discreta Kappa (k). Este estadistico,
mide el grado de ajuste debido exclusivamente a la exactitud de la clasificacion,
prescindiendo del causado por factores aleatorios. Es un criterio que resume la
bondad de la clasificacion en un tunico valor. Se basa en la proporcion de
coincidencia observada relacién a la proporcién de coincidencia que se esperaria

por azar.

La estimacion de k se obtiene a partir de la formula de Hudson y Ramn (1987) (6.2).

Su calculo se basa en la matriz de confusién. Si el estadistico £ es igual a 1 esto
indica un acuerdo pleno, mientras que un valor cercano a O sugiere que el acuerdo
observado es puramente debido al azar. En el caso en que el acuerdo observado sea

inferior al esperado por azar, el estadistico kappa es negativo.

El estimador de maxima verosimilitud de Kappa es:

k K
nznii - zni+ g
K= = 1=l 1=1 , (6.4)

2
2
n- - Zni+ *Ng
i=1

donde p,, representa la proporcion de concordancia observada, y se calcula

k
bo = Zpii ’
i=1

y Pg . la proporcion de concordancia esperada por puro azar, y se determina:
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a = Zp+i bi+ -
i=1

La expresion del estimador de la varianza asintética del estadistico Kappa obtenida

a partir del método Delta, es:

2
52 :%1 cpl(l—cp;)+2(1—cp1)(2cp1<22—<P3)+2(1—<p1) (@4 - 4(92) (6.5)
(1-95) (1-93) (1-¢o)*
donde
1 k
=) n.
(pl n; i
1 k
ch_F;n 1+* n+1
1 k
P3 :_QZ n; (n,+n,)
n- g
1 k k
—3221’1 (04 +n ).
n-j=1j=1

Para el testear la significacion del coeficiente k, se realiza un contraste de hipoétesis

(Fleiss, 1981), siendo la hipoétesis nula k = 0, y, la alternativa k # 0, empleando el

>

estadistico: . Si se verifican las condiciones de aproximacion de la distribucion

O-I(
Binomial a la distribucion Normal, este estadistico se distribuye como una normal

tipificada.

A continuacion se realizara una aplicacion de la técnica de clasificacion supervisada
a una imagen satelital real, en la que se considerara que los ND de cada categoria
se ajustan a una distribucion Autobinomial H-V e I-D y se hara uso de los métodos
de estimacion CMC y MP junto a una métrica de simil arridad, como método de

reconocimiento de patrones.

6.4 Aplicacion: Clasificacion supervisada de una imagen
satelital

El objetivo de esta seccion es poder discriminar en una imagen satelital, regiones

similares a un area de referencia o entrenamiento, mediante la aplicacion de los
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métodos de estimacion de los parametros del modelo Autobinomial H-V e I-D, el
PMV y el CMC, en la clasificacién supervisada de datos multiespectrales Landsat 5

TM (Mapeador Tematico).

Para el estudio, se utilizo una imagen satelital Landsat 5 TM 232-081, de 399 x 577
pixeles, en falso color (BANDA 3 = VERDE), en formato GeoTIFF, de fecha 17 de
noviembre de 2008. La imagen corresponde al embalse Ullum, represa sobre el rio
San Juan a 768 msnm, localizada en el canén de la Quebrada de Ullum, a 18 km

de la ciudad capital provincial de San Juan.

Figura 6.3 Imagen satelital elegida.
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Se seleccion6é una subimagen de 100 x 100 pixeles, con la que se trabajé. La misma

se indica en la figura 6.4.

Figura 6.4 Imagen satelital y subimagen seleccionada para el estudio.

Para evaluar la capacidad de los modelos Autobinomiales en la extraccion de
informacion espacial, se eligieron en la subimagen, dos areas de entrenamiento de

igual tamano: 9 x 9 pixeles (Ver figuras 6.5y 6.6).
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Figura 6.5 Marcadores de region: regiéon I en verde
y la regién II en azul.

Figura 6.6 Regiones de referencia elegidas en la imagen.
A la derecha, la region Iy ala izquierda la

region II.

La region I, corresponde a una porcion de superficie montanosa y rocosa,
desprovista de vegetacion natural; mientras que la region II, muestra una porcion

de agua del embalse Ullum.

Como se indic6 anteriormente, el objetivo es clasificar la subimagen satelital en
diferentes regiones de textura mediante la estimacion de los parametros de los
modelos Autobinomiales H-V e I-D a través de los estimadores PM y MCC,
recorriendo la misma de izquierda a derecha por medio de ventanitas de 9 x 9
pixeles, tomando como referencia cada una de las dos regiones indicadas: I y II.

Para establecer la similaridad entre las regiones, se utilizé la norma Euclidea,

pof -0

1 0),2
= 2 (b -b;) (6.6)
ij
donde los superindices (0) y (1), indican las estimaciones de los parametros de la

region testeada y la de referencia, respectivamente. La condicion de similaridad

112
considerada fue la establecida por Schéder et al (1997), HAGH < 2.
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6.4.1 Resultados

Primeramente, se determinaron las estimaciones de los parametros de los modelos
considerados para cada area de entrenamiento, obteniéndose los valores que exhibe

la tabla 6.2.

Tabla 6.2 Eztirnaciones de loz pardmetroz de lag regiones de referencia.

o Regién [ Regién II
Modelo
B MEP a =M B MEP B =M
Hv | BB 1.542 -1.554 3,146 3137
b 1.363 1.375 3568 3.878
o | B 0.3 0.7 5012 E.010
b 0,405 0410 4001 4,003

Para cada una de las 121 ventanitas de la imagen satelital, se calcularon las
estimaciones de los parametros de los dos modelos con los dos métodos: MCC y MP.
A partir de estos resultados, se evaluo el grado de acuerdo existente entre ellos,
mediante el coeficiente de Lin, pe, denominado coeficiente de correlacion de

concordancia (Concordance correlation coefficient).

Este coeficiente, desarrollado por Lin en 1989, evalua si las mediciones sobre una
misma variable cuantitativa, obtenidas a partir de dos métodos distintos, producen
resultados equivalentes; valora el grado reproducibilidad de las mediciones. Su
rango de valores oscila entre -1 y 1 y su valor absoluto no puede ser mayor que el
coeficiente de correlacion de Pearson r. El coeficiente de Lin s6lo toma el valor cero
si el coeficiente de correlacion de Pearson es también cero.

La reproducibilidad perfecta es alcanzada cuando los puntos (el par de resultados
de ambos métodos) caen sobre la linea de concordancia (linea de 45° que pasa por

el origen).

El coeficiente de Lin se obtiene mediante la expresion:

Sean (xi1, yi2) i = 1, ..., n pares de mediciones independientes muestreadas de una
poblacion de distribucion normal bivariada con medias pux y uy y con matriz de

varianza - covarianza
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2 2
O X O Xy
2 2
O Xy Oy
El coeficiente de correlacion de concordancia poblacional de Lin es

20‘2xy

P =
¢ oltov+E-9)

Este coeficiente es estimado reemplazando las medias, las varianzas y covarianzas

poblacionales por sus respectivos estimadores puntuales:

) 28%xy
p = r =
© ¢ sltst+RE-
Donde:
n n ) 2
2X; 2Y; 2(x;-X) X (y; )
- _i=1 = _ i= 2 _i=l =
x= Y= » S = ’ SY - N
n n X n-1 n-1

R T
Sxy =

n-1

El error estandar de pc, se obtiene mediante la siguiente formula:

1 1-r X - -9
T [—zp?:(l—p?:)J+(2p%(l—pc); ) J—p4 Xy
¢ r

n-2 xSyt ) 252522

donde r es el estimador del coeficiente de correlacion de Pearson.

El analisis de concordancia de las estimaciones efectuadas arrojo los siguientes

resultados:

Tabla 6.3 Estimaciones de los coeficientes de Lin.

Modelo ~ FSHMAaclones  poiimacién de pe IC 95%
el parametro
H-V [311 0.9969 (0.9956, 0.9978)
B12 0.9971 (0.9959, 0.9980)
I-D le 0.9911 (0.9873, 0.9938)
[522 0.9980 (0.9871, 0.9986 )
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Puede observarse, en todos los casos, que el grado de concordancia entre los
resultados emitidos por ambos métodos, fue “casi perfecto” (mayor de 0.99). Es
decir, las estimaciones logradas por el método MCC son reproducidas en un alto

grado por el MP.

Evaluacion de los modelos H-V e I-D en la clasificacion de la imagen satelital

Visto que en el capitulo anterior, se comprob6 que el método de Maxima Pseudo-
verosimilitud presenta una mejor performance en las estimaciones que el CMC, a
efectos de comparar la capacidad en la clasificacion supervisada de los modelos
considerados: H-V e I-D, se tuvo en cuenta los resultados logrados a partir del

mismo.

Como producto del proceso de clasificacion supervisada, se obtuvieron los mapas

que se observan en las figuras 6.7 y 6.8.

(a) (b)

Figura 6.7 Grafico de la region I considerando: (a) el modelo Autobinomial H-V y (b) el modelo

Autobinomial I-D.

Como puede observarse, la clasificacion establecida por el modelo I-D resulta ser
levemente mas efectiva que la lograda a través del H-V. Esto puede deberse a las
caracteristicas que presenta el terreno en la imagen de referencia seleccionada
como region I, se trata de una superficie montanosa, rocosa, desprovista de

vegetacion natural.

Respecto a los resultados obtenidos, teniendo como referencia la region II, el modelo

I-D aparenta ser algo mas discriminador que el H-V.
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Figura 6.8 Grafico de la region II considerando: (a) el modelo Autobinomial H-V y (b) el

modelo Autobinomial I-D.

Comparacion de los Métodos de clasificacion MCC y MP

A modo de comparar los resultados obtenidos de la clasificacion de la imagen, a
través de los meétodos de estimacion MCC y MP, se codifico cada una de las
imagenes clasificadas segin las regiones de referencia consideradas, mediante la

siguiente funcion, f (M):

, 1=1,2.

1 si Mes similar ala regiéon i
fM) =
en otro caso

donde M representa cada una de las ventanitas de 9 x 9 pixeles de la imagen bajo

estudio, y la region i es la region de referencia i, i = 1, 2.
Los datos alcanzados se resumieron en matrices y para cada region se calculd el
valor absoluto de la diferencia entre los elementos de las matrices obtenidas por la

clasificacion de ambos métodos.

En la siguiente figura, se observa algunos de los resultados obtenidos al comparar

la perfomance de los clasificadores ante una misma region de referencia:
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(a) (b)

Figura 6.9 Comparacion de los clasificadores: (a) segiin region I, considerando el modelo

Autobinomial H-V. (b) segiin region II, considerando el modelo Autobinomial I-D. En ambos
casos, lo negro son coincidencias y los parches blancos representan las discordancias entre

los dos clasificadores.

Las discrepancias, en el caso (a), sélo fueron del 1,7 % (2/121), mientras que en el
caso (b) fueron del orden del 3,3% (4/121). Ambos clasificadores mostraron una

fuerte concordancia al clasificar la imagen.

Con el proposito de continuar evaluando cuantitativamente el desempeno de los dos
clasificadores estadisticos, MP y MCC, en la imagen satelital en estudio, se
determiné el coeficiente Kappa (k) y otros indices alternativos, en base a la matriz de
confusion, para cada una de las areas de entrenamiento consideradas. Para la
elaboracion de la “matriz de confusion” se tomo6 como referencia el clasificador MP,
por presentar anteriormente, una mejor performance en las estimaciones que el
MCC. La imagen quedé segmentada en dos clases, las texturas que eran similares
al area de entrenamiento (indicadas con el valor 1) y las que diferian de ésta
(indicadas con 0). Esta informacion fue comparada con el producto de la

clasificacion supervisada obtenida por el método MCC.

En este caso el elemento njj, de la matriz de confusion, representa el numero de
ventanitas de 9 x 9 de la imagen satelital que fueron clasificadas por MP
pertenecientes a la clase i y por CMC a la clase j, ni+: totales marginales de la fila i,
n.i: totales marginales de la columna i, n: niumero total de ventanitas de la imagen

considerada para el estudio.

Las matrices de confusion obtenidas se muestran en las tablas 6.4.
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Tablas 6.4 Matrices de confusién generadas.

(a) considerando a la regién I
como area de entrenamiento y el
modelo Autobinomial H-V.

Region I Clasificador MP
ificador CMC (V] 1 Total
0 929 0 99
1 2 20 22
Total 101 20 121

(b) considerando a la regién I como
area de entrenamiento y el modelo

Autobinomial I-D.

Region I Clasificador MP
Clasificador CMC (V] 1 To
o 96 0 96

1 4 21 25

Total 100 21 121

(c) considerando a la regién II como
area de entrenamiento y el modelo

Autobinomial H-V.

Region II Clasificador MP
Clasificador CMC (V] 1 Total
0 117 1 118
1 0 3 3
Total 117 4 121

(d) considerando a la regiéon II como
area de entrenamiento y el modelo

Autobinomial I-D.

Region II Clasificador MP
Clasificador CMC (4] 1 Total
0 109 1 110
1 3 8 11
Total 112 9 121

Analizando las tablas 6.4 se deduce que la fiabilidad global es elevada en todas las

matrices: 97.5%, 96.7%, 99.1%, 96.7%, respectivamente, mientras que los errores

de omision y comision para las distintas clases son los que muestran la tabla 6.5.

Tablas 6.5 Porcentajes de errores de omision y comision.

RegionI: H-V

% de Error

RegionII : H -V

% de Error

Clasificador CMC Omision Comision Clasificador Omision Comision
(o] 1.98 0 (o] 4 0
1 0 9.1 1 0 16

RegionI: I-D

% de Error

Region I : I1-D

% de Error

Clasificador CMC Omision Comision Clasificador CMC Omisio Comision
0 0 0.85 o 2.68 0.91
1 25 0 1 11 27

Los valores obtenidos de los estadisticos kappa se muestran en la tabla 6.6.
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Tabla 6.6 Estimaciones del coeficiente Kappa para cada region y

modelo Autobinomial.

Modelo H-¥ I-D
Clasificador A e ICos0; b IC3e04
Regitm I 0.942 0.553, 1.022) 0.893 | [0.790, 0.996)
Regitm II 0.853 [0.566, 1.140] 0.782 | [0.572, 0.992)

Estos valores revelan la existencia de un nivel de concordancia entre los
clasificadores “muy bueno”, salvo el ultimo de concordancia “sustancial” (segin
escala establecida por Landis y Koch, 1977). Todos ellos resultaron
estadisticamente significativos (P < 0.0001), reafirmando asi, la concordancia
significativa entre las clasificaciones comparadas. Por lo tanto podria concluirse que

serian clasificadores intercambiables.
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7

CONCLUSIONES Y FUTURAS LINEAS DE
INVESTIGACION

En este ultimo Capitulo se pretende exponer, de forma breve, las principales conclusiones obtenidas

del trabajo desarrollado, y discutir las lineas de investigacién que quedan abiertas.

7.1 Conclusiones

En el presente trabajo, se han definido dos modelos Gibbs-Autobinomiales: H-V
(Horizontal -Vertical) y I-D (Izquierda-Derecha), que permiten generar texturas
sintéticas y constituyen una herramienta fundamental para la extraccion de
informacion espacial de las imagenes de teledeteccion. Ellos modelan las
dependencias estocasticas entre los pixeles definidos en ciertos sistemas de vecinos.
Esta dependencia esta caracterizada, en forma general, mediante una funcion de
energia, y ponderada a través de su vector de parametros 0. La captura de la
informacion obtenida de una imagen se hace efectiva con la estimacion del vector 6.
El proceso de estimacion se basé en el método de Maxima Pseudo-verosimilitud y el

de Minimos Cuadrados Condicional.

En la exposicion de los contenidos de este trabajo, el acento se ha puesto en la
comparacion de estos dos métodos de estimacion del vector 0 : la evaluacion de sus
comportamientos ante distintos grados de contaminacion a diferentes patrones
homogéneos de textura y en la clasificacion supervisada de las diferentes texturas
existentes en una imagen satelital concreta. Algunas conclusiones relevantes

obtenidas se enuncian a continuacion:

o Al comparar los métodos de estimacion en cuatro situaciones diferentes para el

par de parametros de cada uno de los dos modelos considerados, respecto a los
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resultados numeéricos obtenidos, no se vislumbraron diferencias significativas. Si
bien, las magnitudes de los sesgos, en algunas de las situaciones consideradas,
fueron relativamente altas para ambos métodos, las estimaciones obtenidas a
partir de MCC presentaron mayor sesgo y dispersion que las logradas por MP.
Esto indicaria que el estimador MP resulta ser levemente mas eficiente que el

método MCC.

Analizando los resultados alcanzados en la comparacién de los dos métodos de
estimacion frente a distintos grados de contaminacion de diferentes patrones
homogéneos de textura, puede advertirse la progresiva distorsion en las
estimaciones a medida que aumenta el porcentaje de pixeles contaminados en la
imagen. Revelando wuna alteracion substancial en las magnitudes
proporcionadas por ambos al contaminar al 20%. Si bien ambos manifestaron
incrementos en los sesgos de las estimaciones a medida que aumentaba el grado
de contaminacion, las obtenidas por el método MP mantienen un sesgo y un
desvio estandar menor que las alcanzadas con el MCC. El método MCC resulto
ser mas sensible que el MP frente a los distintos grados de contaminacion

considerados.

Respecto a la capacidad de los modelos Autobinomiales H-V e I-D y la de los
meétodos de estimacion MCC y el MP y, en la clasificacion supervisada de las

diferentes texturas presentes en una imagen satelital concreta:

- El grado de concordancia (coeficiente de Lin) entre los resultados emitidos
por ambos métodos al estimar los parametros de los dos modelos para cada
una de las 121 ventanitas consideradas en la imagen satelital, fue “casi
perfecto”. Las estimaciones logradas por MCC fueron reproducidas en un alto

grado por el MP.

- La clasificacion establecida por el modelo I-D resulté ser levemente mas
efectiva que la lograda a través del H-V, en las dos regiones (I y II) de la
imagen consideradas como de referencia. En el primer caso, esto pudo
deberse a las caracteristicas que presentaba el terreno de la imagen de
referencia seleccionada como region I, puesto que se trataba de una
superficie montafnosa, rocosa, desprovista de vegetacion natural, es decir,
presentaba texturas con orientaciones / o \. En el segundo caso, puede que
se trate de una region con una mala calidad de resolucion lo que produjo tal

efecto.
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- A modo de comparar los resultados obtenidos de la clasificacion de la
imagen, a través de los métodos de estimacion MCC y MP y de evaluar sus
desempenos, se codificéd (1 - 0) cada una de las imagenes clasificadas segun
las regiones de referencia consideradas. Los datos alcanzados se resumieron
en matrices y para cada region se calculo el valor absoluto de la diferencia
entre los elementos de las matrices obtenidas por la clasificacion de ambos
meétodos. Ambos métodos mostraron una fuerte correspondencia en los
resultados obtenidos, las mayores discrepancias fueron del orden del 3,3%
(4/121). Los valores de los coeficientes Kappa revelaron la existencia de un
nivel de concordancia “muy bueno” (Landis y Koch, 1977) entre los
clasificadores. Todos ellos resultaron estadisticamente significativos (P <
0.0001). Por lo tanto, podria concluirse que serian clasificadores

intercambiables.

- Para evaluar la calidad con que habian quedado establecidas las categorias
deducidas después del proceso de clasificacion, a partir de MCC y MP, para
cada una de las areas de entrenamiento consideradas, se determinaron los
indices basados en las “matrices de confusién”, tomando como referencia el
clasificador MP,” por presentar anteriormente, una mejor performance en las
estimaciones que el CMC. La fiabilidad global obtenida, resulto elevada en

todas ellas.

En el analisis presentado, en general, los métodos MCC y MP emitieron resultados
equivalentes. Si bien el estimador MP ofrece un desempeno levemente mejor que el
MCC, es pertinente reconocer que éste ultimo, requiere de algoritmos mas sencillos
para su determinacion, a diferencia del MP que debe valerse de métodos de
optimizacion global que dificultan su calculo, ya sea por el tiempo que insumen en
encontrar el valor maximo de la funcién de Pseudo-verosimilitud, como en no
encontrar el punto maximo si éste difiere demasiado del punto inicial. Estas
particularidades hacen del MCC, un estimador aconsejable, como para tener una

estimacion inicial del vector de parametro de estudio.
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7.2 Aportes esperados de la tesis

El trabajo de tesis propuesto pretende presentar una resefa sobre procesos
markovianos y distribuciones de Gibbs, ampliamente utilizados en la
caracterizacion de imagenes, y se focaliza en el modelo Autobinomial,
fundamentalmente en analisis de determinados aspectos de los estimadores
clasicos de los parametros de este modelo: Maxima Pseudo- verosimilitud y el

estimador de Minimos Cuadrados Condicional.

La contribucion del mismo, se centra en el analisis inédito sobre la performance de
los estimadores clasicos de los parametros de modelos Autobinomiales ante desvios

de las suposiciones que los sustentan.

7. 3 Lineas Futuras de Trabajo

A partir de esta tesis han quedado abiertas diferentes lineas para la investigacion

futura, que se describen a continuacion.

« Como objetivo inmediato, se pretende estudiar el Modelo Generalizado de
textura, modelo construido sobre la base de un Campo Aleatorio de Markov con
la introducciéon de un nuevo sistema de vecinos no estandar, denominado
sistema de vecindad funcional, que permite modelar y sintetizar tanto micro
como macrotexturas en una misma escala de resolucion y resulta valido para

innumerables campos de aplicacion.

« También resulta fundamental el poder perfeccionar los algoritmos de estimacion

con el proposito de mejorar tanto la precision como la velocidad de ejecucion.

« Dada la diversidad de aplicaciones e intereses en la utilizacion de las imagenes
satelitales y ante la existencia de demandas crecientes a cerca de la extraccion
de informacion espacial asociada al contenido de una imagen en las practicas
concretas de investigacion y de asistencia de caracter profesional, especialmente
en las areas de Geografia, Geologia, Agronomia, otra linea de investigacion a
bordar en un futuro, es la fusion de imagenes de satélite, como respuesta a la
frecuente necesidad de resumir en una sola imagen, datos de alta resolucion

espectral y espacial.
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En el ambito de la teledeteccion, existe un amplio rango de fenémenos a
estudiar que requieren disponer de imagenes de satélite que combinen una alta
resolucion espacial y espectral, como por ejemplo, la creacion y actualizacion de
mapas tematicos, la deteccion de cambios o la monitorizacion y gestion de
recursos naturales. Las limitaciones tecnolégicas de los sensores en el espacio,
no permiten aprovechar toda la riqueza de informaciéon de las imagenes.

Una manera de disponer de imagenes de alta resolucion tanto espacial como
espectral, es el empleo de técnicas de fusion de imdgenes. La fusion imdgenes
puede entenderse como la combinaciéon sinérgica de informacion proporcionada
por varios sensores o por el mismo sensor en diferentes escenarios (espaciales,
espectrales y temporales) (Lillo-Saavedra et al., 2006). Permite ampliar la
dimensionalidad del espacio observacional, incrementar la cobertura espacial y
temporal, reducir las ambigliedades, suplir carencias de las observaciones
consideradas individualmente. La fusion de imagenes Multiespectrales y
Pancromaticas consiste en combinar de una forma coherente, la informacion
espectral de la imagen Multiespectral, con la espacial de la imagen
Pancromatica, con el propodsito que la imagen fusionada conserve las
caracteristicas mas valiosas de cada imagen individual, proporcionando asi una
imagen mas completa y rica en informacién, es decir, una imagen con una

calidad global (espacial-espectral) de la informacion visual adquirida mas alta.

Con el fin de profundizar en esta tematica, y lograr cubrir la necesidad de

aplicaciones concretas, se proponen las siguientes tareas de investigacion:

- Realizar una revision, clasificacion y seleccion continua de bibliografia

sobre la fusion de imagenes de satélite.

- Revisar el software disponible e implementar las modificaciones necesarias

que permitan adecuarlo a distintas aplicaciones.

- Evaluar las técnicas existentes de fusion de Imagenes: transformada de
Hermite multiescala y multidireccional, analisis de componentes principales,
transformada wavelet, transformaciones piramidales, método de Brovey,

filtros steerables, entre otros.
- Trabajar en el desarrollo de metodologias novedosas de fusion de imagenes.

- Evaluar métodos que permite valorar la calidad de las imagenes fusionadas.
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A

NOCIONES MATEMATICAS DE LAS CADENAS DE
MARKOV Y DE METODOS DE OPTIMIZACION

En este apéndice se presenta la teoria esencial requerida para el desarrollo de los métodos
Monte Carlo basados en Cadenas de Markov. Se incluyen teoremas vitales para probar la
convergencia de los métodos Monte Carlo. Los resultados han sido extraidos de [21]. No se
han incluido las demostraciones que pueden ser consultadas en dicha referencia.

Finalmente, se presenta el Método de Optimizacién de Newton.

A.l1 Cadenas de Markov

A.1.1 Conceptos basicos

Definicion A.1.1 Se denomina probabilidad de transiciéon o kernel de Markov a la

familia de distribuciones de probabilidad (P(x, .))x Q-

Una probabilidad de transicion P puede representarse también, mediante una
matriz, denotada por P, donde P(x, y) es el elemento de la fila x y de la columna y
de una matriz cuadrada de probabilidades de orden |Q| con vectores de

probabilidad por filas.
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Si v es una distribucion de probabilidad en Q entonces Vv(X)P(x, y) es la
probabilidad de extraer de forma aleatoria x de v y luego extraer de forma aleatoria
y de P(x, -). La distribucion de probabilidad v puede representarse mediante una
matriz de orden 1x|Q|, y denotarse v. La probabilidad de arribar a la configuracion

y partiendo de cualquier configuracion x es:

VP(y) = 2 v(x)P(x,y).

X

vP(y) es una nueva distribucion de probabilidad sobre Q (ZvP(y) = 1). Si se parte de
yeQ

una configuracion x, y se aplica un kernel de Markov P y luego otro Q, se obtendra

la configuraciéon y con probabilidad

PQ(y) = XP(%,2)Q(z,y).

La composicién de probabilidades de transicion Py Q, PQ, es un también un kernel
de Markov. Tanto vP como PQ representan un producto de matrices. Dada una
distribucion v y kernels Pi, i = 1, 2, ... , n puede definirse recursivamente
VP P,..P_=(VPP,...P

)Pn. Todas las propiedades de producto de matrices

n: n-1

pueden aplicarse a la composicion de kernels.

Definicion A.1.2 Una cadena de Markov en el espacio finito Q queda determinada
por una distribucion inicial v y kernels de Markov Pi, P2, .... en Q. La cadena se

dice que es homogénea si Pi = P V i; en caso contrario, es no homogénea.

Dada una cadena de Markov, la probabilidad de que en los instantes de tiempo O,

1, ..., nlos estados sean Xp, X1, . . . , Xn €S

V(XO)PI(XO’XI)Pz(Xl’XQ)"'Pn(Xn—l’Xn)'

Esto define una distribuciéon de probabilidad P®™ en el espacio Q ©.1.--n de tales
secuencias de longitud n + 1. Estas distribuciones son consistentes, P(2 *1) induce

P(n) por
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P ((x,,...x )= X P®*Y(x ,x_,x_, )

Xn+1

Definicion A.1.3 Se denomina camino de una cadena de Markov a una secuencia
infinita de estados (xo, X1, ... ). El conjunto de todos los caminos se lo denotara por
Q Ny, es un conjunto numerable con infinitos elementos. Debido a la consistencia,
pueden definirse probabilidades sobre los elementos de Q No siempre que dependan
de un numero finito de indices temporales. Sea A < Q No tal que A = B x Q {n*1, ...}

con B c Q {0 m} Juego se define la probabilidad de A como

P@a)=P™ B)
Esta probabilidad se denomina probabilidad de A (respecto de la cadena dada).

Las cadenas de Markov pueden introducirse también a través de secuencias de

variables aleatorias § i que verifican la propiedad de Markov
P (& n~ Xn/ §0= XO 5 soey gn-1= Xn-l) =P (& n= Xn/ & n-1= Xn-l),
Vvn>1ly X0, ..., Xn-1 € Q.

Para obtener cadenas de Markov como en el sentido anterior, la distribucién inicial

v esta dada por v(x) =P (§, = x) y la probabilidad de transicion P por

P (xy) = P&n =y/8n-1=%.

Reciprocamente, dada una cadena de Markov (xj)i > 0 para una distribucion inicial y
unos kernels dados, las variables aleatorias & i pueden definirse como la proyeccion
del espacio Q19 -} en sus coordenadas Q , es decir, mediante las aplicaciones
. al0,..}
Sn: Q@ - Q
(Xi)izo > Xn

La distribucion de probabilidad en el instante n, v_, definida
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v (x) =P =% = > P((Xgs- X, 1,X))

= > V(X)P (X0, X, )Py (X, X, )Py (X, 15X )

Xoseeor X g

= VP1P2...Pn(X),

se denomina distribucion de probabilidad marginal unidimensional de la cadena de

Markov en el instante n.

Si m < n la probabilidad

v_ (%Y = PEm =%8n =y)=VPIPy .. P, (X)Py, o ... Py(x,y),

se denomina distribuciéon de probabilidad marginal bidimensional de la cadena de

Markov en los instantes m y n. Las distribuciones de probabilidad marginal para

mas dimensiones P(§y =xX,,8n, =X,, ..., §n, =Xy se definen de igual manera.

Se suele denominar a P ley de la cadena de Markov (§n)nso.

Sean f las funciones definidas sobre Q No que dependen de un numero finito de
indices temporales, es decir, 3 k > O tal que para toda secuencia (Xn)nso0, f( (Xn)nso0)

= f (o, X1, . . . , Xi), luego la esperanza matematica, E(f), con respecto a la ley P se

define como

E(f) = Z fxo, X15---» Xk )P((X0> X15---» Xk ))

RSVERTEPR.SX

Debido a que se esta interesado en el comportamiento en el limite de las cadenas de
Markov, a continuacion se presentan dos diferentes tipos de convergencia que se

uitilizaran:

Definicion A.1.4 Sean & y &o, &1, &2, ... variables aleatorias, se dice que (&n)ns0

converge a &:

1. De forma cuadrdtica o en L? si lim E('s‘rl - §)2 =0.
n—o
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2. En probabilidad si Ve > O se verifica que lim P(| Sn— $ | >¢e)=0.

n—ow

Proposicion A.1.1Sean § y &o, &1, ... variables aleatorias, se verifica que:

1. Si (&n)nz0 converge en L2 a &, entonces (§n)ns0 cOnverge en probabilidad ag.
2. Si (&n)ns0 converge en probabilidad a &y (&n)ns0 €sta acotada, entonces lo hace en

L2. En este caso ambas convergencias son equivalentes.

Finalmente, puede probarse que una cadena de Markov con distribucion de
probabilidad inicial y kernels de Markov estrictamente positivos induce un CAM
(finito) de forma natural. En cada intervalo temporal I = {0, . . ., n } se define el

sistema de vecinos como 0 (k) ={k—-1,k+ 1} nI. Parak e I/{0}

P( §i=Xi,0SiSn)

P [, 0<i<n, izk)=
(Sx/ Si ) P(§;,0<i<n, i#k)

=P(8x =Xk / 8k-1 =Xk-1,Sk+1 = Xk+1)
Y ademas
P(So =%0/ 8§i =X;,0<i<n)=P(§g =%X¢/ §1 =X1)

P(8n =Xpn/ §i=X;,0<i<n-1)=P(§, =X,/ 8§n-1 =Xn-1) -

Esta es la propiedad de Markov espacial definida en la seccion 2.2 para los campos

aleatorios.

A.1.2 Coeficiente de Contraccién

El método de contracciéon se utiliza para demostrar los teoremas de limite de
cadenas de Markov homogéneas y no homogéneas. Las demostraciones presentadas

son validas para espacios de configuraciones Q finitos.

Definicion A.1.4 Para las distribuciones p y v en Q, la norma de la variacion total de

la diferencia p - v esta dada por
[r=v] =2 [r) - vi)]
X

Es la norma L! de la diferencia.

LemaA.1.1 Sean p y vdistribuciones de probabilidad en Q, entonces 11 12

11 Si a y b son dos ntimeros reales, el minimo de ay b se denota a  b.
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ln-v|=2 £ (px-vx))"
xef

2 (1— > (rx)A V() j

XeQ

max {ng h(x)px)-vx)

b < 1}.

Mediante la desigualdad triangular se tiene que |||1 —v|| < 2. La igualdad de esta

ultima identidad se alcanza si las distribuciones de probabilidad p y v son

ortogonales13, y || R-V || =0 & p=w.

Definicion A.1.5 El coeficiente de contracciéon de un kernel de Markov P se define

cm)=}é max | P(x, .) - P(y, .) |
X,y

c(P) £ 1 y la igualdad se verifica si y solo si al menos dos de las distribuciones P(x, .)
son ortogonales. c(P) = O si y s6lo si todas las distribuciones P(x, .) son iguales. Por

consiguiente, c(P) es una medida de la ortogonalidad de las distribuciones P(x, .).

Lema A.1.2 Sean p y v dos distribuciones de probabilidad, y P y Q dos kernels de

Markov definidos en Q, entonces
[ nP - vP|<c@®)|r-v]

c(PQ) < c(P)c(Q).
En particular

[P - vB <[ -],

| P - vP | <2¢c(P).

) g v _[ox)  sigpr)>0
12 Para un vector ¢ = (¢ (X))xc o se define la parte positiva de ¢ ¢ = o ¢ , y la parte
en otro caso

negativagp =(-¢)" .

13 Se denomina soporte de una distribucién de probabilidad v al conjunto {x € 9/ v(x) > O}. Dos

distribuciones de probabilidad p y v se dicen ortogonales si poseen soporte disjunto.
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Una consecuencia inmediata del Lema A.1.2 es la pérdida asintética de memoria o

también llamada ergodicidad débil de las cadenas de Markov:

Sean (Pn)n > 1 kernels de Markov, p y v dos distribuciones iniciales de probabilidad,

entonces c(P; . . .P,) > 0 implica que || pP;...P, —VP; ... P, || - 0.

La convergencia de las cadenas de Markov es rapida si el coeficiente de contraccion

€s pequeno.

Lema A.1.3 Para todo kernel de Markov Q en un espacio finito Q,

cQ<1-|Q@| min {Qx,y): x,y € / <1- min {Qx,y): x,y € Q}.

En particular, si Q(x,y) > 0 V X,y € Q, entonces c(Q) <1.

A.1.3. Convergencia de cadenas de Markov Homogéneas

Seguin la Definicion A.1.2 una cadena de Markov se dice homogénea si todas las

probabilidades de transicion son iguales.

Definicion A.1.6 Sea P kernel de Markov, se dice que P es primitivo si tiene una
potencia P’ estrictamente positiva. Una cadena de Markov homogénea con kernel P
primitivo puede alcanzar en algun instante cualquier estado con probabilidad
positiva desde cualquier estado. Esta propiedad suele denominarse irreducibilidad.
Desde un punto de vista probabilistico, cuando la matriz de las probabilidades de
transicion de una cadena de Markov homogénea es primitiva se dice que es
irreducible y aperiédica.

Lema A.1.4 Para cada kernel de Markov P en un espacio finito de configuraciones la

sucesion (c(Pn) )n > 0 decrece. Si P es primitivo (c(Pn) Jn>0 decrece a O.

Definicion A.1.7 Sea p una distribucion de probabilidad en Q y P un kernel de

Markov en Q, se dice que R es invariante o estacionaria para P siy solo si pP = p.
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Si p es estacionaria, entonces pP? = p Vn > 0. Este tipo de distribuciones de
probabilidad son candidatas para la distribucion en el limite de las cadenas de

Markov homogéneas.

Teorema A.1.1 Un kernel de Markov P primitivo en un espacio finito Q tiene una

.. . . .. . . . n .
Unica distribucién invariante p y lim vP" =pn uniformemente en todas las
n—->owo

distribuciones v.

La existencia y unicidad de la distribucion invariante p forma parte del teorema

A.1.2 conocido como Teorema de Perron-Frobenius.

Teorema A.1.2 Sea P un kernel de Markov primitivo en un espacio finito Q,

entonces se verifican las siguientes condiciones:

1. A = 1 es un autovalor de P de multiplicidad uno.

2. El autoespacio por la derecha asociado a A = 1 esta generado por la distribucion
uniforme y el autoespacio por la izquierda esta generado por una distribuciéon p.
Esta distribucion p es la Unica distribucién invariante de P y es siempre
estrictamente positiva.

3. |y| <A, para todo autovalor y,y #A.

Las cadenas homogéneas con kernel de Markov primitivo satisfacen el Teorema
A.1.3 conocido como la Ley de los Grandes Numeros para cadenas de Markov

homogéneas.

Teorema A.1.3 Sea P un kernel de Markov primitivo en un espacio finito Q con
distribucion invariante p, entonces para cada distribucion inicial v y para cada

funcion f en Q, se verifica que!4

n

lzf@i) — E,(f), cuandon —» .
Mio1

14 E,(f ) representa la esperanza matematica de la funcién f en un espacio Q con respecto a la

distribucién invariante p, y se determina E,, (f) = z fx)p(x).
xeQ

123



en L2 (P,, p15). (§)i > 0o es la sucesion de variables aleatorias correspondiente a la
cadena de Markov para cada distribucion inicial v y cada kernel P. Ademas, Ve > 0,

se tiene que

1]’

P —
(1 - c(P))ne?

>e | <

%;f@i) — B,

Donde If]= 3| f=)]|-

xXeQ
Si (&)i » o es la sucesion de variables aleatorias independientes idénticamente
distribuidas, el kernel de Markov P(x,y) no depende de x, y por consiguiente, las

filas de la matriz son iguales y c(P) = O.

A.2 Algoritmo Gibs Sampler

Para obtener una realizacion del CAG en Q

- H(x)

M = ————.
3 e’ )

yeQ
Se requiere simular una cadena de Markov con distribucion limite []. Para ello es
necesario hallar un kernel de Markov P estrictamente positivo o al menos primitivo,
para que [] sea una distribucién invariante. Esto puede lograrse a partir de las

caracteristicas locales del campo [].

Definicion A.2.1 Sea [] un CAG en Q con funcion de energia H en Q, para cada N ¢

S se define el kernel de Markov en Q , denotado Iln, como

e_H(yNXS/N) siys/N = Xs/N
Z
Iy x,y) = N , (A.1)
0 en el resto

15 P, p representa la ley de probabilidades que genera la cadena de Markov para la distribucién inicial
v y el kernel P.
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donde la funcién de particion viene dada por

-H
Zy= e encs/n) (A.2)

Zn GQN

Estos kernels representan la probabilidad de transicion de la configuracion x € Q a

la configuracion y € Q y se denominan caracteristicas locales del campo I1.

Se esta interesado en construir una cadena de Markov homogénea para la cual la
distribucion que se desea muestrear, [], sea invariante (estacionaria). A menudo, se
emplean cadenas de Markov homogéneas reversibles en tiempo que satisfacen la

condicion restrictiva del balance detallado (en inglés, detailed balanced).

Definicion A.2.2 Sea p una distribucion de probabilidad y P un kernel de Markov
cualesquiera en Q. Se dice que el kernel P es reversible con respecto a la

distribucion p si verifican la ecuacion de balance detallado

ux) P(xy) = uy) P(y.x), vx,y € Q.

Esto significa que la cadena de Markov homogénea dada por p y P es reversible en

tiempo.

Lema A.2.1 Para todo N c S, sean Ily caracteristicas locales del CAG II definido en
Q. Los kernels de Markov Ily son reversibles con respecto a Il. En otras palabras,

IIn y I, satisfacen la condicion del balance detallado,
I(x) Iy (x,y)= I(y) IIN (y,X), V X, ¥ € Q.

Teorema A.2.1 Sea p una distribuciéon de probabilidad y P un kernel de Markov en
Q. Si el kernel P es reversible con respecto a la distribucion pu, entonces p es una
distribucién invariante para P.

p=pP
En efecto,

D uwy) Ply,x) = Y, px) Py = px Y, Pxy) = px).
y

y y
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En particular, si se considera el lema A.2.1, un CAG II es invariante para sus

caracteristicas locales Iln, para todo N c S, luego,
II Iy = 1T1.

Definicion A.2.3 Una distribucion de exploracion o de propuesta es una

probabilidad cualquiera G(s) definida sobre el conjunto S.
Generalmente G(s) es una distribucion uniforme. Se define un kernel de Markov I

G(S)H{s}(x,y) si YS/{s} = XS/{S}
II (x,y) = = ZG(S)H{S}(x,y), paraalginseS (A.3)

0 en el resto seS

donde I, representan las caracteristicas locales del CAGTI, con s € S.

Luego el kernel de Markov para cada barrido se define como,
I il (A.4)

La cadena de Markov homogénea con matriz de probabilidades de transicion, P ,
definida por las expresiones (A.3) y (A.4), inducen el algoritmo B.2 para el esquema

de visita aleatorio dado por la distribucion de exploracion G(s).

Lema A.2.2 Si I1 es una CAG en Q y Pun kernel de Markov en Q, para cada

barrido de un esquema de visista aleatorio con distribucion G en S, definido por las

expresiones (A.3) y (A.4), entonces si G es estrictamente positivo, P también lo es.

Teorema A.2.2 Si Il es una CAGen Qy P un kernel de Markov en Q, para cada
barrido de un esquema de visita aleatorio con distribucion G en S, definido por las

expresiones (A.3) y (A.4), entonces si G es estrictamente positivo para cada x € Q,

lim VP" (%)= (x),
n—»>oo

en L1 uniformemente en todas las distribuciones iniciales v definidas en Q.
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Definicion A.2.4 Sea H la funcion de energia definida en Q y sea s € S una

posicion cualesquiera, la oscilacion local s de H en la posicion s se define,

8, = sup {|H(x)—H(y)|/:xs_{s}=ys_{s} f. (A.5)
X,y € Q

La oscilacon local maxima A de H es

A = max {6, ). (A.6)

seS

Lema A.2.3 Para el kernel de Markov P en Q, definido por las expresiones (A.3) y
(A.4), considerando un esquema de visita aleatorio con distribucion de exploracion

G en S, se verifica que

c(P)<1-ge 5
donde A es la oscilacion local maxima y
1= min foi ). A7)
seS

Entonces si H no es una funcion constante y G es estrictamente positivo, c(f’) <1.

Demostracion. Sea x € Q, y zs un minimizador local en s tal que
H(zsxg/s}) = mg = min{H(vsxs/{s}) ivg € Ag }

Las caracteristicas locales Ils; se determinan a partir de (A.1) y (A.2)

-H : _
e Ustslsl ST/ = Xefs)
—H(VSXS/{S})
H{S} (X’Y) = vsé\es
0 en el resto

Luego se tiene que
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L) (x,ysxs/{s}):

vgelg

Puede probarse que H (ysxs/{s! — ms )< 3s, siendo Js la oscilacion local de H en la

posicion s, dada por la expresion (A.5) y que H (ysxs/{s} — ms) > 0. Por lo tanto

puede escribirse

H{S} (x,nyS/{s}) >

Para el kernel de Markov II definido por la expresion (A.3)

~ e_ss
H{S} (x,ysxs/{s}) = G(s) H{s}(x, ysxS/{s}) > G(s) |A—

s|

Para el kernel de Markov P para cada barrido definido en (A.4), se tiene que,

A -l

3 E -8
min P(x,y)= [1 min G(s)e =min (s)‘s‘ © :r|e
X,ye s=1 se8 |AS| seS |9|

@

donde A es la oscilacion local maxima definida en (A.6).

Mediante el lema A.1.3. con P se tiene finalmente que

c(B)<1-|@| mingf‘(x, y)<1-ge S8
X,y €

Si G es estrictamente positivo, entonces n > 0, luego

min l;(x, y) >0,
X,yeQ

y el kernel es primitivo, irreducible y aperiodico, por lo tanto c(l;) <l.e

El siguiente teorema es la ley débil de los grandes nimeros del algoritmo GS.

Teorema A.2.3 Sea Il es una CAG en Q, con funcion de energia H en Q con

oscilacion local maxima A. Sea (&)iz0 la sucesion de variables aleatorias inducidas
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por la cadena de Markov homogénea con distribucion inicial v arbitraria en Q, y el

kernel primitivo P en Q, en el caso de un esquema de visita aleatorio con
distribucion de exploracion G en S. Entonces para cada funcion f definida en Q, se

verifica que

n-1

l Zf(gl) - En(f(x)), cuandon — « .
i

en L2(Pv’i5)' Ademas, en probabilidad P e Ve > 0, se tiene que

olsla
P >¢e|<cC .

2
n definido por la ecuacion (A.7).

n-1
L3 0g) - EqlEx)
N

ne

13]e]”
donde c=———1y
n

Demostracién. Por el teorema A.2.1 se concluye que la distribucion IT es invariante
con respecto a la cadena de Markov de kernel P . Puesto que Pes primitivo, si se

aplica el teorema A.1.3 para P con distribucién invariante I, se obtiene
2
[ ] 13f]
P >¢e | <

~ (1-c(P))ne?
A partir del lema A.2.3 se tiene que

n-1
13 1g) - EqtX)
ni5

1-c(B)>ge 82
Por lo que
2 2 (-s|a)
ol e S
(1-c(P))ne®> nne’ nne’

A.3 Método de Maximizacion

A.3.1 Preliminares
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Definicion A.3.1.1 Un subconjunto B de R® se dice que es convexo si para todo x,

yeB, el segmento de linea [x,y]z { Ax+(1-2A)y:0<A<1 }esta contenido en B.

&

Emﬁmﬂn COTEC D Comjumbe nuo € onoreson

Figura A.3.1 Conjunto convexo y no convexo.

Definicibn A.3.1.2Sean X = (X1, ..., Xn), ¥ = (Y1, - - - , Yn) € R?, se define el producto
escalar Euclideo como

<X;Y>:ZX1Y1-
Definicion A.3.1.3 Sea x = (x1, . . . , Xn) € R, se define la norma Euclidea como

2
2] =x =< z,x>.

Definicién A.3.1.4 Una funcién a valores reales f, definida en R® se dice continua en

Xo € " si para cualquier € > 0, existe un 8 (g, Xo) > O tal que ||X - XO” < 8 entonces

| ()~ f(x ;) | < e

Definicion A.3.1.5 Una funcion a valores reales f, definida en R® se dice

uniformemente continua en D — R®, si para cualquier € > O, existe un 8 > O tal que

Vx, ye D con ||X - y||< 8 entonces |f(x) - f(y)| < &

Definicion A.3.1.6 Si una funciéon real f, definida en R™ es diferenciable, el

gradiente de f en el punto x se define como:

Vf(x):(%f(x),---,%f(x)j,

1 n
0 : : .
donde aTf(l“) representa la derivada parcial de la funcion f respecto de x; en el
i
punto x.
Si ademas f, es dos veces diferenciable en R®?, la matriz Hessiana en el punto x esta

dada por
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2 0
Vaf(x) = f(x) ,
OX{0X | 1<i, j<n

donde f(x) representa la derivada parcial segunda de la funciéon f respecto de

i0Xj

Xi y a Xj en el punto x.

Definicion A.3.1.7 Una funcion a valores reales f definida en R®, se dice

0
diferenciable continua en x € R® si aYf(x) existe y es continua,i=1,2,...,n. Una f
i

que es diferenciable continua para todo punto del conjunto abierto D — R®, se

denota f € C1(D). Una funcién f a valores reales f definida en R®, se denomina dos

2
veces diferenciable continua en x € R* si f(x) existe y es continua, ,j=1,
8x18xJ
2, ... , n. Si f es dos veces diferenciable continua para todo punto del conjunto

abierto D < R®, decimos que f € C2(D).

Teorema A.3.1.1 Si una funcioén a valores reales f definida en R® es dos veces

diferenciable, entonces la matriz Hesiana V?f(x) es simétrica, es decir,

62 2

——f(x) =
aXian anaXi

f(x).

Definicion A.3.1.8 Una funcién real f definida en un subconjunto convexo no vacio

D de Re se dice que f es convexa en D si
fAx +(1-2)y) <Af(x)+(1-A)f(y) Vx,yeD yO<A<LI.

Si la desigualdad es estricta, f se dice estrictamente convexa. Si existe una

constante ¢ > O tal que para cada x, y € D
fAX +(1-A)y) < Af(x)+ (1-)f(y) % C)x(l—)x)”x—y”z ,0<A<1,

entonces f se dice uniformemente convexa en D. Si -f es una funcién convexa
(estrictamente convexa, uniformemente convexa), entonces f es una funcion

concava (estrictamente concava, uniformemente concava).

131



i x Nz b 41 x Nz b 41 Xz
Funciin convexa Funciom concava Funcidn ni cONDcava ni convexa

Figura A.3.2 Funcién convexa y funcién céncava.

Definicion A.3.1.9 Una matriz A se dice semi-definida negativasi zAz' <0,V z

Mn (donde z es un vector fila y zT su traspuesto). Se dice que A es definida negativa

si la desigualdad es estricta. A es (semi-) definida positiva si — A es (semi-)definida

negativa.

Teorema A.3.1.2 Sea D un subconjunto convexo de R®* y sea f: D — R® una funcion

tal que f € C2(D). Entonces

(a) f es convexa si y so6lo si su matriz Hessiana semidefinida positiva en cada punto
de D.

(b) f es estrictamente convexa si su matriz Hessiana es definida positiva en cada
punto de D.

(c) f es uniformemente convexa si y so6lo si su matriz Hessiana es uniformemente
definida positiva en cada punto de D, es decir, existe una constante m > O tal

que

m"u”2 < uTVQf(X)u, Vx € D, ue Ro.

Teorema A.3.1.3 Sea D un subconjunto no vacio convexo de R2. f una funcién
convexa definida en D, a € R. Entonces el conjunto de nivel Ly = { xe D/ f(x) < a }

es un conjunto convexo.

Definicion A.3.1.10 Sea f una funcién definida en un subconjunto convexo D de
Rn se dice que xXo es un maximo local o relativo de f si y s6lo si existe una bola

cerrada B(xor) con r > O tal que

f(x) < f(x0) V x € B(Xo,r).

Definicion A.3.1.11 Se dice que X es un minimo local o relativo de f si y s6lo si

existe una bola cerrada B(xo,r) con r > O tal que
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f(xo0) < f(x), V X € B(Xo,1).

Teorema A.3.1.4 Sea f una funcion tal que f eC2(D), donde D un subconjunto no

vacio convexo de R2. Si se supone que existe un m > 0 tal que

ulv? f(x)u2m||u|2, V X € L(Xo), u € R®

Entonces el conjunto de nivel L(xo) = { x € D/ f(x) < f(%0) } es un conjunto convexo

cerrado y acotado.

Lema A.3.1.2 Sea f es una funcion a valores reales dos veces diferenciable con
derivadas segundas continuas definida en un subconjunto convexo abierto ® de Rn.
Si Vf se anula en X0y la matriz Hessiana V2f es definida negativa en Xo, entonces Xo

es un maximo local de f.

A.3.2 Método de Newton

Es un método de optimizacion iterativo basado en aproximar la funcion objetivo

mediante la serie de Taylor de segundo orden.

Sea¢p 0 =-L(x;0)=- Z lnsxs ~MIn(l+e “S)J la funciéon a minimizar, con 6 =
seS

(Bi1, Bi2), 1 = 1, 2, segun sea el modelo Autobinomial considerado. El propoésito es
determinar para qué valores del vector 6 = (Bi1, Bi2) € R2,1=1,2, ¢ (0) es minima.

En 0 = 0o, ¢ (0) puede aproximarse utilizando el desarrollo cuadratico de Taylor,
1
¢ (0) =h(6) = ¢ (o) + Vo (00)T (6 - Bo) + 5y (0 - 080)T H(Bo) (6 - 60), (A.8)

donde V¢ (00) es el gradiente de ¢ (0) y H(0o) es el hessiano de ¢ (0).

h(0) es una funcion cuadratica, se minimiza resolviendo Vh(8) = 0. dado que el

gradiente de h(0) es,
Vh(0) = Ve (80) T (0 - 60) + H(B0) (0 - 60),

debe resolverse la ecuacion,
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Vo (00) T + H(0o) (0 - 60) = O,

Si la matriz H(6o), es inversible, se tiene que

(0 - 60) = - H(00) 1V (00) T

0 = 0o - H(0o) Ve (00) T (A.9)

d(®) = - H(6) Vo (0) T representa, la direccion de busqueda, se denomina direccién de
Newton. La direccion de busqueda se determina minimizando h(0 + d). La expresion
(A.9) se emplea como ecuacion de recurrencia para, dado un punto inicial 6o,
generar una sucesion de puntos que van a converger bajo ciertas condiciones al

optimo de ¢ (). El paso k del proceso iterativo, se formula:

dk(0) = - H(0x) 1V (0x) T
(A.10)

Ok+1 = O+ o di

donde ax es un escalar positivo que representa la magnitud del paso.

La seleccion del punto inicial que garantice la convergencia del método no es un

asunto trivial. Dicho punto debe estar cerca del optimo para que esto suceda.

Las ecuaciones (A.10) corresponden al siguiente algoritmo:

Algoritmo A.3 Método de Newton con busqueda lineal.

Seleccionar el valor inicial 6o € R?, un ¢ > 0.
Se fija k = 0.
Calcular Ve (0x).

ol O A

Hacer lo siguiente:

a. Si ||V(p (ek)|| < g, parar y el resultado es 6x. Si no ir a b..

b. Resolver la ecuacion: H(0x) dx = -Vo (0x) T, respecto de dx.

c. Encontrar el ax tal que ¢ (0x + ox di) =min ¢ (0x + o dy).
a>0

d. Sefija Okx+1 = Ok + ox dk.
e. Se fija kigual a k+1.
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f. Ir al paso 4..
Antes de probar la convergencia del algoritmo veamos el siguiente resultado.

Teorema A.3.2.1 Sea Vo () una funcion uniformemente continua en el conjunto de
nivel L(@o) = {0 : ¢ () < ¢ (0o) }. Sea Px el angulo entre -Vo (0x) y la direccion dx

generado por el algoritmo A.3. acotado uniformemente por n/2, es decir,
Bx <7m/2 - pn, para algin pu > 0.
Entonces Vo (0x) = O para algin ko ¢ (6) > - o Vo (0) > O.

Teorema A.3.2.2 Sea ¢ : R®* » R una funcién diferenciable con derivadas segundas
continuas en un conjunto abierto conexo D < R®. Para cada 6o existe una

constante m > O tal que ¢ (0) satisface:

u'v? ¢ @u> m|uf, vue R, 0 e L) (A.11)

donde L(6o) el correspondiente conjunto de nivel. La sucesion { 0x } generada por el

algoritmo A.3. satisface:

a. Si {0k } es una sucesion finita, Ve (6x) = O para algun k.

b. Si {0k} es una sucesion infinita, { 0x } converge a un Gnico minimo 6* de ¢.

Demostracién. Por (A.11), ¢ es una funcion estrictamente convexa en R®, por lo
tanto, el punto estacionario, es el inico minimo global (absoluto).

Lugo el conjunto de nivel L(8o) es conjunto convexo cerrado y acotado. Como { ¢ (0x)}
es monotona decreciente { Ok} < L(00) y { 6k} es acotada. Por lo tanto existe un punto
0* € L(0o), tal que Bx — 0%, mas aun ¢ (0x) > ¢ (0%). Al ser ¢ € C2(D), por el teorema
A.3.2.1. se tiene que Vo (0x) > Vo (6*%) = 0. Finalmente, como el punto estacionario

es Unico, entonces { Bk} converge a un Ginico minimo 6* de . ¢
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B

ALGORITMOS DE LOS METODOS MONTE CARLO

B.1 Algoritmo de Metropolis

Version basica del algoritmo de Metrépolis cuando se utiliza el esquema de visita

secuencial.

Algoritmo
1. Muestrear al azar una configuracion x° de una distribucion arbitraria v en Q.
2. Sefian=1.
3. Hacer lo siguiente:
a. Se fija la configuracion y? igual a la configuracion x n-1,
b. Se fija la posicion s = 1.
c. Hacer lo siguiente:

i. Muestrear al azar un valor A, € A = { 0, 1, ..., 255 } de una

distribucion arbitraria.

-H(2_.0_;0)-H(x_,0_;0)|
ii. Determinar e s 8 s s .

-H(2_.0_;0)-Hx_,0_;0)]
iii. Sea a = min{ 1, e S8 S8

iv. Se selecciona al azar un valor u de la distribucion U(O, 1).

v. Siu < a entonces fijar yg=Ag, sino yg = Xq.
d. Sefias=s+ 1.

e. Si s<|s|irac.
f. Fijar la configuracion x * igual a la configuracion y|S| .
4. Se fijanigualan + 1.

5. Ir al paso 3.
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Todos los algoritmos que se presentan a continuacién fueron desarrollados

mediante el software matematico MATLAB (abreviatura de MATrix LABoratory).

B.2. Algoritmo de Gibbs Sampler

Version basica del algoritmo Gibbs Sampler que permite obtener una realizacion de

un Campo aleatorio de Gibbs, a partir de sus caracteristicas locales, cuando se

utiliza el esquema de visita aleatorio. Este algoritmo se implement6 a partir de los

resultados del apartado A.2

B.2.1. Algoritmo

1. Muestrear al azar una configuracion x° de una distribucion arbitraria v en Q.

2. Fijarn = 1.

3. Hacer lo siguiente:

a.

b.

g.

Fijar la configuracion y? igual a la configuracion x n-1

Fijar t = 1.

. Muestrear al azar un sitio s a través de la distribuciéon Uniforme G en

S (conjunto de sitios).

. Hacer lo siguiente:

i. Determinar la caracteristica local I s} (y t'l, Xs yg__l{s}).

.s . . . .. . t-1
ii. Cambiar la posicion s de la configuracion anterior y

muestreando al azar Xg de Il (yt'l, Xs yts__l{s}), obteniendo una

nueva configuracion y t
Sefiat=t+ 1.
Sit< |S| ir a c.

Fijar la configuracion x ® igual a la configuracion y|S| .

4. Se fijanigualan + 1.
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5. Ir al paso 3.

El paso 3. del algoritmo va actualizando la configuracion inicial x° al visitar
aleatoriamente los sitios s de la grilla S, regidas por una distribucion de
probabilidad de exploracién o de propuesta G en S. Cuando visita el sitio s, en la
configuracion y, quedan fijos los valores x j, con j # s y cambia solamente el valor
de xs con probabilidad I (y) definida a través de caracteristicas locales. Esta Tis;

es la probabilidad de transicion para una cadena de Markov X(n).

El procedimiento de evaluacion de Il resulta ser en general, bastante sencillo

gracias a la naturaleza de las funciones potenciales del modelo Autobinomial.

B.2.2 Algoritmo Gibbs sampler H-V

Version del algoritmo Gibbs Sampler H-V que permite obtener una realizacion de
un Campo aleatorio de Gibbs - Autobinomial H-V, a partir de sus caracteristicas

locales, cuando se utiliza el esquema de visita aleatorio.

Algoritmo

1. Fijar el tamano de la imagen.

2. Muestrear de forma aleatoria una configuracién inicial x° de la distribucién

uniforme en { O, ...,255}.

3. Fijar los valores de los parametros del modelo Autobinomial H-V, de B11y de Bz,

para generar la realizacion del campo.
4. Fijar n = 1 (inicializacion del namero de barridos).
5. Hacer lo siguiente:

a. Fijar la configuraciéon y°igual a la x"1

b. Fijar r = 1.
c. Hacer lo siguiente:

c.1l. Muestrear al azar un sitio s a visitar a través de la distribucion uniforme G

en S.

c.2. Calcular la probabilidad de éxito w =1/(1 + exp(- exponente)), donde
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(y¢ +ye) . Vu +Yyr)

exponente = 3 11

+[51

(donde yt, yt+, yu , Yu*, representan los niveles de gris de los vecinos

horizontales y verticales de ys respectivamente, caracteristica local).

c.3. Cambiar la posicion s de la configuracion yr':l muestreando de forma
aleatoria Xy de la distribuciéon Binomial de parametros M y w. De esta
manera, se obtiene una nueva configuracion y*.

d) Fijar r igual r+1.

f) Sir S|S| ir a c..

o

g) Fijar la configuracion x® igual ala y''.

6. Fijar n igual a n+1.

7. Ir al paso 5.

B.2.3 Algoritmo Gibbs sampler I-D

Version del algoritmo Gibbs Sampler I-D que permite obtener una realizacion de un
Campo aleatorio de Gibbs-Autobinomial I-D, a partir de sus caracteristicas locales,

cuando se utiliza el esquema de visita aleatorio.

Algoritmo

1. Fijar el tamano de la imagen.

2. Muestrear de forma aleatoria una configuracion inicial x° de la distribucion

uniforme en {0, ...,255}.

3. Fijar los valores de los parametros del modelo Autobinomial I-D, de P21y de 2o,

para generar la realizacion del campo.
4. Fijar n = 1 (inicializacion del nimero de barridos).
5. Hacer lo siguiente:

a. Fijar la configuracion y°igual a la x"L
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b. Fijar r = 1.
c. Hacer lo siguiente:

c.1l. Muestrear al azar un sitio s a visitar a través de la distribucion uniforme G

en S.

c.2. Calcular la probabilidad de éxito w =1/(1+exp(-exponente)), donde

(y +y *) =+ .
exponente= o — V" V" + BQQ(yZ—yz)

(donde yv, yv+, ¥z, ¥z*, representan los niveles de gris de los vecinos de ys de

la diagonal izquierda y derecha respectivamente, caracteristica local).

c.3. Cambiar la posicion s de la configuracion y*! muestreando de forma
aleatoria Xg de la distribucion Binomial de parametros M y w. De esta

manera, se obtiene una nueva configuraciéon yr.

d. Fijar r igual r+1.

f.Sir<|s|irac.l..

s

g. Fijar la configuracion x® igualala y' '.
6. Fijar n igual a n+1.

7. Ir al paso 5..

B.3 Algoritmo de Contaminacion

Version basica del algoritmo de contaminacion aleatoria del k % de los pixeles de

una imagen de m X m.

Algoritmo

1. Leer los elementos de la matriz X (imagen) a contaminar.

2. Leer el orden de la matriz X.
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3. Construir una matriz nula K del mismo orden que X.(La matriz K controla que
no haya elementos contaminados por lo menos 2 veces).
4. Fijar el porcentaje de pixeles de la imagen X a contaminar (t cantidad total de
pixeles contaminados).
5. Fijar ¢ = 1 (inicializacion del numero de pixeles a ser contaminados en la
imagen).
6. Hacer lo siguiente:
a. Muestrear en forma aleatoria un sitio s a ser contaminado a través de la
distribucién Uniforme G en S.
b. Hacer lo siguiente:
i. Si el elemento del sitio s de la matriz K es igual a cero, asignar al
elemento de s de la matriz X el valor M y al elemento s de la matriz K
el valor 1.

ii. Si el elemento de s de la matriz K es igual 1, fijar ¢ igual a c+1.

c. Sic<tirab6..

B.4 Algoritmo del meétodo de estimacion Minimos de

Cuadrados Condicional

B.4.1 Algoritmo de estimacion de los parametros del modelo de H-V

Version basica del algoritmo de estimacion de los parametros del modelo de H-V por

medio de método de Minimos Cuadrados Condicional.

Algoritmo

. Leer la textura generada X (imagen).
. Leer el tamano de X.
. Fijar t =1.

. Fijar s =1.

aua Hh WO N R

. Hacer lo siguiente:

a. Calcular el elemento (t,1) y el (t,2) de la matriz G:
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1=(Xt+Xt*) y gt2=(xu+xu*).

M

gt

b. Calcular el elemento (t,1) de la matriz D:

M
dti=- log((—)-1) ,sixs > 0y Xs< M.

Xg

Caso contrario, establecer algun criterio adecuado al estudio.

c. Fijar s igual a s+1.

d. Fijar t igual a t+1.

e.Sis<|[S|iras5..

6. Determinar la matriz traspuesta de G.

7. Calcular la matriz producto P entre la matriz traspuesta de Gy G.

8. Hallar el determinante de la matriz P para chequear si es inversible.

9. En caso de ser inversible, determinar la matriz inversa de P.

10. Calcular la matriz H, producto de la matriz traspuesta de G y la matriz D.

11. Determinar el producto entre la inversa de P y la matriz H. De esta forma se
obtiene la estimaciéon de minimos cuadrados condicional del vector de

parametros del modelo Autobinomial H-V.

B.4.2 Algoritmo de estimacion de los parametros del modelo de I-D

Version basica del algoritmo de estimacion de los parametros del modelo de I-D por

medio de método de Minimos Cuadrados Condicional.

Algoritmo

1. Leer la textura generada X (imagen).
2. Leer el tamano de X.

3. Fijar t =1.

4. Fijar s =1.

5

. Hacer lo siguiente:
a. Calcular el elemento (t,1) y el (t,2) de la matriz G:
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= (XV Vv y gt2 =
M

+ X = (X, +X .

gt1

b. Calcular el elemento (t,1) de la matriz D:

dt1- - log((ﬂ)-l) , 81X >0y Xs< M.
Xs

Caso contrario, establecer algun criterio adecuado al estudio.

c. Fijar s igual a s+1.
d. Fijar t igual a t+1.

e.Sis<|[§|iras5..

6. Determinar la matriz traspuesta de G.

7. Calcular la matriz producto, P, entre la matriz traspuesta de Gy G.

8. Hallar el determinante de la matriz P para verificar si es inversible.

9. En caso de ser inversible, determinar la matriz inversa de P.

10. Calcular la matriz H, producto de la matriz traspuesta de G y la matriz D.

11. Determinar el producto entre la inversa de P y la matriz H. De esta forma se
obtiene la estimacion de minimos cuadrados condicional del vector de

parametros del modelo Autobinomial H-V.
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TABLAS DE RESULTADOS

A continuacion se exhiben las estimaciones del vector de parametros de los
Modelos Autobinomiales H-V e I-D Puros y Contaminados, en las cuatro
situaciones consideradas. Estas estimaciones, logradas mediante los métodos de
Minimos Cuadrados Condicional y Maximo Pseudo-verosimilitud, se efectuaron a
partir de vectores de valores medios, obtenidos de 100 muestras aleatorias
(texturas) de cada una de las situaciones contempladas. Se incluyen, ademas, sus

respectivas matrices de varianza-covarianza.

C.1 Modelo Autobinomial H-V

C.1.1 Estimador MCC

Tabla C.1 Resultados de las estimaciones del vector de parametros Omv = (B11, B12), del Modelo

Autobinomial H-V Puro y Contaminado, en las cuatro situaciones consideradas.

Modelo Modelos Contaminados
Situacion Puro 1% 10% 20%
© nv=(0.0006, 1.0041) 0 1y = (0.0079, 1.0041) 0 nv= (0.0412, 1.0939) 0 nv= (0.2213, 0.9488)
Orv= (0, 1) $— (0.0008 —0.0044) & (0.0021 - 0.0017) o (0.0027 - 0.0039) & (0.0192 - 0.0146
0.0044  0.0048 0.0017 0.0021 0.0039  0.0201 0.0146 0.0964
Onv= (1.0055, 1.0059) O uv= (0.9980, 1.0138) é HV= (1.0600, 1.0355) é Y= (1.1158, 1‘1440)
Orv=(1,1) $_ (0.0006 - 0.0003) $_ (0.0052 - 0‘0050) . 00077 -o00181 ¢ {00263 00165
0.0003  0.0015 0.0050  0.0053 -0.0181 0.0068 0.0165 0.0337
O rv=(1.0029, -1.0028) @ mv=(0.9925, -0.9917) O uv=(0.9197,-0.9431) @ mv=(0.7841, 0.2179)
Buv=(1,-1) & (0.0002 - 0.0001) 5= LO.OOOZS - 0-00004) s _[ 00007 -000007 | & _ (0.0295 -0.0224
0.0001  0.0001 0.00004  0.00022 ~ | - 0.00007 0.00067 ~ \-0.0224 0.0296
O nv=(-1.0039,1.0027)  @nv=(-0.9944,0.9866)  @yuy=(-0.9491,0.9494)  ©muv=(-0.2289, 0.7597)
Onv= (-1, 1) 5 - (0.0001 - 0.0001) 5 _ (0.0002 - 0.0001) s 000064 - 0.00010 s _[o0115 0.0043
0.0001 0.0002 0.0001 0.0014 =\ Z0.00010 0.00062 0043 0.0238
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C.1.2 Estimador MP

Tabla C.2 Resultados de las estimaciones del vector de parametros Omv =

Autobinomial H-V Puro y Contaminado, en las cuatro situaciones consideradas.

(B11, P12), del Modelo

Modelo Modelos Contaminados
Situacién Puro 1% 10% 20%
0 nv=(0.0006, 1.0023) g, (0.0042,1.0029)  © nv~- (0.0382, 1.0782) 0 nv - (0.2061, 0.9651)
Bev=(0, 1) $ = (("0004 - 0-00003) § = (0.0020 - 0.0008) § = (0.0018 - 0.0022) § = (0.0158 - 0.0032)
0.00003  0.0003 0.0008 0.0011 0.0022 0.0131 0.0032 0.0284

0 v = (1.0034, 1.0020)

9H-v=(1,1) i_(

0.0002
0.000002

- 0.000002)
0.0001

0 uv- (1.0015, - 1.0019)

Ouv=1(1,-1) i:(o.ooon
0.00006  0.00008

0 nv= (-1.0026, 1.0019)
Onv=(-1,1) i_(o.ooon

0.00011 0.00014

- 0.00006) i — (0.00067

- 0.00011) i _ (70.00081
0.00001

0 uv= (1.0071, 1.0081)

i — (0.0006 - 0.0002)
0.0002 0.0003

0 1v= (0.9969, 0.9947)

- 0.00067)
0.00067 0.00094

0 nv= (0.9965, 0.9941)

- 0.0000I)
0.00015

0 uv=(1.0187, 1.0104)
i — (0.0077
0.0031

0 1v=(0.9713, -0.9615)

0.0069

i — (0.0014 - 0.0002)
0.0002 0.0030
0 nv= (-0.9849, 0.9852)

i — (3.0039 0.0001)
.0001 0.0026

- 0.0031 & 0.0249

0 uv= (1.0754, 1.1211)

- 0.0165)

0.0165 0.0181

0 nv=- (0.8287, -0.2191)
6 (2.0019 0.0010)
0010 0.0809
0 v = (-0.3006, 0.8244)

5 = (2.0030 0.0004)
.0004 0.0025

C.2 Modelo Autobinomial I-D

C.2.1 Estimador MCC

Tabla C.3 Resultados de las estimaciones del vector de parametros

Autobinomial I-D Puro y Contaminado, en las cuatro situaciones consideradas.

O1o= (P21, P22), del Modelo

Modelo

Situacion Puro

Modelos Contaminados

1%

10%

20%

6 1o - (-0.0017, 1.0080)

0o = (0, 1) i _ (0_0010
0.0010 0.0010

0 o= (1.0036, 1.0012)
Op = (1,1)

i — (0.00002 —0.00002
0.00002 0.00032
6 10 = (1.0031, -1.0030)

0o =(1,-1) (0.0002
E —
0.0002

- 0.0002
0.0002

0 1p= (-1.0021, 1.0023)

Orp = (-1, 1) A (0.0001
5 =
0.0001

- 0.0001
0.00001

-0.0010

|
)
)

) iﬁ(o.ooos
~ \-0.0002

0 1o = (0.0055, 0.9994)

—0.0002
0.0015

0 1o = (1.0088, 1.0044)
- (0.0003
Y =

0.00001

0 10 = (1.0059, -0.9939)

s _ (0.0004
~ \-0.00001

0.0002

0.0005

0 10 = (0.9935, -0.9921)

B (00006
~ \- 0.00002

\ell

- 0.00001)

-0.00001)
Y =

- 0A00002) s - (2
0.0002 B

0 10 - (0.0428, 1.0426)

) a (0.0071
r =
0.0012

0 o= (1.0957 , 1.0399)

- 0.0012
0.0048

. (0.0024 ~0.0023
~ \-0.0023 0.0033
0 10 = (0.9669, -1.0648)

0.0039 0.0004
.0004 0.0091

-

0 1p=(-1.0881, 1.0360)

.0146 0.0008
.0008 0.0043

0 10 = (0.2069, 1.1020)
~ (0.0113 - 0.0002)
~ \0.0002 0.0298
010-(1.1231, 1.1141)
~ (0.0491 - 0.0492)
~ \0.0492 0.0493

010 =(0.7098, 0.1491)

™

(Wi

0.0046

- 0.0040)
0.0040

0.0343

0 1= (-0.1994, 0.8542)

if@.mss 0.0096)
~0.0096 0.0263
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C.2.2 Estimador MP

Tabla C.4 Resultados de las estimaciones del vector de parametros On.p= (P21, P22), del Modelo

Autobinomial I-D Puro y Contaminado, en las cuatro situaciones consideradas.

Modelo Modelos Contaminados
Situacién Puro 1% 10% 20%

0 10= (- 0.0013, 1.0077) 0 10=(0.0031, 1.0015) 0 10-(0.0363,1.0393)  ©1p= (0.1558, 1.1000)
B1p = (0, 1) 5 _ (0.00074 - 0.00054) 5 - (0.00041 - 0.00010) _ |o0.0020 - 0.002 5 _ (0.0099 - 0.0023)

~ \-0.00054 0.0005 ~ \0.00010 0.00018 =\ 0.002 0.0077 ~ \0.0023 0.0391

0 o= (1.0033, 1.0011) 0 o= (1.0074, 1.0041) ©:1p=(1.0277,1.0262)  @1p=(1.1040, 1.1021)
Op = (1, 1) . (0‘00002 - 0.000006) . (0.0003 ~ 0_00008) s _ (0.0102 - 0.0066) s (0.0265 - 0.0109)

~ \L 0.000006  0.00007 ~ \ 0.00008 0.0002 0.0066 0.0218 0.0109  0.0220

© 1o = (1.0023, -1.0022) O 1p=(1.0059, -1.0012) ©1p=(0.9858,-1.0519) O 1p=(0.8123, -0.2323)
Brp = (1,-1) 5 _ (0-00007 - 0~00004) . (00.0003 0.00001) 5 _ @.0027 0.0001 ) . (2.0013 0.0003)

0.00004  0.00010 ~ 0.00001 0.0004 ~ \0.0001 0.0067 ~ 0.0003 0.013
8 10= (- 1.0020, 1.0022) 0 1= (-1.0032, 1.0027) 010=(-1.0708, 1.0219)  §,,- (-0.3359, 0.8559)

[\l

Bro = (-1, 1) . (0_00007 . 0.00006) s _ (0.0003 - 0.00004)
0.00006  0.00006 0.00004  0.0003

:(0‘0128 —0.0006) . {o0.0089 0.0032
0.0006 0.0042 Z=1.0032 0.0196
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